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PREDGOVOR

NiSta nije praktitnife od teorife (Boltzmann)}

Quaj wdiberik ,Uved u teorijshu fizihu" zasmiva se na mojim predavangima iz ovik discipling
teorifske fizike, kofa dr¥im ved niz godina na Privedno-matematithom Sfakuitetu u Beogradu,
Ouo druge izdanje iz osmova je preradens § pro¥ireno i podeljeno Je u tri kufige: proa sadr
reorifsku mehaniku, druga de obukuvatit statistizhu fizthy, a treda elebtrodinamibu sa téorifom
relationosti, Pri tome se one oslanfaju na matematighi aparat izloZen u nafem udbeniku ,Ma-
temavicke osnove teorijske fizike", Rofi sam napisao u zajednici sa kolegom dr. Bofidarom
Milicem. Kao dopuna ovem udibeniku mose siusiti ,Zbirka zadataka iz teorifske fizike,
I deo — Mehanika i IT deo - Elektrodinamiba® od dr. BoFidara Milida, radena prema te-
kudem programu iz ovih disciplina tearijske fizibe, dok Je tret deo ove zbirke u pripremi.

Quom prilikom, koo i u proem izdanfu, Seleo bih da izlodim osnovne koncepelie kofima sam se
rukovadia pri pisanju ovog udfbenika. Po mom milienju osnovni il nastave teorijske fizike
treba da bude trofak: 1) shvatiti suftinu fizickih Pojava, njene osnovne pojmove i zakone bofi
leze u osnovi fiztke, 2) ovladati opstim metodima teorijske fizike { pomodu njik tumaliti slo-
Zenije fizithe pojave £ 3) upoznati osnove savremene teorifske fizike, kako na savremenom
tumadenu klasitnik disciplina take { na izabranom gradivu 1 primerima od posebnog interesa
iz moderne fizike. Svi navedent ciljevi, zdjedno sa ostalima, treba bitno da doprinesu formiranju
kulture iz fizike kod studenta ¥ njegovom osposobljavaniu za samostalan rad. § tog stanovista,
izlaganfe gradiva je preteino dedubtivno i mikrofiziche i kao takvo ono istide u proi plan lo-
pisku i atomistitky struktnry fizike, pofto smatram de se na oval natin moZe najdublie ud u
samu sultinu ove nauéne discipline, Posle izlaganja op¥tih principa { zakona tearijshe fizike
navode se nfikove tipicne primene, &me se Seli hako ubazari na opite metode teorijske fizike
za refavanje problema, tako { dati tumalenje nafoadniiik fizickih pojava. Pri tome je posebna
padnja posvelena gradion koje Fini bazu savremene teorifske Jiztke, te fe obuhvaden ne samo
materijal neophodan za proutavanfe savremenik grana Jizike, ved je njime kroz odabrane
primere protkane i gradivo klasitne teorifske fizike.

Pri izlaganfu gradiva, radi $to boljeg ostvarivania navedenih cilfeva, u mehanict sam razdvojio
postulate mehamike od definicife sile, u statistickof fizici spojio sam pofmove mikrostania i
makrostanfa sa pojmom ansambla, a u elektrodinamici sam pofao od posebnog sistema osnouvnih
zakona kao poswlata. Na taf nain Seleo sam pre svega da $to strofife § 3to jasnije izlofim
odgovarafude discipline teorifske fizike § fstovremens da novibnem Stacea na strog fizilhi nadin
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rmls'l_z'mjaf U ovom izdanfu trudiv sam se da navedene ciljeve jol bolje sprovedem, te sam izvrio
temeljny reviziju naroXito ondh glava u kojima su izlagant opiti principi, o je najvife doslo
do izrafaja u statistithof fiziei. Sem toga, u svim oblastima dodao sam niz novih glavai | odeljaka,

Lofi s fedne strane treba da upotpune opite principe kao na pr. glava o opftim zakowima re- 3

hanike kontinutima), tako { da pruZe tumalenje niza novth fizitkih pojava (kao na pr. glava
o realnim gasovima i kriatalima).

Nz krajn %eleo bik da izrazim svoju zakvalnost dr. Velimiru Roglién i dr Bo¥idaru Miliéu,
kofi su kao recenzenti profitali ovaj rukopis, na wrio korisnim primedbama i sugestijama.

U Beogradu, 1 oktobra 1973 g. PORDE MUSICKI
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Glava 1
OPSTI POJMOVI

1. OSNOVNE IDEJE MEHANIKE
1.1. Zadatak i pedela mehanike

Grana fizike koja se bavi proufavanjem kretanja materijalnih tels kao i uzroka usled kojih
nastaju promene stanja kre;v;nia naziva se mehanika. Pri tome pod kretanjem podrazume-
vamo promenu polofaja posmatranih tela.n odnosu na koordinatni sistem vezan za neko
telo koje smo uzeli za osnoveo. Ako je ovo osnovno telo nepokretno, kafemo da je kretanje
tela apsolutno, a w protivnom shufaju relativmo. ..o -

Podela mehanike mode se izvrditi sa dve tatke gledista, ili prema loginoj strukeuri ili prema
objekiu kretanja. U prvom sludaju mehanika se moZe podeliti na dve discipline: kinematiku
i dinamiku. Kinematika ispituje kretanje geometrijskih oblika tela ne vodedi rafuna o w2~
rocima koji ih izazivaju. Dinamika proufava kretanja materijalnih tela pod uticajem sila
kao uzroka koji izazivaju ta kvetanja. Specijalna grana dinamile je statika, koja proulava
mirovanie materijalnih tela

U drugom slufaju mehaniku moZemo podelizi na dve osnovne discipline: mehaniku sistema
i tnehaniku kontinuuma. Mekanika sistema proudava kretanja takvih materijalaih tela koja
se mogu smairati sistemom Zestica. Mehanika hontinttona ispituje kretanja takvih tela
koja mofemo aproksimativiio smatrati kontinuiranim. U prvu kategoriju spadaju na pr.
Eruta tela, a u drogu elastidna tel i fluidi.

1.2. Osnovoi pojmovi mehanike

Matematitka analiza operife samo sz jednim osnovaim elementom — kolitinom, pojmont
koji se prikazuje brojem i koji se proviad kroz sve egzakine nauke. Geometrija uvodi nov
element — prostor, koji predstavija i prvi osnovni pojam mehanike, a proufavanje kretanja
geometrijskih oblika tela unosi nov osnovni pojatn - vreme. Vzimanje u obzir i uzroka
koji izazivaju kretanja uvodi jo§ jedan osnovai pojam — materijalnost. Stoga 1 mehanici
ova i pojma predstavijaju osnovne pojmove, a odgovarajude velitine su dubina, vreme i
nasa.

Pojmovi prostora i vremena w klasiénoj mehanici shvataju se apsolutno, te 1 osnovi meha-
nike lede apsolutsi prostor i apsolutno vreme. To zna8i da se uzima da postoji sistem koji
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apsolutno mirwe u vasioni, a kretanje u odnosu na takav sistem predstavlja apsolutno kre-~
tanje. Istovremeno se uzima da postoji jedno jedino vreme za celu vasionu, tj. vreme koje
jednako te?.‘e za sve sisteme u vasioni, O tome jasno govore sledeée Newton-ove rei o pro-

‘storu i vremenu! ,,Apsolutni prostor, pe svojoj sopstvenoj prirodi i bez cbzira na ma sia-
spolinje, ostaje uvek sebi slidan i nepokretan. Apsolutno, pravo i matematitko vreme, po *

sebi i po svojoj sopstvenoj prirodi, tefe jednako bez obzira nz ma 3ta spolinje, 1 drugim
imenom naziva se trajanje”, Medutim, ovakvo shvatanje prostora i veemena, &ak i u okviri-
ma klasi¢ne mehanike, samo je delimifno 1aéno. Naime, svako kretanje materije vrii se
u prostoru i vremenu i ovi pojmovi ne mogu se ni zamisliti bez materije. Stoga se prostor
i vreme moraju smatrati osobinama materije u $rem smislu te redi.

%10 se tice pojma materijalnosti, on je tesno vezan za pojam mase tela. Newton je smatrao
da je masa mera koli¢ine materije, medutim ovakvo shvatanje pojma mase prevazideno je
razvojem fizike, Danasnje nauéno shvatanje ovog pojma bazira na inerciji tela kao jednoj
prirodnoj osobini materije, koja se sastoji u tome da svako telo prufa otpor svakoj promeni
stanja njegovog kretanja. Tada se masa tela, koja je skalar, moZe smatrati kao mera tnercije
rela, tj. mera otpora promeni stanja njegovog kretanja. Ovako shvaCena masa takode pred-
stavlia jednu osobinu materije u gornjem smislu.

1.3. Newton-ovi principi mehanike

U osnovi klasiéne mehanike lede Newton-ovt principi, koji sumiraju u konciznoj formi ce-
lokupno iskustvo o kretanjima tela u vidu osnovnih zakona i mogu se smatrati aksiomama
mehanike. Odredujud usiove kretanja tels, Newton-ovi principi istovremeno odreduju
i uzroke koji izazivaju kretanje, te predstavljziu i implicitnu definiciju pojma sile. Ovi
principi mogu se formulisati na slededi nacin.

Proi Newmton-ov princip: Svako materijalno telo ostaje u stanju mirovanpja ili raviomernog
pravolinijskog kretanja dogod pod dejstvom sile ne bude prinudeno dato svoje stapje pro-
meni. Ovaj princip naziva se princip inercijs i njime je dat jedan deo definicije pojma sile,
naime kadgod telo menja svoje stanje kretanja, uvek postoji sila koja dejstvyje na to telo,
¢ime je ukazano na pOStO]an]e sile.

Drugi Neivton-ov princip: Promena kolidine kretanja srazmerna je sili koja dejstvuje na telo
i vri1 se u pravea dejstva sile. Ovaj princip naziva se princip defstva sile i predstavlja osnovni
zakon kretanja, dajuéi istovremeno i glavai deo definicije pojma sile. Njime je odredena
velitina sile kao vektora i na osnovt toga data j& moguénost merenja odnosno uporedivanja
sila. Kao dodatak svom drugom principu, Newton je dao pravilo paralelograma sila: Ako
dve sile dejstvuju istovremeno na telo, njihova rezultanta jednaka je dijagenali paralelo-
grama konstruisanog nad ovim silama, Ovo pravilo kazuaje da se sile sabiraju kao. vektori
i da je dejstvo svake sile nezavisno od dejstva ostalih sila,

Tredi Newton-ov princip: Akciji uvek odgovara jednaka po intenzitetu i suprotno orijen-
tisana reskcija, ili dejstva dvaju tela jednog na drugo uvek su jednaka i suprotno usmerena.
Ovaj princip naziva se princip akceije i reakcije i ukazuje na izvor sile. Prema njernu, za svaku
silu keja dejstvuje na jedno telo postoji drugo telo koje predstavlja izvor ove sile i na koje
dejstvuje sila istog intenziteta i pravea ali suprotnog smera. Ovakve sile nazivaju se prave
stle i za njih se uvek moZe nadi neko telo kao izvor ovih silz, Sistemi u kojima dejstvuju samo
prave sile, tj. u kojima sva ubrzamia poticu od dejstva drugih tela nazivaju se inercijfalni
sistemi, takav jedan sistem je sistemn koji zpsolutne miruje.

Medutim, Newron-ovi principi u svojoj uobitajencj formulaciji imaju i jedan logidki ne-
dostatak. Naime, u njima nije razdvojena definicija pojma sile od osnovaih zakona meha—-
nikeé, $to pruia tefkote u razu.mevan;u logitke strukture mehanike.

1.4. Granice primenijivosti klasi¢ne mehanike

U osnovi klasine mehanike precutno su sadrfane izvesne pretpostavke, koje istovremeno
daju i granice njene primenljivosti, Tako se pretpostavija da su brzine tela vrlo male u od-
nosu na brainu svetlosti, $to je ekvivalentno apsolutnom shvatanju prostora i vremnena kao' |
nezavisnosti mase tela od njegove brzine. 8 druge strane, pretpostavlia se da su mase tela
wrlo velike u odnosu na mase mikroobjekata, $to ima za posledicu da se samim procesom
merenja poloZaja i brzine tela prakti®no ne menja njegovo kinemati¢ko stanje, te se ove
veliine u idealiziranom eksperimentu istovremeno mogu precizno odreditl.

Ukoliko prvi uslov nije zadovoljen, odgovarajuda disciplina teorijske fizike koja zamenjuje
klasitnu mehaniku je teorifa relativnosti, Ako pak drugi uslov nije ispunjen, kao §to je sluaj
u atomskoj i nuklearnoi fizici, takve pojave u fizici mikrosveta tumadli kvantna mehanika.
Pri tome obe ove discipline sadrZe klasi¢nu mehaniku kao granitan slulaj.

1.5. Sistemi jedinica

.U mehanici, kao i u ostalim granama fizike, upotrebljavaju se uglavnom dva sistema jedi-
_nica, koje baziraju na osnovnim veli&inama: du#ing, masa i vreme. Prvi od ovih, CGS

séstem ima kao odgovarajude osnovne jedinice centimetar, gram i sekund, a drugi, MKS
sistem kao odgovarajuée jedinice metar, kilogram i sekund. Pored njih, u praksi se upotreb-
Yava i tehnichi sistem, koji umesto mase ima silu — tefinu kao osnovnu velitinu, ali on nije
mnogo pogodan za teorijska razmatrania, o

Pomocu ovih jedinica mogu se definisati jedinice i svih ostalih mehani¢kih velitina u sva-
kom od ovih sistema. Pri tome napomenimo da sve jednadine mehanike imaju isti oblik u
svim sistemima jedinica, za razliku od elektrodinamike, gde nije takav shudaj.

1.8. Eratak pregled #storijskog razvoja mehanike

Jo¥ u starom veku zapoleo je razvej statike kao prve grane mehanike. Osnivadem statike
mode se smatrati Arifmed (287—212 pre n.e.}, koji je prvi uoéio osnovna svojstva sile kao
stati¢kog pojma i prvi podeo primenjivati matematicke metode za proudavanje mehanike,
Pored statike i kinematika je bila u izvesnoj meri razvijena jod v starom veku. Medutim,
tel je Galilei (1564--1642) uveo pojam ubrzanja, doveo ga u vezu sa pojmom sile i na taj
nadin je formulisao osnovne zakone dinamike, koji predstavljaju bazu za njen dalji razvoj.

Temelje mehanike kao egzaktne nauke udario je Newton (1643—1727). U svom glavnom
delu Philosophice naturalis principia mathematica {Matematizki principi prirodne filozofi-
je)s koje je objavljeno 1687 g., formulisac je osnovne principe mehanike kao aksiome, iz
kojth je dedukeivnim putern izveo ostzle zdkone. Sem: toga, Newton je veoma poznat i po
otkritu opiteg zakona gravitacije kao osnovnog zakona koji upravlja kretanjem svih nebeskih
tela. Kao matematidar, stvorio je nezavisno od Leibnitz-a infinitezimalni radun, medutim
i pored velike pogodnosti ovog metoda on ga nije iskoristio u svom izlaganju mehanike.

Posle Newton-a razvoj mehanike pofao je ubrzanim temposm. Prvi je Euler (1707—1783)
uveo sistematskit primenu matematiéke analize u mehanici, a zasnovao je i razvie mehaniku
fluida. Rad na daljem razvoju mehanike fluida nastavio je njegov savremenik Bernowlli
(1700—1782), narodito poznat po svojoj jednalini, dok je & Alembert (1717—1783) for-
mulisao jedan opéti princip keo metod za refavanje dinamickih problema, primenijiv i na
prinudna kretanja. Dalji veliki korak u razvoju mehanike u€inio je Lagrange (1736—1813),
koji je uveo &isto analitiGki metod u mehaniku umesto ranijih geometrijskih metoda, zasno-
van na tzv. generalisanim koordinatama, &ime je postac osniva¢ analititke mehanike. On je
dao opite diferencijalne jednaline kretanja u generalisanim koordinatama, koje vaZe pri
bilo kakvim ogranienjima kretanja i predstavljaju najmoénije orude za relavanje problema
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mehanike, Njegov rad nastavio je Hamilton (1805--1865), koji je formulisao jedan opdii
vatijacioni princip mehanike i dao jedan novi metod dinamike, kojim se odreduje ne samo
poloZaj ved i stanje sistema u generalisanim koordinatama. Medutim, posebni znaaj ovog
metada leZi u tome §to se on mofe primenjivati i van mehanike, u statistitkoj fizici kao i
u kvantnoj mehanici, gde on predstavlja bazu za korespondenciju izmedu klasidne i kvantne
fizike.

Na tom polju nauke radio je ditav niz fizi¢ara i matematidara, kako na razvoju opstih prin-
cipa i pojedinih grana mehanike tako i na njenim raznovrsnim primenama. Izmedu mnogih
imena navedimo samo slededa: Poisson (1781—1840), Jacobi (1804-1851), Poincaré (1854—
—1912), Appell (1855—1930), Cartan (1869—1951), Ljapunov (1857—1918), Medéerski
(1859—1933), Ciolkovski {1857--1935). Najzad, kad su izvesne eksperimentaine Zinjenice
dosle u raskorak sa klasiénom mehanikom, odludujudéi korak za dalji razvoj mehanike udinio
je Hinstein (1879—1935), tvorac teorije relativnosti, On je, odbacivil pojmove apsolutnog
prostora i vremena, 1905 g. zasnovao svoju teoriju na principu ekvivalentnosti svih iner-
cijalnih sisterna i konstantnosti brzine svetlosti u takvim sistemima, &ime je iz osnova iz-
menio poglede na niz pojmova mehanike, ali tako da klasi®na mehanika ipak predstavlja
granidan sludaj ove teorije.

2. POJMGVI PROSTORA I YREMENA
2.1, Osnovne pretpostavke

Posle ovog opdteg osvria, predimo sad na sistematsko izlaganje mehanike, Sva kretanja
tela odvijaju se u prostoru i vremenu i stoga se pre svega zadrZimo na stroZijoj formulaciji
i analizi ovih pojmova. U osnovi klasiéne mehanike leZi pretpostavka da postofi jedan sistem
referencije S kojfi apsolutno mirufe u vasioni, pri Semu je rastojanje izmedu dveju taiaka u
bilo kom sistemu referencije § isto kgo w sistemu S

rig’ = ria. : 2.1)

Kretanje 1 odnosu na sistem $ koji apsolutno miruje predstavlja apselutno kretanje, a nave-
dena oscbina ukazuje npa to da je prostor u kiasiénoj mehanici Buklidov prostor.

Sem toga, kiasi‘na mehanika bazira na pretpostavel da je vremenski interval fzmedu deva
dogadaja isti # svim sistemima refevencije S, koji se na proizvoljan nafin kredu u odnosu na
sistem §

tiz” = tip. 2.2

To znadi da je vreme apsolutno, tj. jednako tefe za sve sisteme u vasioni i ono bazira na
pojimu apsolutne istevremenosti. Prl tome napomenimo da se u klasiénoj mehanici i ne po-
stavlja pitanje kako se ovi pojmovi apsolutnog prostora i vremena mogu realizovati i da
ii ima smisla upotrebljavati ovako shvadene pojmove ukoliko ne postoji edgovarajuca re-
alizacija.

2.2, Inercijalni sistemi

U raziilitim sistemima referencije zakoni kretanja mogu imati razli¢iti vid, &ak i zakoni
sasvim prostih oblika kretanja u nekim sistemima mogu biti vrlo slofeni. Stoga je od in-
teresa nadi takve sisteme u kojima e ovi zakoni imati najprosiiji oblik,

U odnosu na proizvoljan sistem referencije prostor u opitem shudaju nije homogen i
izotropan, tj. razlidite tatke i pravel ne moraju biti ekvivalentni, Tako na pr. ako uodimo
sistemm OX'Y'Z’ koji rotira oko Z.ose (sl 2.1), koordinatni podetak je jedna istaknuta
tatka, a csa rotacije istaknuti pravac. Ukoliko sa ovim sistemom povefemo neko telo koje
ne dejstvuje ni sa kakvim drugim telima, njegovi razliditi poloZaji i orijentacije u
prostoru u mehanic¢kom pogledu nisu viSe ravnopravni.

5

Isto tako, ni vreme u opitem sludaju nije homogeno, tj. razliciti trenuci takode ne moraju
uvek hiti ekvivalentni. Tako na pr. slobodna destica ne moZe mirovati u odnosu na navedeni
rotirajuéi sistem OX'Y'Z’ jer ako u jednom trenutky i miruje, u sledeéem trenutku &e se
kretati zn posmatrada u ovom sisternn,

¥

81 2.1

Iskustvo pak pokazuje da u prireds postofe sistentt referencije u odnosu na koje je prostor ho-
mogen i izotropan, a vreme homogeno. ‘Takvi sistemi nazivaju se fnercifalnt sistemi, a navedeni
stav izraZava postulat o postojanfu inercijalnik sistema. Ako se u takvom sistemu posmatra
neke slobodno telo koje u nekom trenutku miruje, ono ée ostati neogranieno dugo u stanju
mirovanja, jer bi u protivnom sluaju poloZaj i trenutak kad telo podinje da se krede kao i
pofetni pravac kretanja predstavijali istaknute elemente prostora i vremena. To va3i i za
uniformno kretanje, te vidimo da u inercijalnim sistemima svako telo tefi da zadrsi sveje
stanfe mtirovanja odnosno jednakog pravolinijskog kretanja. To je tav, princip inercije, odakle
1 potite ime ovih sisterna.

Takav jedan sistem, koji bi imao navedene osobine, bio bi sistem S koji apsclutno miruje
u vasioni i za koji smo pretpostavili da postoji u klasiénoj mehanici. Medutim, ove osobine
prostora i vremena ostade saduvane i ako predemo na bilo koji sistern 87 koji se krede rav-
nomerno i pravolinijski u odnosu na sistem S, jer se uniformnim kretanjem ne moie poja-
viti na pr. neka istaknuta tagka ili pravac u sistemu 8’ ako ih nije bilo u sistemu S. Odavde
zakljudujemo da su svi sistemi referencife hoji se uniformno krecu 1 odnosu na sistem kaji apso-
lutno miruje inercifalni, %to mo¥e sluZiti i kao njihova ekvivalentna definicija,

2.3. Galilei-eve transformacije

Da bismo matematicki formulisali apsolutnost prostora i vremena, posmatrajmo dva ko-
ordinatna sistema S i § (s, 2.2), od kojih prvi apsolutne miruje, a drugi se krede trans-
latorno u odnosu na prvi. Polto se svako translatorno kretanje mofe razlofiti na
tekva kretanja duZ koordinataih osa, dovolino je posmatrati translatorno kretanje
sistema §' duZ X-ose. Pri tome oznadimo elementarno pomeranje koordinatnog podetka
O’ uodnosunasistem § za vyreme dt sa u(dt '

Prema slicl vidimo da za ma koju tadku M postoji sledeca veza izmedu njenih apscisa u
ova dva sistema

t
X =%~ 00, 65’=S u (1) dt,
i
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a ostale dve koordinate ostaju nepromenjene, tako da vaie relacije

t
X=X S u {(Gdy, ye=y, 2=z {2.3)
]

Sem toga, apsolutnost vremena, koja bazira na pojmu apsolutne istovremenosti, izraZava
se na t2j nadin §to je bilo koji trenutak t za posmatrada u sistemu § isti kao i za posmatrala
u sistemu S’

=t (2.4}

Skup ovih obrazaca (2.3) i (2.4) predstavija tav. Galilei-eve transformacije. Posto koordinate
(x, v, 2} i trenutak t odreduju jedan dogadas koji se desio na jednom odredenom mestu u
odredenom trenutku, Galilei-eve transformacije uspostavljaju veze izmedu koordinata i
vremena jednog fstog dogadaja u dva razng inercijalna sistema. Ako se sistem 37 krede uni-
formno u odnosu na sistem S, bife u = const, pa se gornje relacije svode na

X = y—ut, ¥ o= jr, F =g, tie=t 2.5

2.4, Kiasiéni princip relativinosti

Iz dosadainjeg izlaganja videli smo da u inercijalnim sistemima, koji mirgju ili 'se kreéu
uniformno, osnovna svojstva prostora i vremena su Ista i u njima vaZi mehani¢ki princip
inercije. Sem toga, zbog ovih osobina prostora i vremena su u inercijalnim sistemima
isti ne samo zakoni slobodnog kretanja veé i kretanja pod dejstvom sila, jer bi se u pro-
tivnom sludaju pojavile istaknute tafke I pravel u prostoru i vremenu, Odavde moie-
o zakljuditi da su ovi sistemi u geometrijskom i mehanitkom pogledu potpune ravno-
pravni, usled Cega jednadine kretanja klasiéne mehanike moraju imatl isti oblik u svim
inercijalnim sistemima, tj, moraju biti invarijantne u odnosu na Gahle:-e»e transformacije
(2.5). Na osnovu svega toge moZemo redi:

Svi inercijalnt sistemi su medusobno ekvivalentni, tf. zakoni mekanike isti su u svim inercijalnim
sistemima. To je poznati Galilei-ev princp relativnosti, koi leZi u osnovi Klasi€ne mehanike.
Tako na pr. za pasmatraca o vozu koji se krede uniformno telo slobodno pada po istim za-
konima kao i za posmatrada na Zemi)l koji miruje.

3. ELEMENTI KINEMATIKE

- 3.1, Odredivanje poloZaja tatke

PoloZaj tadke u prosmru mode se odrediti na vife nadina, Vektorski nadin odred,vanja po-
fofaja tacke sastoji se u tome da se on odreduje pornoéu vektora (sl. 3.13 &iji je pofetak
u jednoj stainoj tagki prostora O, a kraj u posmatranoj tafki M. Ovaj vektor naziva
se wektor poloZaja i on je odreden svojim intenzitetom, pravcer i smerom.

M

<8

-8 3.1

Analiticki na¥in odredivanja poloZaja tatke bazira na metodu koordinata. Pod koordi-
natama tacke podrazumeva se skup triju veli¢ina koji potpuno odreduje polofaj ove tatke.
Najpoznatija su tri koordinatna sistema: Descartes-ov pravoughi, cilindrigni 1 sferni (s1. 3.2).
U pravouglom sistemu poloza; tatke M se odreduje njenim rastojanjima x. v i z od triju
medusobno normalnih ravai. U cilindrig¢nom sistemu poloZaj tatke M se odredu;e rastoja-
njem p njene projekeije M’ na stalnu ravan XOY od stalne talke O, uglom ¢ izmedu pro-

jekcrje OM’ i stalne poluprave OX i rastojanjem z od staine ravni XOY, Najzad, u sfer-
nom sistemu poloZaj tatke M se odreduje njenim rastojanjern r od stalne ke O, uglom
& izmedu duzi OM i stalne poluprave OZ i uglom ¢ izmedu ravai ZOM i stalne ravai
20X, Pri tome se sve ove velidine uzimaju orijentisane, kao §to je prikazano na slici,
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Veza izmedu pravouglih i cilindri¢nih koordinata data je obrascima

X = 5 cos g, y=psing, Z=z @a.n .

Na stitan natin dobija se 1 veza izmedu pravouglih 1 sfernih koordinata
x=r sin § cos o, y=1 sin sin @, zz=7 cos & 3.2

Ovi obrasci mogu se¢ redid 1 po ¢, o 1z odnosno po v, & i © | omogudavaju prelaz
sa jednih koordinata na druge,

3.2, Putanja (trajektorija) festice

Predimo sad na prouavanje kretanja materijainih telz. Da bismo uprostili posmatranje
kretanja tela i drugih pritodnih pojava i istakli samo one bitae karakteristike koje nas pod
datim usiovima interesuju, festo se uzima uprodéen mehaniéhi model posmatrane pojave.
Takav jedan model u dinamici predstavlia materijalna tadka, koja se moZe uvesti na slededl
nacin.

Uodimo neko telo &ije su dimenzije veoma male u odnosu na dimenzije oblasti u kojoj se
vri posmatrano kretanje i Cije nds unutrainje kretanje pri tome ne zanima, takvo telo
zvatemo festica. Na pr. planete Sundanog sistema, pod uslovom da zanemarimo njihovu
rotaciju, pruzaju nam primer tela koja moZemo smatrati cesticama, Pri tome ma koja geo~
metrijska tacka u unutranjosti ¢estice mofe nam slufiti kao predstavnik njenog kretanja i
ako jo§ zamislimo celokupnu masu festice koncentrisanu u ove] geometrijskoj talki, tako
zamisljena geometrifska tatka sa celokupnom masom festice naziva se materijalna tatka.
Ovako uvedena materijaina tadka predstavlja tada odgovarajuéi mehanicki model kretanja
i ubudude demo pod kretanjem Zestice uvek podrazumevati kretanje odgovarajuée mate-
rijalne tadke u navedenom smisha.

Konacéne jednadine kretanja

A

Sl 3.3

Kretanje jedne festice potpuno je odredeno gko znamo kako se njen vektor polofaja
menja u toku vremena, tj. ako znamo vektor poloZaja » kao funkciju od vremena t

r=r() {3.3)

9

Ovoj vektorskoj jednadini odgovaraju tri skalarne, koje u pravouglom sistermu imaju oblik

x=x (th, y=y() z=z(1), (3.4
u citindriénom sistemu '
p=p (W  p=9(, z=z(t), (3.3
a u sfernom
rex{ty, S8, =9 (3.0)

Ove jednatine, koje odreduju vektor poloZaja, odnosno koordinate Zestice kao funkcije
vremena, nazivaju se konafne jednaline kretanja.

Kretanje Sestice mode se odrediti i na drugi nadin (sl 3.4): ako znamo geometrijski oblik
putanje, 4, njene jednadine oblika Fi(x, v, 2)=0, Fu(x,y,2)=0 1 predeni put s, ratunat
od podetnog tremutka i orijentisan u smeru Kretanja, kao funkciju od vremena

’ s =5 (). , ' 3.7

Mo  —— M

s

Sl 3.4

Ova jednadina naziva s¢ zakon puta i ovaj nadin odredivanja kretanja ekviva-
Ientan je prvom.

Ako zpamo konafne jednadine kretanja (3.4), jednadine putanje moZemo iz njih dobid
eliminacijom vremena t. Zakon puta moZemo nadi iz metritke forme

ds?=dn2dyi+dzt=(x2 4+ 7% + 22) de?,

odakle dobijamo
L
5= S VETTTE & 3.9
4

§to posle uvritavanja jednadina (3.4} i integracije daje s kao funkciju od t.

3.3. Brzina d&estice

Neka se posmatrana Zestica (sl 3.5) u trenutku t palazi u poloZaju M, a u trenutku
t-+- At u polofaju M’. Ake sa Ar oznalimo tazliku vektora poloZaja u ovim talka-
ma, brzina Zestice n tadhi M definife se kao granima vrednost kolidnika priraltaja
vektora polofaja Ar i odgoverajudeg intervala vremena At kad At tedl nuli

Ar dr

=l‘ s o, e B I 3.9
v Atl-r»%At dz T @)

To je prvi izvod vektora r po vremenu t u taki M, $to se obitno oznadava taé-

kom iznad oznake. velidine. Poito je u grani¢nom sludaju jdr| = ds, intenziter

brzine iznosi

jdre

vl &
dt

dsw

vy —— g § (3.10
Pt )
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Pravac I smer brzine odreden je gramitnim poloZajem pravea i smera vektora Ar, te
-

brzing ima pravac tangente, a smer adgovara smert kretanja. Oznaélmo H sa 1o }ed:mém
vekior tangente, imademo

(3.11)

5L 3.8

Ako jedini¢ne vektore koordinatnih osa oznadimo sa e, ez 1 es i razlofimo vektor poelo-
#aja duz njih

r=xXe+ ye: - zes,
diferenciranjem po vremenu deobijame
v =1 Xe; 4+ Ve~ zes

Odavde vidimo da su komponente brzine u pravouglim koordinatama

4

Vo=, Yy =V, v,e=3, ' (3.12)
tj. jednake izvedima odgovarajuéih keordinata po vremenu i njih moZemo nadi diferen-
ciranjern konadnih jednacina kretanja (3.4).

Kvadrat brzine

Od posebnog interesz je kvadrat brzme, ksko zbog odredivanja nienog intenziteta rako
i zbog nalaZenja kinetitke energife, U pravouglom sistemu prema obrascima (3.12) ima-
mo

VE= N2 . ¥2 L z2 313

i ovaj obrazac omoguéava nalafenje intenziteta brzine ako znamo konatne ]ednaune
kretanja. U cilindri¢nom sistemu relacije (3.1) dap

X=Pcosg~gsing, Vw=psing -+ obcosg, | z=3,
te ¢e bid
V2= k24 V24 22 = $2 (cos? @ sin? @) -+ 520 2 (sin? 9-+c0os? @)+ 29,
odnosno
Vi Py o2ty i 3.4

Polarni sistem u ravni mofe se shvatiti kao specijalan sludaj cilindriénog sistema kod koga
je z =0, te je p =1, pa se gornji izraz svodi na

VR R 2GS (3.15)

11

Kvadrat brzine u sfernom sistemu moZemo nadi porﬁoéu relacija (3.2}
% u £5in cos @-Fricosd cos p—rosind sing,
§ = sin9 sin @-+rHcos & sin p-+résin ¥ cos g,
7 = 1cos ¥ ~r§sin §,
odakle dobijamo
VE——; P2 5in?§ (cos? o+ sin? g)+ 12 cos? 12 §2cost B (cos? @ -sin? @)+ 125 sin? ¥ -
+ 1262 sin? H(sin? @ +cos? @)= 2 (sinZH--cos? ) -+ 242 (cos? § +sin? §)-i- 1% sin? B2,

tj. konaéno
(3.16)

51 3.6

Ove rezultate mofemo dobiti i geomesrifskim putem, nalaienjem kvadraia elementa luka
ds? i delenjem sa dt?, Na pr, za polarni sistem u ravai (sl. 3.6) iz elementarnog

trougla na slici imamo

ds? = dr2+r2dg,

dsy:_(dr de @3an
RCRCRE <

§to se poklaps sa izrazom (3.15).

a odavde dobijamo

3.4. Ubrzanje Cestice

Neka se Gestica (sh. 3.7} u trenutku t nalazi u poloZaju M, a u trenuck-u t-k{lr u po-
loZaju M’. Ako sa Av oznadimo raziiku brzina u ovim tatkama, wubrzanje festice u tal-
ki M definide se kao grani®na vrednost kolinika priradtaja brzine Av i oégovara;uceg
intervala vremena At kad At ted nuli
d

whmgwlﬁi (3.18)

a0 AL dt
Prema obrascu (3.9) vidimo da je ubrzanje estice drugi izved vektora poloza:a po
vremenu, $o se obidno oznafava sa dve tatke iznad vektora

2
an oy (3.19)

di?
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Ubrzanje moZemo predstaviti ofiglednije ako posmatramo kako se menja brzina u toku
vremena {sl. 3.8). Ako brzine u raznim trenucima prenesemo translatorno u zajedniski

podetak, kraj vektora brzine opisivade izvesnu tindju 1 prostoru, Ova linija nazivaise Aodo- |,

graf brzine. Poito ovde brzina igra ulogu vektora poloZaja, ubrzanje Zestice predstavija
brainu odgovarajue tacke na hodografu braine.

™ <

Sl 3.7

Kompenente ubrzanja mofemo nadéi dvostrukim diferenciranjem vekiora poloZaja

r=X e -+yestzes

<t
=]

<}

51 3.8

po vremenu, &ime dobijamo
a=F=Xe;+Vest Zeg
Odavde vidimo da su komponente ubrzanja u pravouglim koordinatama
agm¥, ay=¥, ay=3% (3.20)

i njih moZemo naél dvostrukim diferenciranjem konaZnih jednadina kretanja (3.4). .- -

13

Prirodne komponente ubrzanja

Izrazimo jo$ ubrzanje u prirodnom trijedru osa (sl. 3.9), koji fine tangenta, glavna normala
i binormala. Kao $10 je poznsto, oskulatorna ravan u 1adki M moZe se definisati kdo gra-
nitan poloZaj ravni koja prolazi kroz tangentu u toj tatki i njof blisku tadka M’ kad ova
tatka te#i tatki M. Glavng normala se tada definife kao ona normala u tacki M koja le#i
u oskulatornoj ravni, a binormala kao ona normala koja je normalna na oskulatornoj ravni.
Usmerimo tangentu u smeru  kretanja, glavnu normalu ka centrn krivine, a binormalu
tako da ss tangentom i giavnom normalom ¢ine desni trijedar § oznadimo njthove jediniéne

P

vektore sa %o, no 1 bo.

Sl 3.9

Neka se Cestica u trenutku t (sl 3.10) nalazi u poloZaju M, 2 u beskonadno bliskom trenutku
t-+dt u poloZaju M’ U toku ovog beskonadno malog intervala vremena dt mofemo sma-
trati da se kretanje v8i u jednej ravni, Podto ova ravan sadrii tangentu u tadki M i njoj
beskonatno blisku tatku M, to je oskulatorna ravan. U njoj lefe jedinidni vektori tangente

u ovim dvema tatkama +to 1 +v’, pa i njihova razlika d-<o.
Ubrzanje u tatki M prema obrascu {3.11) modemo napisati u obliku

—t — .

d
a=a"£(vm}=\'rm+-vfa (3.21)

Izvod jedini®nog vektora tangente mofemo transformisati na slededi nadin

ey
.

S dwe ds deo

Toua=T" Tetmm e

Tds dt ds
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Vektor d=p kao granitan sludaj vektora Ao kad tatka M’ teZi talki M ima pravac normale
u tadki M, 4 poéto leZi u oskulatornoj ravni, to je pravac glavne normale. Ako sa de oznaZimo

— ey

ugao izmedu jedini¢nih vektora <o i o', prema slici bice

b -

drp= | d7e| mo=dx no. (3.22)

Poito je presek dveju glavnih normala u beskonaéno bliskim takama M 1 M’ centar kri-
vine, vznadavajuéi sa ¢ polupretnik krivine, imademeo

Fatat
ds=M M'=3d x
Tads se drugi ¢lan v izrazu (3.21) moZe napisati u obliku

-

- L, dro dang v2
¥ Tome v —— =y ="~ Tg,
ds sda &
te konafno dobijamo
L ‘,-2
a==y Tg-+ 7 Ao (3.23)

4

Odavde vidimo da se wbrzanje mose razlofiti duf tangente i glavne normale, te wvek leZi
u oskulatornof ravni. Prva komponenta ubrzanja du tangente naziva se tangencifalno wbrza-
nje, a druga komponenta duz glavne normale normalno ubrzanje. Pofto su tangenta i glavna
normala medusobno normalne, kvadrat ubrzanja je

5
- (3.24)

-

atm 24

0 i

i ovaj obrazac odreduje Intenzitet ubrzanja kao funkciju od v, v iop.

U slueju pravolinijskog kretanja krivina je jednaka nuli, te je ¢ = 0, pa preostaje
samo tangencijalno ubrzanje. Ako se pak kretanje vréi sa konstantnim intenzitetom brzine,
kao na pr. pri ravnomernom kretanju po krugu, bice v =0, te se ubrzanje svodi samo na
normalno ubrzanie.

a

3.5. Primeri kretanja

1. Navedimo kao prvi primer raynomerno kretanje lestice po krugu poluprefnika R {sl.
3.11). Ako ravan kretanja uzmemo za XOY ravan, & centar kruga 2a koordinatni po-
Zetak i ake X-osu postavimo kroz potetni poloZaj Cestice, prema slici imamo

x=R cos ¢, y=Rsin ¢.

Zbog ravnpmernog Kretanja Cestice opisani ugao ¢ bice srazmeran odgovarajuéern vre-
menu t

9 =
pa konadne jednadine kretanja imade oblik
x=Rcoswt, y=Rsinet, z=0 (3.25)
Jednatine .putanje mogu se¢ dobiti eliminacijom vremena t iz prvih dveju jednaZina

x2+-Y2==Rz: z=0,

13
a zakon puta iz metritke forme ili neposredno prema slici
s=Re=R at. {3.26)
Komponente brzine prema jednadinama (3.25) bice
Vx=X= -~ Rsinor, vy=Y¥=wRcoswt, vy=2=0,
Y
8L 3.1l
a njen intenzitet
ve= /%% yEr i T =wR. 3.2
Komponente ubrzanja dobijamo ponovanim diferenciranjem po vremenu
ax=X= —e?R cos wl= —alx, ay=§= —w?Rsinwt= —uly, a.=7=0,
a prirodne komponente ubrzanja na osnovu obrasca (3.23)
" vz ’
o=y 0, b ] wd R, (3.28)

¥

pri femu an predstavlia i intenziter ubrzanja.

2. Kao drugi primer uzmimo kretanje jedne fiksirane tagke M kruga poluprednika a koji
Sf‘! Tavnomerno kotrlja bez klizanja po pravej OX (sl. 3.12). Tako dobijena kriva naziva se
c:kfozdc; i ako navedenu pravu uzmemo za X-osu, a podetni polozaj tdéke M za koordinatni
podetak, premas slici imamo

¥=0P=0Q-PQ,
y=PM=QC—NC,
Zbog kotrljanja bez klizanja biée
Fa
0Q=MQ=ag,
4 sem toga je
PQ:=asin g, NC=a cos 4,

te prethodne jednadine dobijaiu oblik

x=a{p—sin g), y=a{]~-cos o} {3.20
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Opisani ugao @ zbog ravnomernog kretanja kruga bice i ovde srazmerap vremenu t
o = o,
pa konatne jednadine kretanja posmatrane lestice bice

0 (3.30)

i

x = alewt—sin wt), y==a(]-—C0s wi), Z

Y

8L 312

To su parametarske jednadine cikloide, &iji je oblik prikazan na slici. Komponente brzine
tatke M su

vi=X=wa(l—eos wl), Vy=Y=¢ asincl, Vg=Z =0,

a njen intenzitet

v A/ xi by gt/ 02a? (1 —cos e t)2+wialsinfut=wua V2Z({1—coswe),
1,

t
mzmasin%— (331

Odavde nepostedno moZemo naéi i zakon puta

mt1‘
t puch
X ot Sy
s:aSvdtWZmaSsin—m:Zma - 1 ,
2 ®
& 0 N
2
odnosno
b4
s=4a(!-—cos%—) (3.32)

Komponente ubrzanja ovde ¢e imari oblik
ay=i=lasinwt, ay=V=wnlacoswt, a;=2z=0,

3 otuda

Nz osnovu ovih rezultata mogu se odredisi i prirodne komponenie ubrzanja

.

ot U . ot
a:w{r=m2acos~2~*, g A/ B2 Rl = 0? asm?, (3.33)

17
koje se u ovom sludaju menjaju sa vremenom i to tako da kad jedna dostiZe maksimurm druga
je u minimumu i obrouto.

2.8, Generalisane koordinate

Kao $to je poznato iz matematike, (v. na pr. D, Musicki i B, Mil¢: Matematidke osnove
teorijske fizike, odeljak 3.1}, tri ma kakve veliGine koje potpuno odreduju polofaj 1atke u pro-
storu nazivaju se gencralisane koordinate te tacke. Oznalime ove velidine sa qu, Q2 i gs i
neka su veze izmedu pravouglih 1 generalisanih koordinata

®==X(01, 02, Qs), V=Y, Qo Qo 2=2(q1, 92 Qe (3.34)

za koje pretpostavljamo da se mogu resiti po g1, g2 i qa.

9%

Sl 3138

Iz svake tatke prostora (sl. 3.13) mogu se povudi tri koordinatne linije, dus kojih se menja
samo jedna generalisana koordinata, Tangente povudene na koordinatne linije u posma-
tranoj tatki predstavljaju koordinatne ose. Usmerimo ove ose u smern ra¥éenja odgovara-
juéih generalisanih koordinata i oznadimo jedinitne vektore ovako usmerenih osa sa €4,5
eq, i L

Za svaki tako definisan generalisani koordinatni sistem moZe se naéi odgovarajuda me-
tricka forma, koja odreduje kvadrat elementa luka. To se postife transformacijom iz~
raza ds®=dr-dr u generalisane koordinste i tako se dobija

3 3

dst= 3" > hihy(eq ' eq) dqs dqs (3.35)
i=1 =1

gde su h; tzv., Lamé-ovi koeficienti, definisani obrascem

or b h
P ==
das teb '

or

dau G386

i mogu se naél na osnovu relacija (3.34). Ako je sistem ortogonalan, $to je u praksi
najeddi sludaj, gornji izraz se svodi na sumu &isto kvadratnih #lanova

3
ds?= >’ hizdqi2. (337

j==1
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Projekeije brzine na koordinatne ose

Posmatrajmo sad kretanje neke Gestice u generalisanom koordinatnom sistemu i potragimo
projekcije brzine { ubrzanja u ma kojoj tadki M na koordinatne ose u toj tadki. Ako brzinu
Cestice v pomnoZime skalarno sa jedinidnim vektorom €y, dobidemo edgovarajucy pro-
jekeiju brzine

Vi = v cos (v, e, )=v- €y

a s obzirom na obrazac (3.36) bide

! or 3.38
Vi=—— v .
! B dq-.) ( .)

Da bismo ovaj izraz sveli na neku poznatu velilinu, podimo od

odakle sledi
o (3.39)

pa gornji izraz moiemo napisa

1( ovy 1 8 /1
Tl B e B e A
T aen) hsdfll(z

ili krade
1 o=
Vimi— e S 23, 3.40
Theoqs ) @40
gde smo uveli oznaku
T*mwl v.v.,._wi Ve (3.4
=% w v .

Ovaj obrazac odreduje projekeife braine na ose generalisanog sistema, pri éemu T'* pred-
stavlja kineti¢ku energiju jedinice mase. Za primenu ovog obrasca potrebno je znati samao
metritku formu u obliku (3.35), iz koje moZemo neposredno da profitamo vrednosti- La-

mé-ovih koeficienata hi, a deobom metricke forme sa 2 die dobifemo i funkeiju T*, Uvrs- -

tavanjemn ove funkeije w gornje obrasce lako tada nalazimo sve odgovarajude projekeije
brzine vi.
Projekcije ubrzanja na koordinatne ose

Na sli¢an nadin dobi¢emo i projekciju ubrzanja a na koordinatnu osu odredenu jediniénim

vektorom 2q,
ay=2a cos {a, eq)=a- eq:

pa prema obrascu (3.36) imademo
P/, ar G.42
age=—| g+ —],
! hy M dqx) ) A2)

Da bismo i ovde uveli funkeiju T*, iskoristimo identitet

d( dr) ,. 0 4 or
Sy 2y . 9r 4 or
drl oq)” ¥ o dt dqp”
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na osnovu koga gornji izraz mofemo napisati u obliku

174 ( 2 r) d ()r] 343
Tl Rl B e B .
! hilde - oq -dt gqp 43)
Imajuéi u vidu da su operacije totalnog diferenciranja po vremenu i parcijalnog diferen-

ciranja po generalisanof koordinati medusobno nezavisne, moZemo izmeniti njihov red

d or &8 dr dv

dt dqi dqr dt aq’

pa § obzirom i na obrazac (3.39) bide

][d( dv) dv] Ifd d(l ) a(; )
Apm= P W e e e e e [y g L ey B
hi{dt aqu oq: hifdt 4G\ 2 dar\ 2

te konatno dobijamo

'

1 (i aT* T+

: Az | - - Cfi=1, 2, 3 144
_ ‘hl dE‘afu,t}qi)( » 3 ( )
Ovaj obrazac odreduje projekeife ubrzanja na ose generalisanog sistema. Da bismo ih od-
redili, moramo zpati samo meri*ii’:kh‘formu (3.35), iz koje sli¥nim postupkom kao u pret-

hodnom sludaju mofeme nadéi sve projekcije. ubrzanja.

Napomenimo na kraju da se projekcije brzine i ubrzanja na ove ose u opitem sludaju pe
poklapaju s2 njihovim komponentama u praveu tih osa. Samo u sluéaju ortogonalnih si-
stema one se poklapaju 1 tada dobijeni rezultari istovremeno odreduju i ove komponente

3.7. Primer

Posmatrajmo cilindrieni koordinatni sistem (sl. 3.14) i potraZimo projekcije brzine i ubrza-
nja neke estice u poloZaju M na ose ovog sistema. Keordinatne lnije u ovom sludaju su:
24 p prava O'M, za ¢ krug paralelan XOY ravni i za z prava MM, a edgovarajuée koor-
dinatne ose su tangente na ove tinije u tadki M, &je jedinidne vektore oznadimo sa €ns € iez

z

51 3.14

Metri¢ka forma ovog sistema odredena je obrascem
ds = dpt+p? dg2+dzt (3.45)

2%
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Odavde vidimo da su odgovaraiuéi Lamé-ovi koeficienti
. hp"-««:l, h(?=p, hz=1,
a funkcija T* bife
TH=" m*“(pi’ﬂ:? *+2%)
Projekcije brzine u tatki M na koordinatne ose ovog sistema modemo tada nadl prime-

nom obrasca (3.40)

) S I 1 aT* . 1 aT* (3.46)
Vg mm—— e, YgE=T ez Vg i e—— .
P P @ he 06 P @y Ve n 0% Z

a projekcije ubrzanja ma osnovu (3.44) imaju oblik

1 /d aT* dT*) . l(d dT* dT*) L8 e
B o nx ) o— ) el et e ,
° (dt 55 " ap )P TR BTG By T de) e A
(3.47)
(d aT* a'r*) }
Az == —— =2
ho\dt 3z &z ‘

Poite je ovaj sistem ortogonalan, dobijeni izrazi istovremeno predstavljaju i komponente
brzine odnosno ubrzanja duf jedini¢nih vektora eg, eg i ey Za polarni sistem w ravni,
kad je z=0 i p==r, gornji izrazl se svode na

Vp== 1.‘ qumré’
1 (3.48)
ar=T—1¢% g=" — (%)

Napomenimo da se do ovih rezultata mofe dodi § disto vektorskim putem. Fako na pr. Za
polarne koordinate u ravni (sl 3.13) podimo od

T ==Y ep,

Si. 3.18

pa diferenciranjem po vremenu dobijamo

v=*"~: @t —/— (3.49)
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Prema slici vidimo da kad se pomerimo iz tatke M u M’, odgovarajuéa elementarna pro-
mena jedini¢nog vektora er imale pravac i smer vektora eg
o dep = {der | eg= dp eg,
odakle sledi

der
dt =g ey (3.50)
Tada prethodni izraz za brzinu mofemo napisati u obliku
v=r er+1¢ ey, (3.5
dime je brzina razloZena na komponente duZ jedinidnih vektora ey i €.
Odavde neposredno vidime da su odgovarajude komponente brzine -
Vi i‘, Yo (b,

5to se poklapa sa njenim projekcijama (3.48). Na sli¢an nadin, ponovnim diferenciraniem
po vremenu, moZemo dobiil i odgovarajudi izraz za ubrzanje u ovom sistermnu.




Glava I
ZAKONI DINAMIKE

.~ 4. POJAM SILE. OSNOVNA JEDNACINA DINAMIKE

4.1. Pefinicija sile

Da bismo uvell pojam mase, podimo od nadeg osnovnog postulata da postoje inercijaini
sisterni, koje smo definisali osobinom da je u odnosu na njik prostor homogen i izotropan
a vreme homogeno. Na osnovu toga smo pokazali da u takvim sistemima vasi princip tner-
clje, tj. svako telo te#i da zadrii svoje stanje mirovanja odnosno uniformneg kretanjs. Sa
tog stanoviSta, masa Zestice se uvodi kao mera njene inercije, tf. mera nfenog otpora svakof
proment stanja njenog kretanja i ta velidina je skalar, Tada se pojam sile moZe definisati
ra slededi nadin.

Posmatrajmeo &isto mehanitko kretanje neke destice i pretpostavimo da se ne vrii nikakvo

pripajanje ili odvajanje drugih Zestica. Uvedimo sad proizvod mase Zestice i njene brzine
i oznadimo ga sa

p=myv {4.1)

Ovako uvedena velidina naziva se fmpuls Zestice ili holi&ing kretanja, pri ¢emu napomenimo
da mnogi autor] pojam impulsa defini¥u kao proizvod site i vremena dejstva, $to je na os~
nova definicije sile jednako promeni kolitine kretanja m v—m Yo,

Ako se impuls estice menja n toku vremena, kafemo da postoji dejstvo izvesne sile, Neka
posmatrana Cestica u trenutku t ima impuls p, 2 u trenutky t--dt impuls p+dp, tada se

promena impulsa Cestice po jedinici vremena moZe smatrati merom ovog dejstva i naziva se
sila

dp d(mw)
B oo 4.2
dt dt @2

Prema ovoj definiciji sila koja defsrvnje na nshu Zesticu Jednaka fe {zvodu impulsq te éestice
Do vremenu u tom trenuthu.

Ako je masa Cestice stalna, §to odgovara klasi¢noj mehanici, gornji izraz se svodi na

F dv (4.3
L3 e e - W 4.
@ _ )
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te je u ovom sludaju sile jednaka proizvodu mase Sestice na kofu deluje ova sila { ubrzanja te
.estice u posmatranom trenutku, Mada je ova definicija sile dovoljna za klasi®nu mehaniku,

‘gornja definicija (4.2) je opitija i va#i ne samo za klasitnu veé i za relativistitkd mehaniku,

4.2, Postuia@i sile

Posmatrajmo sad dejstvo izvesne sile na neku Zesticu (sl. 4.1), koja ima masu my, vektor
poloZaja vy 1 brzinu vy. Iskustvo pokazuje da se svako dejstve sile moZe okarakterisati sle-
dedim osnovnim zakonima:

1. U inercifalnim sistemima w sludaju staine mase sila na bilo koju Sesticn, odnosno uzrok
nfenog ubrzanja, potide od nekog uzajamnog dejstwa izmedu ove Zestice 1 ostalih,

£
i
Futl

My

Si 41

2. Swvakom uzajamnom dejsevu sa ovom Sesticom u klasiénof fizici mofe se pridrugiti odredeni
vektor interakeije, hofi zavisi od relativnog wvektora polofaja i brzine ovih festica

Far=Fa (21 — rz, vi— va) T (4.4)
i on je fednak sili kojom druga Cestica defstvnje na wolenu.

3. Swvaki wvektor interakcije u Newton-ovol mehanici kolinearan je sa relativiim vektorom
polofaja r=11 -ty 1 karakterile se ovim dvema osnownim osobinama:

a) Istovremeno wuzafamne defstvo dveju Sestica sa uolenom odredenc je abirom odgevarajuéih
vektora interakcije Foi-+Fs1 po pravilu sabiranja vektora (princip superpozicife il zakon
nezavisnosti dejstva sila}

b) Svake uzajamne defstvo reciprodno je u tom smisle da kadgod druga Sestica d'ejswuje na
prow silom odredenom vektarom interakeife ¥a1, tada i proa dejstouje na drugu silom Eji je
vektor interakcije

- Fio= —Fop; 4.5
(princip akeife 1 reakeife).

Qvi zakoni predstavljaiu osnovne prirodne zakone dejstva sila i zvademo ih postrdati sile,
Oni su, zajedno sa nafom definicijom sile { osnovnim postulatom o postojanju inercijalnih
sistema, ekvivalentni Newton-ovim principima mehanike, Pri tome istaknimo da samom
definicijom sile niSta nije redeno o njenoj prirodi. Umesto da kaZemo da neka Cestica mase
m ima u nekom trenutku ubrzanje a, kaZemo da na tu Cesticu dejstvujesila F=ma,
&ime je to isto reeno na kradl nadin, Tek uvodeniem ovik postulata mi smo sili dali
ifiziéki} sadriaj: ubrzanje festice pripisall smo uwzajamnom - dejstvu izmedu &estica, koje
smo potom i bliZe okaraktgrisali adredenim zakonom interakeije i osnovaim osobinama
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vektora interakeije. Odavde se vidi da je zaista sila u inercifalnim sistemima mera uzajamnog
defstva, $to se obi¢no i wzima kao njena kvalitativpa definicija,

- Napomenimo joi da u klasitnoj fizici postoje | uzajamna dejstva za koja navedene osobine

vektora interakeije ne vafe i za takve sile nede se modi primeniti svi zakoni Newton-ove
mehanike.

Prave i inercijalne sile

U dosadainjern razmatranju ograniéili smo se na inercijalne sisteme, kofi miruju ili se
kredu uniformno i u njima smo formulisali osnovne zakone dejstva sila, Medutim, sva
ubrzanja tela ne potidu uvek od nzajamnog dejstva fzmedu tela, ved mogu imati uzrok i
u kretanju samog sistemna referencije iz koga se posmatra kretanje. U tom pogledu, sve sile
kao uzroke ubrzanja mofemo podeliti u dve ospovne kategorije:

Prave sile, koje potitu od uzajamneg dejstva izmedu tela f za koje vafe postudati sile (odnosno
Newton-ovi principi) i

Inercijalne sile, koje potitu od ubrzanja sistema referencije iz koga se posmatra kretanje i
za koje ne wvafe postulari sile.

O ovim poslednjim silama, koje igraju vrio veliku ulogu i u koje spada na pr. centrifugalna
sila, detaljnije éemo govoriti docnije, u odeljku o relativnom kretanju. Pri tome napome-
nimo da ubrzanje samog sisterna referencije takode potife od nekog uzajumnog dejstva sa
telom za koje je vezan ovaj sistem.

U daljem izlaganju pretpostavljacemo stalno, ukoliko ieri¢ito drukéije ne naglasimo, da
je sistem referenciie iz koga posmatramo kretanje inercijalan.

4.3. Primeri pravih sila

Navedimo nekoliko tipi¢nih primera pravih sila koje se pojavijuju u klasitnoj fizici i na
koje se svode mnoge poznate pojave:

1. Gravitacione sile, koje se opisuju Newton-ovim zakonom gravitacije { prema kome se
dve festice sa masama my | ms na medusobnom rastofanju r uzajamno privlade silom koja
je srazmerna njithovim masama, a obrnuto srazmerna kvadratu njihovog rastojanja

Fe—G o g, (4.6)

2

2
gde je r relativni vektor poloZaja Cestice na koju se posmatra dejstvo sile.

2. Elastitne sile, koje se u izvesnim sludajevima svode na takva uzajamna dejstva koja se
karakteridu priviaénim silama srazmernim rastojanju Zestice od ravnoteinog poloiaja

F=—kr 4.7

pri ¢emu r predstavlia vektor polofaja posmatrane Sestice u odnosu na ravaote#ni poloZal.
Napomenimo ovde da je ovakav obiik sile samo makrofizi¢ka manifestacija istovremenog
uzajamnog dejstva uodene Zestice sa muogobrojnim okolnim molekulima.

3. Elektromagnetne sile, koje se zaspivaju na tzv, Lorentz-ovoj sili, prema kojof elektro-
magnetno polje dejstyuje na neko naelektrisanje er koje se kreée brzinom vy silom

Fae; E-pes(vix B),
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gc'ii: je E jadina elekiritnog, a B jadina magretnog polja na tom mestu. Ukoliko ovo elek-
triéno i magne‘mo poije potidu od nekog drugog naelektrisanja ez koje se krede brzinom
vz, u elektrodinamici se pokazuje da e ova sila imati oblik

1 e ez Bo Bteavax fvix(ri—w2)] -

e ¢ TR (4.8)

4wz jrpe-raf® 41 R T ’

gde su ry 1 ra vektori polofaja ovih naelektrisanja. Ako ovde izmenimo indekse 1 i 2, ne~
posredno vidinee da za ovu silu ne vaii zakon akeije i reakeije J

.Napomem'fne ovde da sa stanovifta savremene fizike postoje samo Getiri osnovna tipa uza-
]a}mngg c?e]stva u priredi, na koja se mogu svesti sva ostala: gravitacione sile, elehtromagnet

.sxle, sile jakog uzajamnocg defstva i sile slabog uzajamnoy dejstva. Gravltacxo;e sife dej.ftvu?;
izmedu .zrfasa tela po navedenom zakonu, one su najslabije i dolaze do izraZaja samo k]d
vrI? velikih masa, dok elekiromagnetne sile dejstvuju izmedu naelektrisanja i one i ?

veliku ulogu u atomima, molekulima i kristalima. Sile jakog uzajamnog dejstva clelu"i;;n}Ja
medu nukleona u jezgrima atoma, a sile slabog uzajamnog dejstva izme:iu lakih eleme},n{;f:

nih &estica, medutim posiednja dva tipa si fenpi -
) - pa sila mogu se opisati samo jezikom k m
hanike, P jezikom kvantne me-~

4.4, Izolovani i neizolovani sisterni

Posmatra?mo m?kl sistem Zestica na koji ne dejstvuju nikakve spoline prave sile, takav si-
stem naziva se fzofovan ili zatworen. Neka taj sistem ima N Zestica i uodimo silu koja dej-

stvu]'e na .v-tu Cesticu ovog sistema. Ona je rezultat uzajamnog dejstva ove Zestice sa svim
ostalima i prema postulatu sile (4.4) iznosi

F,= — 1 —
I Flv(l‘}. Po, Vi—WVu)+ o+ Foog v {ryap 'y, Vo1 = Vo3 Fos1 w(Tuva1 — 1y, vyuy —v3+.

+Fxu{rs -2y, va—w),

SL 4.2

te zavisi od poloZaja i brzina svih estica sistema

Fy=Fy(rn, ..., ¥h..., vy) 4.9
Pf)smalurajmo sa‘d neki neizolovan sistern od n &estica (sl 4.2). Depunimo ovaj sistem ckol-
nim sistenom i to takvim da ukupni sistem bude jzolovan, Neka ovaj ukupni sistem ima

IS\I';CE;S:IFa, pa} na €.J‘Ia] sistern primenimo gornji obrazac, koji va#i samo za izolovane sisteme
ifa koja dejstvuje na ma koju v-tu festicu posmatranog neizolovanog sistema bide oblika

Fy=Fy(r, ..., rg to-1,..., FXN Vi s Vi VRdls e 0o s V) {(4.10)

Ako zeh.mo da ovu silu izrazimo kao funkciju same od poloZaia i brzina Cestica posma-
tranog sistema, moramo uzeti u obzir da su vektori poloZaja i brzina Zestica okelnog si-
stema odredene funkcije vremena

Tp+l=Fnel (l‘), e PN=TN (D), VYarl =Vl {t}, ca gy WYY (t}

21
Izostavljajuéi eksplicitnu zavisnost sile Fy od ovih velidina, zbog gorniih funkeija vremena
posmatrana sila sadrZavade sad i eksplicitnu zavisnost od vremena

Fv:-"l."‘v*{r],...,rn, V];,...,.Vn,t), (‘;.il)
pri Gemu smo zvezdicom oznadili da je red o drugom obliku funkeije Fy.

Iz gomijeg izlagania vidimo da ekspliciina zavisnost stle od vremena ukazwje da je posmatrani
sistens neizolovan. Ona karakterife uticaj svih spoljadnjih sila na uolenu Zesticu sistema.

4.5, Ospovna jednatina dinamike

Formulifimo sad jednadinu kretanja za ma koju Cesticu nekog sistema u polju datih sila,
Neka u trenutku t na v-tu desticu dejstvuje sila oblika (4.11), a s druge strane, prema de-
finiciji sile (4.3) imamo

Fy=my ay (4.12)
Kombinacijom cbrazaca (4.11) i (4.12) tada dobijamo

myay=Fu* {5, ..., Viy .. - > Vny 3] “.13)

Ova jednadina naziva se osnovna jednafing dinamike i ona izragava priradni zakon kretanja.
Pri tome napomenimo da ireba razlikovad jednadine (4.12) i (4.13), jer prva daje samo
definiciju sile, a druga prirodni zakon kretanja dobijen kombinacijom definicije 1 postulata
sile. Gornja jednadina se dobija izjednaavanjem proizvoda mase i ubrzanja uolene Zestice
sa odgovarajuéim tipom sile koja dejstvuje na tu Zesticu. Tako na pr. osnovna jednadina
dinamike za &esticu u polju sile (4.7) glasi )

ma = —k & (4.14)

4.8. Diferencijalne jedna&ine kretanja

Ako napifeme osnovnu jednadinu dinamike (4.13) za svaku Cesticu posmatranog sistema,
imamo '
miar=F1* (1. ..y Vis oo o Vs b)

M an=Fa* (.. s Py Vis- oo s Vy )

Uzimajuéi u obzir definicije brzine i ubrzanja (3.9} i (3.19), prethodne jednatine moZemo
pisati

my ¥y = F1*{ry,....n ;';,..., £, 1)
— e (4.15)
Mo Fn o= Fa* (£1y0003Tny Flyenes Fm )
ili u kenciznom obliku
my By=Fy* (tp, P (v=12...,1) (4.16)
gde ry i i'p‘ oznafavaju skupove svih vektora poloZaja i brzina Cestica sistemna.

Ako poznajemo sve sile koje dejszvuju na sistem, desne strane ovih jednadina su date funk-
cije navedenih promenljivih, te gornje jednadine predstavljaju sistem od n sinultardk obitnih
diferencijalnih fednatina drugog reda, u kome su nepoznate SJunkcije svi wvektori poloiaja vy,
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a nezavisno promenlfiva vreme 1. Stoga se ove jednaline nazivaju diferencijalne Jednadine
kretanja, a njlhovim refavanjem dobijaju se konadne jednaline kretanja oblika (3.3), o

gemu fe"docnije biti vise redi. Na_pr. osnovna jednagina dinamike (4.14) napisana keo.

diferencijalna jednagina kretanja imade oblik

m¥ = —kr, (4.17)

Jednaéine kretanja i princip relativnosti

Ispitajmo joi kako se transformi$u diferencijalne jednacine kretanja pri prelazu u neki
drugi inercijalni sistem 8°, koji se u odnosu na sistem S kofi apsolutno miruje krede kon-
stantnom brzinom w. Podto u ovom sludaju svako translatorno kretanje sistema $' moZemo
razloZiti na tri takva kretanja duf koordinatnih osa, za svako od njih premsz Galilei-evim
transformacijama {2.5) va#i

d?x’  d?x dfy" diy  d%z’ dez 4.18)

de? de2 7 oder der 7 dir de? )
(davde vidime da komponente ubrzanja pri tome ostaju nepromenjene, 1j., bice ' = ¥,
Sem toga, vektori interakeije Fy prema nasem postulatu sile ¢4.4) zavise samo od relationih
vektora poloZaja i brzina, & ove velidéine na osnovu ohrazaca (2.5} takode ostaju nepro-
menjene

R S IR R Vo o W Wy — Wy (419

pi Cemu vektori poloZaja i brzine spoljnjih 8estica I ne figuridu eksplicitno u izrazima za
sife Fy. Stoga se ne menja ni oblik funkeija Fy*(ry, i'p, 1), te diferencijalne jednadine kre-
tanja (4.16) u sistemu 3° glase

my Ey=Fy* (g’ Fu50 (v=1,2,...,1) (4.20)

Dakle, diferencijalne jednatine klasiéne mehanike pri prelazu u drugi inercijalni sistem ostaju
nepromenjene, &, invarifantne su u odnosu na Galilei-zve transformaciie. To je matematitka
formulacija klasiénog principa relativaosti.

5. OPSTI ZAKONI DINAMIKE
5.1. Rad i efekat sila

Upoznajmo se pre svega sa nekim vaZnijim pojmovima mehanike, Ako izvesna sila dejstvuje
na neku Eesticu na izvesnom purtu, kafemo da ona vrdi rad, Iz iskustva je poznato da je
potreban utoliko vedi rad ukoliko je veda sila i ukoliko je vedi put pod usiovom da je sila
staina dui puta i da dejstvuje stalno u praven puts. Medutim, u opitem sluaju ti usiovi
ne meraju biti ispunjeni i stoga posmatrajmo rad sile na beskonadno malom puta (si. 5.1).
Neka je F sila koja dejstvuje na posmatranu esticu u poloZaju M i neka se ona pod dejstvom
sile pomeri za ds pod uglom o« prema sili. Tada se proizved ahktrone sile i elementarnog po-
meranja moZe smatrati merom ovog rada i naziva se elementarni rad sile B pri pomeranfu
za ds

d'A=Fcosa  ds=F- ds, (5.1
pri ¢emu smo oznakom *
ferencijal.

naznadili da ovaj izraz u op$tem slucaju ne mora bid totalni di-

Elementarna pomeranja mogu se izraziti i pomoéu odgovarajuéih vektora poloZaja

ds=p" wu pre=d 1,
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tj. kao diferencijali vektora e, te prethodni fzraz mofemo napisati u obliku

d’ A=F-dr,

’ 0
S1 5.1

& uklpni rad ‘ove sile na putu od Me do Mj bice
My
A S F-dr (5.2)
Mo

51, 5.2

Ovaj rad je prikazan krivolinijskim integralom i u opitem sludaju zavisi kako od prirode
sile F i podetnog i krajnjeg poloZaja &estice tako i od oblika puta (sl. 5.2) izmedu ovih po-
loZaja.

Ako imamo sistem od N festica i ako na ovaj sistem dejstvuju izvesne sile tako da se v-1a
destica pod dejstvom sile Fy pomeri za dry, ukupni elementarni rad jednak je zbiru ele-
mentarnih radova na pojedinadnim Zesticama

N
d'A= D' Fy-dry,

a1
& nkupni rad na sistemu je

N Mw

A== Z S Fy-dry,
\cthv

(1]

(5.3
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pri femu M, 1 M, predstavijaju podetne i krajnje polodaje v-te festice. Rad sila izvrien
u jedinici vremena naziva se efekat sila ili snaga, a prema gom]em obragcu odreden je
izrazom . - -

i

Fv d *y N

TA_ i =2 Fy vy (5.4)
di ) sy |

i zavisi od brzina svih Jestica sistema u posmatranom trenutku,

5.2. Momenti mehani&kih velidina

Uvedimo sad jedan novi vaZan pojam u mehanici: moment vektorske velifine. Ako uodimo
ma kakvu vektorsku velidinu A {sl. 5.3) i neku ta&ku O, tzv. pol i ako sa r oznadimo vek-
tor poloZaja podetne tadke vektora A u odnosu na pol, vektorski proizvod rx A naziva se
moment vektora A u odnosu na pol O.

Kao najvagniii siudaj navedimo smoment sile

L0 =rx¥ (5.5

31 5.3

Pravac ovog vektora je normalan na ravai vektora r i F i predstavlja pravac ose oko koje
sila F teZi da obrne neko telo vezano za tacku O, a uperen je na onu stranu odakle se vidi
da vektor r najkradim putem prelazi u poloZaj vektora F, ¢ime je odreden smer obrtanja
tela oko ose rotacije, Intenzitet momenta sile iznosi

LW mr Fsina=F-d, {5.6)
tj. jednak je proizvedu intenziteta sile i njenog normalnog rastojanja od pola O.

Drugi va¥an sludaj predstavlja moment impulsa ili Kneridki moment u-odnosu na dati pol.
On se definife, po analogijii sa (3.3), obrascem

MO =rxmv (3.7
i u tesnoj je vezi sa momentom sile, kao $to femo videti iz daljeg izlaganja.

Napomenimo joi da su, za raziiku od pravih vektora kao $to su na pr. brzina ili sila, mement
sile § moment impulsa psendovektori, ti. pri lzmeni orijentacije koordinatnih osa ne mernjaju
znak, To potie oda 3to momenti ovih velifina nemaju odredenu prirodnu orijentaciju,
ved se ona odreduje po ‘dogovoru i stoga su oni nezavisni od koordinatnog sistema.

31
5.3. Konzervativane sile

Zadriimo se sad na osnovnim tipovima sila i postavimo pre svega pitanje pod kojim uslo-
vima rad sila ne zavisi od oblika puta. Da bi integral (5.3) bio pezavisan od oblika putd,
jzraz pod integralom rmora bitl totalni diferencijai neke funkcije poloZaja svih Zestica

N
2 Furdry=df (x), vi, 2), (5.8)
v}

pri éemu na pr. x; pretstavija skup svih apscisa festica sistema. Tada gornji integral ima
vrednost

A "‘S df =1 (x4, ¥)s 20 = £ (x50, Y30, Zi0), (5.9
odakle vidimo da rad u ovom sludaju zaista zavisi samo od vredrosti funkcije f u podetnim
i krajnjim polofajima Zestica sistema,

Ako uslov (5.8} napifemo u razvijenom obliku, razvijajudi skalarne proizvode na levoj strani
i totalni diferencijal na desnoj, imademo

b N af N oot Neof
Z Fuxdxy Z Fyy dy,+ Z Fo dzy== Z e d Xy, -p Z e d\:| Z e 2y
w=1 N e ] -:ﬂla wm P&

Poito su sve koordinate Cestica medusobno nezavisne, gornja jednakost bide uvek zadovo-
ljena samo tada ako su svi koef icienti uz iste diferenciiale na levoj i desnof strani medusobno
jednaki

af af of

Foxma = Pyy=— Fypa= .
CInFY vy oy’ v, = ()Z.. (519)

Uvodeéi pojam parcijalnog gradijenta

of i} 2
grady £ ( —£ WE)

Ixe’ dw dzy

" gornje obrasce moZemo napisati i u vektorskom obliku

F'”'w“‘ gl‘aduf (V_mig zjn‘lJN)’ (5!;)

pri éemu rapomenimo da se ovaj parcijalni gradijent Zesto oznalava i simbolom offdr,

Dakle, rad sila ne zavisi od oblika puta izmedu pofetnih i krafnjth poloZaja Zestica ako se sve
sile mogu izraziti kao parcijalni gradijenti iste skalarne funkcife, Ova skalarna funkcija naziva
se funkcija sile, ovakve sile konzervativne sile, a sistem u kome deluju samo takve sile kon-
zervativan sistem.

Kriterijum po kome moZemo utvrditi da li je posmatrana sila konzervativna moZemo do-
biti na taj nadin ¥to éemo ispitati da li izraz s leve strane obrasca {5.8) zadovoljava uslove da
bude totalni diferencijal, U sludaju jedne Zestice taj kriterijum dobija vrlo prost oblik, jer
ako je F== gradf, neposredno sledi

rot F== rot grad f==0, (3.12)

5to predstavija potreban i dovoljan uslov da sila bude konzervativna.
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Potencijal siia

Uzmemo I negativie vrednost funkcx}e s;le i_oznadimo ;e sa U= —f, komponente sile
dobijaju oblik S S
L S A S S 5.1
Ixy Ay oy
a same sile kao vektori
Fy= —grady U (v=1,2,...,N) (5.14)

Ovako uvedena veli¢ina U naziva se potencifal sila ili potencijalna energiia sistema. Njen
tizitki smisao moZemo debiti pomobu obrases (5.8), koji s obzirom na definiciju funkeije
U moZemo napisati u obliku

N
Z Fy-d ry=—dU,

VES
Odavde integracijom nalazimo
M
N
U ) f Fu-dr,, ' ' (5.15)
=]
Y M\Oa

a imajudi u vidu da izraz —F- d»y predstavlja rad protiv sile Fy na pomeranju dry i da
je pri poklapanju svih poloZaja My sa Mye potencijal jednak nuli, mofemo redi:

Vrednost potenciiala sila u nehom polofaju sistema predstavifa rad kofi treba izuerditi protiv
svih sila da bi ovaj sistem prefao iz polofaja u kome je porenciial jednak nuli u posmatrani
poloZaj sistema. Odavde vidimo zadto se potencijal sila naziva i potencijalna energija.

Ako umesto poletnih poloZaja Zestica M,, uzmemo neke druge polozaje M,,"; obrazac
(5.15) nar daje

My Muo My
N N N
U= Z Fy-drys=— Z Fodry Z Fy-dry,
] yuu i ya= ]
Mo Myo” Mue

a podto je prvi &lan neka konstanta, dobijamo

=1J4 const (5.16)

Dakle, potencijal sila odreden je samo do aditiune konstante, koju moZemo izabrati tako da
potencijal bude jednak nuli u Zelfenom poloZaju sistema,

U opitem sludaju potencijal moZe zavisiti-i eksplicitne od vremena. Sve sile oblika
Fy=—grad, U, Us=U(xy, ¥i: 25 1) (5.17)

nazivaju se potencijalne sile, a u studaju kad potencijal ne zavisi eksplicitno od vremena
potencijalne sile svode s¢ na konzervativne, Ako potencijal zavisi eksplicitno od vremena,
i sile ée takode zavisiti eksplicitno od vremena i tada umesto gornjeg obrasca za elemenracni
rad imamo

aU
Z Fy-drym— Z grady U - dry=—d U+ ——dt (518

=1 vl
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odakle integracijom zakljudujemo da rad ovakvih sila, za razliku od konzervativnih, zavisi
i od oblika puta.

Primer

Kao primer uzmimo Newton-ov zakon gravitacije

Mm
w2 e (G~ Lo,

M T m
< — b3
r

5l 5.4

kojom telo mase M (sl 5.4) dejstvuje na Cesticu mase m na rastojanju r. U ovom slu-
Zaju ie uslov {5.8) zadovolien

P I D
ror F= —GMm rot -!—r = w G Mm ——-rotr-{—gmd—xr):GMm-——rexr-—mO,
rd ¥ 3 4

jer je rotr==0, te je ova sila konzervativna. Potencijalnu energiju Sestice u poliu ove
sile moZemo nadi pomoéu obrasca (5.15), uzimajuéi da je U=0 u beskonalnosti

M M
dr
S fder= fGMmra-drxGMm f——,
3 J 2

Mo Mo

pri ¢emu smo iskoristili da je ro- dr==dr, 3to sledi d;t‘erenc:ranjem identiteta x - g=r?,
Tako dobijamio

v——c¥2 -0, (5.19)
T

to predstavlja trafenu potencijalnu energiju posmatrane Cestice,

5.4, Giroskopske i disipativne sile

Semn konzervativaili, vaZnu ulogu igraju jo§ dva tipa sila: giroskopske i disipativne. Giro-
skopske sile su takve sile &iji je rad na ma kom puty uvek jednak nuli, $to je mogude ko sils
zavisi od brzine i uvek je normalna na vektoru brzine. Tipitan primer takve sile je Lorentz-
-ova sila (4.8) za E=0, kojom magnetno polje jadine B dejstvuje na naelekirisanje e koie
se krete brzinom v

F=e (vx B). {5.20)

Nijen elementarni rad na pomerzanju dr bice
d'A=F dr=e (vxB) dr=0,
jer su vektori v i dr kolinearni, te ova sila zaista zadovoljava traieni uslov.

Drugi tip predstavljaju disipativne sile, pod kojima se podrazumevaju takve sile &iji'}ei rad
na ma kakvom puti uvek negativan, §to odgovara trofenju mehanitke energije. Kao primer,
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takve sile navedimo otpornu silu sredine, srazmernu brzini &estice i uperenu suprotno
smeru Kretanja

F= kv ' _— S (5.2D
Elementarni rad ove sile bide
d’A=F -dr=—kv- dr=—kv2dt

i on je uvek negarivan, odakic vidirmo da je posmatrana sila zaista disipativna., U ovom siu-
¢aju ova sila se moie izvesti i iz jednog potencijala, tzv. disipativne funkcije

pomotu koga se komponente sile mogu izraziti u obliku

R ; aR dR
Fym=———=wkk, Fym—m—m_kjy, Fye— ——m—k. :
3 == ¥ 53~k (5.23)

5.5, Centar masa

Uvedimo jo§ pojam centra masa sistema festica. Neka su my, ms, ms,. .. mase &estica
posmatranog sistema (sl 5.5), a r1, v, ¥s,... njihovi vektori polofajz u posmatranom
trenutku. Uolimo sad proizvod mase i vektora pelofaja v-te Zestice, ovaj proizvod je vek-

m

Sl 5.5

. . " - - N
tor istog pravea i smera kao i ry. Formirajmo zbir svih ovakvih proizvoda Z My Ty i
: w=1
. N
podelimo ga sa ukupnom masom sisterna Z my, ¢ime dobijamo izvestan vektor, koji
Ve i
shvatimo kao vektor poloZaja izvesne tatke C

o= g . (5.24)

Tako definisana talka C naziva se centar masa ili centar inercije sz'szema,.é prema samoj
definiciji vidimo da polofaj centra masa zavisi same od rasporeda masa u tom trenutku, q
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ne zavisi od izbora koordinatnog sistema. Gornji obrazac nam neposredno daje i koordi-
nate cenira masa

N N N
Z;mv Xy ' E My vy Z My Zy
o | PES rra
Re= R Ver T, eme T (5.29
Z My Z my Z .y
) [T e

Pokazime sad osnovnu osebinu centra masa, koja mu i daje smisao. Ako izraz {3.24) dva
puta diferenciramo po vremenu, prema osnovnoj jednadini dinamike dobidemo

N N
5} my £y Z Ty
L
. ym v
Ye™ Y =R 3
m, Z my
= ] e |

a otuda

N N
' Jmu)Fe= ) Fu (5.28)
Ovaj rezultat moZemo interpretirati na slededi nadin. Ako zamislimo da je u centru masa
skoncentrisana celokupna masa sistema i da na nju defstvyje rezuitanta svih sila, osnovaa
jednadina dinamike za tako zamiSljenu &esticu biée upravo jednadina (5.26), te moZemo redi:

Centar masa sistema krede se hao materijalna taska u kofoj bf bila skoncentrisana celokupna
masa sistema § na kofu bi defstvovala rezultanta svih sila kofe defstvuju na sistem,

5.6. Zakon kinetic¢ke energije

U mehanici mogn se nadi izvesne opite relacije kofe medusobno povezuju velidine karak-
teristiéne za kretanje sistema kao $to su kinetitka energija, rad, impuls, moment impulsa,
rezultujuéa sila, rezultujuéi moment sila, Takve opste relacije, koje vaZe bez ikakvog ogra-
nidenja, nazivaju se opdti zakoni dinamike 1 ima ih tei: zaken kinetitke energije, zakon im-
pulsa i zakon momenta impulsa. Pod izvesnim usiovima iz ovih relacija mogu se integra-
cijomn dobiti zakowi o odrianju odgovarajucih mehani¢kih veli€ina I to su prvi integrali
kretanja.

Izlo#imo sad redom navedene opite zakone dinamike, Uvedimo prvo veliinu
1 ¥ 1 X
To= — my Vo2 mm My ¥y Vy (5.27)
2 2 2
i ovako definisana velidina naziva se kinetitka energija sistema. PotraZimo elementarnu pro-
menu kinetidke energije sistema pri njegovom elementarnom pomeranju pod uticajem sila
koje deistvuju na sigtem. Ona iznosi

yau v |

3 N 1 ™ N
dTmemvdVy'Vy+'_‘ZmuVu‘dV\aWvavv‘dv‘)"""”‘*
2v=l 2\;”—_; yus |

N dr N dw
=Zmy s'-dv‘.,m va v'd!‘v
| dt o de
§to meferno napisati i u obliku
M .
dT = myay- dry (5.28)

e |

3*
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Prema csnovnoj jednalini dinamike (4.13) ovde mofemo staviti my ay=Fy, tako da do-
bijamo

N
AT = Z Fy-dry,

NE

2 ovaj izraz prema obrascu (5.3) predstavlja elementarni rad izvrien na sistemu

N
(T=dA= > F,-dr,. (5.29)

vz
Dakle, elementarna promena kinetithe energije sistema jednaka je odgovarajudem elementar-
nom radu svih sila koje defstunju na sistem. Ovaj opsti zakon dinamike naziva se zakon Bi-

netitke energije 1 on nam daje vezu izmedu kinetitke energije sistema i rada koji se
vrdl na sistemu,

Integral energije

Iz ovog zakona pod izvesnim uslovima mode se dobiti kao prvi integrai zakon odrianja ener-
gije. Nuime, desna strana jednakosti (5.28) 1 opitem slu€aju ne predstavlja totalni diferen-
cijal, te se ne mofe uvek izvesti integracija i dobiti odgovarajuéi prvi integral. Pretposta-
vimo sad da su sve sile koje dejstvuju na Sistem konzervativng, 1j. da su oblika

Fy= —grady U (x5, ¥5 20, (5.30)

tada prema obrascu (5.8) i definiclji potencijala imamo

N
&A= Z Fy - d ry=—dU
=1

pa zakon kinetitke energije (5.29) prelazi u

dT = — dU, {530
Odavde integracijom dobijamo

T = — U--const,
ti.
T4 U = E=const, {5.32)

pri éemu smao zbir kinetitke i potencijalne energije sistema oznatili sa E. Ukoliko na sistem
deluju joi I giroskopske sile, one ne vrie nikakav rad, te mosemo reéi:

Aka su sve sile koje dejstouju na sistem honzervativne ili giroshopske, ukupna energije sistema,
4. zbir kinetizke energije i potencifalne energije konzervativnih sila, stalna je u toku vremena,
Ovaj prvi integral predstavlja poznati zaken o odrianfu mehanicke eriergife i on istovremeno
izrafava i jednu bitnu osobinu konzervativnih sila, od fega i potide njihovo ime.

U slufaju potencifalnih sila &iji potencijal zavisi eksplicitne od vremena, prema obrascu
(5.18) vidimo da desna strana jednakesti (5.29) ne predstavija vide totalni diferencijal, te
za wakve sile ne vadi vife ni zakon o odrdanju mehaniche energije. To ie razumljivo ako se
ima u vidu da tada i sile zavise eksplicitno od vremena, pa posmatrani sistem nije
vide izolovan i moZe razmenjivati energiju sa okolinom. Takode, ako sile nmisu uopite
potencijalne, ne moZe se ni govoriti o poimu potencijalne energije, te ni ovde ne vas
_zakon odranja mehaniCke energije. Takav sludaj imamo na pr. kod sila trenja, koje nisu
potencijalne sile u gornjem smislu redi i u tom siufaju se vidi pretvaranje dela mehanidke
energije u toplotnu.
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5.7. Zakon impulsa

Uvedimo sad ukupnai impuls sistema

p= Z Pv = Z My vy (5.33)

vz ]

i potrazimo njegovu promenu obrafunatu po jedinici vremena, tj. njegov izved po vreme-
nu. fmamo

N N N
Z 2 My e= ) My ay,
pa prema osnovnoj jednadini dinamike bice
_ g, (5.34)

pri demu smo na desnoj strani dobili rezultantu svih sila koje deluju na sistem.

Ovaj rezultar, koji va#i bez ikakvih ogranienja, moZemo uprostiti ako u ?osma{ranow
sistemu Zestica razlikujemo dve vrste sila: unutrainje sile, koje potitu od :“:esuca.sax?mg 3}-
stema i spoljadnje sile, koje potitu od Zestica van posmatranog sistema. Unutfa§n1e .s.xie koje
dejstvuju izmedu ma kojih-dveju Zestica sistema,-ukoliko vazi zakor‘x akcije i reakcije, uza-
jamno se ponistavaju FW%-FV,\,:O, pa je i ukupni zbir ovih sila

Z Fyu=0, (5.35)

y=i =i

ti. pod navedenim uslovom zbir soih wmtraSngih sila u ma kom sistemu estica fednak je nuli.
Tada u sumi na desnoj strani jednadine (5.34) preostaju samo spoljadnje sile, iju rezul-
tantu oznadimo sa F

d
P e Fe Z Foo (5.36)
dt = ]

Dakle, ako vas$i zakon ahcije i reakcife, izvod po vremenu wkupnog impulsa sistema ]ednak fe
rezultanti svik spoliainjik, sila hoje defstvuju na sistem. Qvaj opdti zakon dinamike nz.;l‘z;va‘ se
zakon impulsa i daje nam vezu izmedu impulsa sistema i rezultante svih spoljainjih sila.

Dobijend rezultat moZemo izraziti i pornotu centra masa (5.24). Naime, ako navedeni
obrazac diferencitamo po vremenu, dobi¢emo brzinu centra masa

N
Z Ty Yy

Vc=i‘cm"i:]._—~_ (5:30)

% m
ye=1

Fada ukupni impuls sistema moZemo napisati u obliku

N N
pP= Z vav=(Z mv) Ve,

g B e 1

2 zakon impulsa (5.36)
N N :
(Z mv)’;'e= Fy exy (5-38)
ez v= 1

§to je ekvivalentno jednadini (5.26).
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1z ovog zakona mc#zmo izvesti 1 odgovarajude relacije za projekeije posmatranih veliina
na proizvoljan pravac. Ako sa mp eznacimo jedinidni vektor proizvolino usmerenog i kon-
stantnog ‘pravca; koji se na pr. mede poklapati sa nekom od keordinatnih osa,  ako jedna-
%nu (5.36) pomnoZimo skalarnc sa me, imajudi u vidu da je ne=const, dobijamo

d
w nu-—““""“(p np)==F-ng

Skatarni proizvodi sa ng predstavlaiu projekeije odgovarajucih veli¢inag na uodeni pravac,
te prethodni obrazac moZemo napisati u obliku

dpn
===y, 5.39
PR (5.39)
gde smo uvell oznake
Pus=p cos {p, no), ‘n==F cos {F, no} (5.40)

lzvod po vremenu projekcife whnupnog impulsa sisteina na proizvoljan kenstantan pravac Jednak
je projekeifi resultante svik spolfainjih sila na taj pravac.

Integral impulsa

Ako je rezultanta svih spolfaspjih sila jednaka nuli

N
Z F\J ex—'-'""-”O, (5.41)
vl
zakon impulsa (3.36) nam daje
d
v _,
f
a otuda integracijorn dobijamo
N
p= Z IMly Vy== CONST, (5.42)
vl

Ako je reaultanta svik spoliainjih sila fednaka nuli, vkupni bupuls sistema je stalan u toku
wremena. Qvaj prvi integral predstavlia zekon o odrfaniu impulsa. Navedeni uslov je uvek
{spunjen kod izolovanih sistema, jer kod njik i nema speljainjih sila, pa za njih uvek vaii
zakon o odrianju impulsa.

N
Imajudi u vidu da je prema obrascu (5.37) p=( Z mv) ve, stav © odrianju impulsa
W ]
sistema moiemo formulisati i pomodu centra masa u obliku

I N
Ve CONSE ( Z Fyox= (}) (5.43)
we= [

Drugim redita, nkolike fe zbir svik spoljasnjih sila jednak nuli, centar wasa se krece uni~
Jorno,

Moze se desiti da rezultanta svik spoljadnjih sila nije jednaka nuli, ali je jednaka nuli njena
projekcija na neki konstantan pravac odreden jediniénim . vektorom mo

Fy = Fcos(F,ng) = 0. {3.44)
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Tada prema obrascu (5.39) imamo
den
dt
a otuda
Pn = p COs (P, Ito) == CONSL {5.43)

Al je projekcija resultante soih spoljainfik sila na nehi konstantan pravac jednaka nuli, pro-
jekcija whupnog impulsa sistema na taj pravac je stalna.

5.8. Zakon momenta impulsa

Ako uvedemo moment impulsa ma koje v-te estice sistema u odnosu na neku stalnu
tatke O i ako ovu tadku uzmemo za koordinatni podetak, ovaj moment je

MO =y X Pu=Ty X My Wy,
gde je ry vektor polo¥aja uotene Cestice. Tada je ukupni moment impulsa sistema
N - N
M@ = 37 Myfot= 3" ryXmy vy (5.46)
v | vez |

PotraZimo sad njegovu promenu obrafunatu po jedinici vremena, 1. njegov izvod po
yremenu

dmor o X
= rvwm,v, Z rv X My Ve Z By X Ty vy=
dt di =
N
== Z Vo X My Vo 1 Z Ty X My 8y
v ] e b

Prvi ¢lan zbog kolinearnosti vektora jednak je nuli, pa na osnovu osnovne jednatine di-
namike dobijamo

= DiryxFy (3.47)

8L 5.6

Ovaj rezuitat, koji takode va#i bez ikakvih uslova, mofemo uprostiti uvodedi unutradnjs
spoljasnje sile u sistemu, Ako ucdimo momente unutradnjih sila koje dejstvuju na dve Lesi-
tice sistema (sl. 5.6), njihov zbir bice

Eyt0) sy X Fpwtrp X Fvu. {5.48)
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Tkoliko vaZi zakon akeije i reakcije, prethodna jedralina se mofe napisati u oblika
I.g;.a(")-—rvxFu.v"”l'LLXFLW'“(W”‘”rﬂ)XFM

Ukoliko su ;o§ sile ko!mearne sa relativnim vektorom poloZaja rv—rp_, prema osobinama
vektorskog proizvodsa je LWW)—_O Tada ée bit

N N
Z‘ Z‘ Py X Fp,v:— 0, {5.49)

L TR

1j. pod navedenim uslovima zbir momenate svth unutrainjih sila 1 ma kom sistemu Zestica
uwek je fednak nuli. ‘Tada u sumi na desnoj strani jednadine (5.47) preostam samo momenti
spoliadnjih sila, &ju rezultantu ozna&imo sa L0

d M9
dt

N
=LO= D' rXFuex - (5.5m)

v b

Dakie, ako vagi zakon akcije { reakcije § ake su sve sile kolinearne sa relationim vektorom
polofaja, tzvod po vremenu wkupnog momenta impulsa sistema jednak je rezultanti mowmienata
- svith spoljanfik sila koje defstouju na sistem. Qvaj opsti zakon dinamike naziva se zaken
momenta impulsa i daje nam vezu izmedu momenta impulsa ukupnog sistema i rezultante
momenata svih spoliadnjik sila.

Iz ovog zakona moZemo, na slican nadin kao u prethodnom sludaju, dobit i odgovarajuéde
relacije za projekcije posmatranih veli¢ina na proizvolian konstantan pravac odreden je-
diniénim vektorom ne. Ako jednadinu (5.47) pomnoZimo skalarno sa ne, imademo

b ___M ..
T (M- no)=L - mo,

ito moZemo konciznije napisati u obliku

dM,
“a"'t““an, (5.5
gde uvedene oznake
My = M cos (M, no), Ls = L cos (L, ng) (5.52)

predstavliaju projekcije odgovarajudih velifina na uodeni pravac.
JTzvod po vremenu projekcife whupnog momenta impulsa sistemae na proizevoljan konstantan
pravac jednak je projekeifi rezultante momenata soth spoljasnjih stla na taf pravac.
Integral momenta impulsa
Ako je rezuitanta momenata svih spoljadnjih sila jednaka npuli
N
Z‘ v X Fyex=0, 15.53)
va |

prema zakonu momenta impulsa {5.50) bice

MO
@ o
a otuda integracijom dobijamo
N
MO = Z Ty X Ty Vy==CONSL (5.54)
w1
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Ako je rezultanta momenata svik spoljasnjih sila jednaka nuli, ukupti moment impulsa sistema
je stalan u toku yremena. Ovaj prvi integral predstavlja zakon o edrEanju momenta impulsa,
Navedeni ustov je uvek ispunjen kod izolovanih sistema, te za njih uvek vaZi zakon o odr-

'janju momenta impulsa.

Ukoliko rezultanta momenata spoljainjih sila nije jednaka nuli, ali je jednaka nuli njena
projekcija na neki konstantan pravac

La = L cos (L, m) = 0, (5.55)
obrazac (3.51) nam daje
dMa _
CIE
a otuda .
My = M cos (M, ng} = const (5.56)

~Ake je projekeija rezultante momenata svik spoljainfik sila na neki konstantan pravac Jednaka

nuli, projekeiia whupnog momenta impulsa sistema na tof pravac fe stalna.

6. PRINUDNO XKRETANJE

.

6.1, Veze i vrste veza

Do sada smo proudavali kretanje sistema Zestica pod uticajem sila ne vodedi raéuna o prirodi
kretanja. U pogledu, prirode kretanja, sva kretanja moZemo podeliti u dve grupe. Kretanja
pri kofima polodaji 1 brzine Sestica nisu pi®im ogranideni nezivaju se slobodna kretanja, a
kod kejih postoje izvesna ogranidenja u pogledu poloZaja i brzina Zestica prinudna kretanja,
Sistemni Gestica koji nisu ogranideni u svom kretanju nazivaju se slobodni sistemni, a u protw-
nom shudaju neslobodni sistemi.

Posmatrajmo na pr. prinudne kretanje jedne Sestice po nekoj povrdi, pri Cemu se ta povrs

moZe pomerati u toku vremena. Neka je jednadina ove povei
(X, Y,2,0) =0, (6.1}

gde su X, Y i Z tekuce koordinate, a vreme t igra ulogu parametra. Koordinate posma-
trane Cestice u svakom trenutku moraju zadovoljavati jednaZinu ove povidi, i ako sa {x.
v, Z) oznadimo njene koordinate, mora biti

v, 2,0 =0, (6.2)

Ova jednadina predstavija jednu vezu izmedu koordinata uotenc Sestice pri njenom kre-
tanju po posmatrangj povrii.

U opitern sludaju, pod vezama se podrazumevaju ma kakva ogranitenja poloFaja i braina
Zestica sistema. Ona se mogu realizovati pomodu povri, osovina i drugih mehanizama, a
analiti®ki se izrafavaju izvesnim relacijama izmedu koordinata i brzina lestica sistema i
cventualno vremena, koje se nazivaju jednadine veza. Prema prirodi ogranitenja mofemo ih
podeliti na dve osnovne grupe: holonomne i neholonomne veze, koie formulifimo na sle-
dedi nadin.

Neka posmatrani sistem ima N destica i pretpostavimo da postoji k veza izmedu koordinata
destica i vremena
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1 (K1y Vis 2250 0+ 5 XN, ¥, 20, 8) = 0L

= - - — , ©3)
fie (X1 ¥ 20 e o 5 X8 Vs 2, 1 = @
koje moZemo napisati keonciznije u obliku
fj (Xys Y Zus t) = 0 (] sy 20000, k) (6.4)

Veze ovakve vrste. koje ogranidavaji samo polofaje Cestica nazivaju se holonomne ili konalne
veze, a cdgovarajudi sistemi Relonomni sistemi. Zbog ovih k veza od ukupnog broja koordi-
nata 3N samo je 3Nk nezavisnih, a ostalih k je odredeno ovim vezama. Stoga broj ovih
veza ne mode biti vedi od broja svih koordinata, tj. mora biti k < IN. Pri tome za svaki
trenutak t imamo odredeni oblik ovih jednadina i njihov oblik se u opdtem sludaju moie
menjati u toku vremena, te vreme t u ovim vezama igra ulegu parametra.

Pretpostavimo sad da veze sadrie i vremenske izvode vektora poloZaja Cestica i da se ne
mogu integraciiom svesti na holonomne veze i ncka ih ima 1

£ (Xus ¥ 2 J:Cv: y\l) 2\', t) = { =12,...,0 (6.5

Ovakye veze, koje sem polofaja ogranidavaju i brzine Zestica nazivaju se neholonomne 1ii
diferencijalne veze, a odgovarajudi sistemi nehwolonomni sistensi. U ovom sludaju, pri svakom
poloZaju sistema ima samo 3N—I1 nezavisnih komponenata brzina Zestica, a ostale su odre-
dene ovim jednadinama. O veza ove vrste u praksi su najvainife homogene linearne neho-
lonemne veze, koje se pojavljuju u problemima kotranja bez Klizanja,

Ukoliko se veze ne menjaju u toku vremena, one ne sadrfe eksplicitno vreme i takve veze,
bilo holonomne ili neholonomne, nazivaju se stacionarne ili skleronomne veze. Za razliku
od njih, veze koje sadr¥e i eksplicitno vreme nazivaju se nestacionarne ili reonomne veze.
Sva ogranidenja ove vrste, koja se opisuju jednafinama, predstavijaju tzv. zadrZavafuce
veze, 4 u opitem slufaju ogranidenja se mogu opisati 1 nejednalinama.

6.2. Primeri veza

Navedimo nekoliko primera holonomnih i neholonomnih veza, iz kojih ¢e se videti i nji-
hovo mogudée porekio.

i~
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X T -
Sio6.1

1. Cesticakoia je utviScena za jedan kraj krutog ¥tapa dugine R, Uji je drugi kraj fik-
siran, u svom kretanju stalno se nalazi na povrdi jedne sfere (sl 6.1). Nijene koordinate
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(%, ¥, 2) u svakom trenutku moraju zadovoljavati jednadinu ove sfere i ako uzmemo ko-
ordinatni sistem kao na slici, jednadina ove sfere bice

X%yl gt RE=0, . _ (6.6

Ona ée predstavljati odgovarajuéu jednadinu veze, odakle vidimo da je ova veza holonomna
i stacionarna. Jednafinz veze se mofe izraziti i u drugim koordinatnim sistemima, a u
sfernom sistemu dobija narodito prost oblik r=R, keji neposredno izraZava postavijeni
uslov. Ukoliko se ovo kretanje vrdi u poliu Zemijine tefe, to je tzv. sferno Rlatno.

LY

M:{X;, yil

M; (%2, v2 )

e
0’ o X

Sl 6.2

2. Dve male kuglice u horizontalnoj ravni (sl. 6.2) vezane su zategnutim nerasteglji-
vim konopcem dufine 1 i kreéu se tako da konopac stalno prolazi kroz jednu utvrdenu
tadku O. Ako ove kuglice moZemo smatrati Sesticama, njihov poloZaj bice odreden ko~
ordinatarma centara ovih kuglica (x1, vi) i (%2, y2). Izaberimo koordinatni sistem tako
da ravan kretanja bude XOY ravan, a utvrdena tatka O koordinatni pofetak. Tada uslov
da rastojanje MiO+OM: bude stalno i jednako 1 daje

VEFIVE - A/xattyad =1 ‘ (6.7
i to je traZema jednadina veze, koja je takode holonomma.

Z

5L 6.3

3. Najzad, posmatraimo kotrljanje diska poluprednika a bez Kiizanja po horizontalnoj
ravai (sl. 6.3), Kao kecordinate koje odreduju ovaj sistem mogu se uzeti koordinate
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centra diska (x, v}, ugao ¢ obrtanja diska oko svoje ose i ugao & izmedu ose diska i jedne
stalne ose, na pr. Y-ose. Zbog kotrljanja bez klizanja elementarno pomeranje centra diska
bite ds==ade, a otuda se dobija da je brzina centra diska

V== é maq’; (6.8)

Pravac brzine tagke dodira diska i ravni normalan je na osu diska i prema slici njene kom-
ponente su

X Ve gos B, Ve=vesin@
Qdavde nalazimo, koristedi obrazac (6.8), dve ncintegrabilne jednadine veze u obliku
t—acosd =0, ¥ —asind o=0, (6.9}
koje izraZavaju navedeni uslov ketrljanja bez klizanjz u vidu homogenih linearnih neholo-
nomnik veza.
6.3. Moguda i virtuelna pomeranja

Pretpostavimo sad da je kretanje posmatranog sistema ogranidenc sa k holonomnih veza
(6.4) 1 posmatrajmo takva elementarna pomeranja lestica ovog sisterna koja su # saglasnosti
¢ ovim vezama. Takva elementarna pomeranja nazivaju se moguda pomeranfa i ona se ne

moraju poklapati sa stvarnim pomeranjima, medutim svako stvarno pomeranje sigurno
je i moguce. Neka su

dry=vy dt, d'ry= vy dt {6.10)
¥
Mq
d 8%
My, dR My
Sl 6.4

dva moguca pomeranja (sl. 6.4) v-te destice sistema u istom vremenskom intervalu (t, t4-dt)
i formirajmo njihovu raziiku

B ryead py—dry. {6.11)
Ovako definisane razlike dvaju moguéih pomeranja zvatemo virtuelna pomeranja.

Zbog holonomnih veza (6.4) ni virtuelna pomeranja ne mogu biti proizvolina, pa potrazimo
uslove koje ona moraju zadovoljavati. Ako konaZne jednatine kretanja svih Cestica sistema

r‘)mr\)(t) . (th 2)"'}N)

uvrstimo u jednadine veza (6.4), dobidemo izvesne funkcije vremena Fy (). Posto jed-
naline veza a svakom trenutku moraju biti identi¢ki zadovoljene, ovako dobijene funkeije
moraje se svesti na identifnost!

filrty e (D= F{ =0 (6.12)
Ova identidnost mora vaZiti i za trenutak t--de

Fy(t+d) =0,

45

pa oduzimanjem ovih dveju jednakosti dobijamo

By (t-+dt)—F; (=d F; (t) = 0, 6.13)

ti. ddentiénosti Fy () = 0, dobijene uvritavanjem honaénih Jednaiina kretania u-jednatine
veza, mogu se diferencirati.

Ako ove identi®nost napifemo eksplicitne, na osnovu gornje definicije funkcije Fj(t)==
= £y (x, (0, ¥, (), 2,(8), 1) imademo

.

N ofofy of) 31 a1
dFy= 2 diyt —= dyyt = dzy |4 de==0,
! Z (dxu vt v ¥ d 2y ot

v
$to0 moZemeo napisati i u obiiku
N afy
D grady £+ dryt- dte0, (6.14)
x| at

Za druga moguéa pomeranja, koja se moraju vriit za isto vreme dt imamo

N 3
8f
Z grady § - 4’ Frt dr=0,

'

" pa oduzimanjem nalazimo, s ebzirom na cbrazac (6.11)

N

D grady £ 81y=0 (=1, 2,..., K) (6.15)

PES
To su trafeni wslovi kaje morafu zadovoljavati virtuelna pomeranfa u shulaju holonomnih
peza 1 takvih uslova ima tolike koliko i jednadina veza. Qdavde vidimo da izmedu 3N kom-
ponenata virtuelnik pomeranja 3 vy postoji k veza, te ima samo 3N~k nezavisnih kompo-
nenata,
Ukoliko su veze (6.4) stacionarne, svi parcijalni izvodi po vremenu jednaki su nuli, pa u
jednadinama (6.14) otpadaju krajnii &lanovi :

N
Z grady fi+ dey =0, (6.16)

E

Poredenjem ovih jednadina sa uslovima (6.15) vidimo da u ovom sluéaju moguéa pomeranja
dyy zadovoljavaju iste uslove kao i virtuelna i u tom smislu mofemo redi da su moghéa
pomeranja u sluaju stacionarnik wveza ekuvivalentna sa virtuelnin.

6.4. Reakcije i vrste reakcija

Ako se na pr. jedna destica kreée po nekoj povrdi (6.1) pod dejstvom izvesne sile F, testice
koje ostvaruju mehanizam ove veze mogu dejstvovati na uoenu Cesticu jo¥ izvesnom do-
punskom silom R, tako da je ubrzanje koje stvarno ima gestica pri ovom prinudnom kreta-
nju odredeno ukupnom silom F+R prema osnovrnoj jednadini dinamike (4.13)

ma=F+R. ) (6.7

Ova dopunska sila R naziva se silg reakeije, za razhiku od nje sila F se naziva aktivna sila,
a ukupna sila F+R efektivna sila,

U opitem sludaju, pri kretanju posmatranog sistema destica na svaku Cesticy ovog sistema
mofe dejstvovati i izvesna sila reakcije, tako da imame

myay=Fy+Ry  (v=1, 2, ...,N), (6.18)
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pri femu silu Py treba smatrati datom funkeijom oblika Fy (x4, . . . JENy Viseao s ¥, DL
Na 1aj nadin, uvodenjem pojma reakcije prinudno kretanje svedeno je na slobodno, te
moZemo refi: L i .

Prinudno kretanje sistema-Zestica pod uticajem aktivnih sila isto je kao slobodno kretanje ovog
sistema pod wiicajem efektionih sila, 1. aktionth sila i sila reakcife. -

Sile reakcije kod holonomnih i za-'riavajuéih veza mogu se podelid u dve grupe. U tom
ciliv posmatrajmo opet kretanje ¢ nce po povedi f(x, ¥, 2, 1)==0 {sl. 6.5} 1 neka je sila re-
akeije, kojom ava povi§ dejstvuje na uoenu esticu, normalna na njoj. Imajuéi u vidu da
grad f ima uvek pravac normale na odgovarajudoj ekviskalarnoj povid, ova sila reakcije
je kolinearna sa grad f

Ree} grad § (6.19)

SL 6.5

U opirem sludaju, ako imamo k holonomnih veza (6.4), svaka veza moze dati silu reakcije
Ry na v-tu Zesticu, koja ima dve komponente — jednu u praven grady fi, a drugu u prav-
cu normalnom na grady f). Pod idealnim reakcijama podrazumevaiu se takve sile reaka}'e‘
koje su lincarne kombinacije parcijalnih gradijenata grady f)

-
Ry,= Z N geady £, (6.20)
ferl

sa istim koeficijentima A1, .. ., e 2a sve destice, koji se nazivaju mroZitelfi veza. To pred-
stavlja generalizaciju obrasca (6.19), a veze koje proizvede takve sile reakcije nazivaju se
idealre veze. Sile reakcije koje ne zadovoljavaju navedeni uslov zovu se neidealne reakeije,
a odgovarajude veze neidealne wveze,

Potrazimo jo§ elementarni rad idealnih reakcija na moguéim i virtuelnim pomeranjima
Zestica sistema. U prvom sludaju ovaj rad mofemo nadi na osnovu uslova (6.14), koje mo-
raju zadovoljavati moguéa pomeranja

W

N
Z Ry-dr, =
=z |

N k
Z (Z Y] gradvﬁ)'drvm
w ] \jes | Ny
k N ‘ k of;
£ Z 7\1(2 g‘a{iufj‘dtv) == Z A (‘-‘-_a':’ dt),

V=1 fam |
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tj.
™N k af; N
SRy dr=— 3k o dt (6:21)
- N e §
v ] Cpbo .
Ako napifemo i clementarni rad na drugim mogudim pomeranjima d’ry za isto vreme dt
N 3 of,
SRy dirs o D dt,
i ot

v |

oduzimanjern neposredno dobijamo, imaju¢i uw vidu definiciiv S xy
N
2 Ry By =t (6.22)
ya |

Dahkle, vkupni elementarni rad svih idealnil reakclia na ma kakvin virewelnim pomeranjima
Zestica sistema uwvek je fednak nuli, $to je ekvivalentno gornjoj definiciji ideslnih reakeija,

Napomenimo jof da u sludaju Hincarnih neholonomnih veza pojam idealnih rezkeija moZemo
generalisati na aj nadin $to demo ih definisati kao takve sile reaketje koje zadoveljavaju
uslov (6.22). Medutim, u ovom sludaju to vife nije ekvivalentno sa obrascem (6.20), jer
ove idealne reakcije olevidno moraju zavisiti i od navedenih neholonomnih veza,

6.5. Primeri reakecija .

1. Posmatrajmo kretanje destice niz strmu ravan {sl. 6.6). Pored aktivne sile F=mg na
desticu dejstvuje jof jedna dodata sila, sifa reakeije R, koja nastaje kao reakcija na normalnn
komponentu sile F i kojom strma ravan deluje na posmatranu Cesticy. Ova sila reakeije je
normalng, na strmoj ravni, te je prema definiciji (6.20) idealna reakcija. Ona ne izaziva
nikakvo kretanje, a nien zbir sa aktivaom silom daje efektivnu silu Fgy. koja dejstvuje niz
strmu ravan,

5L 66 St 8.7

Ako se ova strma ravan kreée (sl. 6.7), uodimo dva moguéa pomeranja niz strmu ravan
MM i MM”. Neka se za to vreme strma ravan pomeri za AA", tada odgovarajuéa moguéa
pomeranja u odnosu na sistem koji miruje bide dr i d’r, prikazana na stic, Njihova raztika
predstavlja virtuelno pomeranje 8r i ono je paralelno strmoj ravni, te je normaino na sili
reakcije. Medutim, meguda pomeranja dr i d’r nisu vide normalna na sili reakcije, pa je
u ovorm slulaju rad sile reakcije samo na virmelnom pemeranju jednak nuli

R-85r=0,  R-dr#0. 6.23)

2. Kao drugi primer navedimo silu tremja, koja predstavlia tipidan primer neidealnih
reakeija. Pri kretanju destice po nekoj rapavoj povesi nadeno je da je sila trenja srazmerna
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brzini estice i normalnoj komponenti ideaine reakelje, ima pravac brzine a uperena je
nasuprot kretanju Jestice

c ' v’ . -
Rie=—k |Rul ";‘ s {6.24)

gde je k tzv, koeficijent trenja. Odavde vidimo da ona nije oblika (6.20), a njen rad je ofevidno
razli¢it od nule, kako na mogudcem tako i na virtuelnom pomeranju i po pravila se pretvara
u toplotnu energiju.

6.6. OpSti zakoni dinamike

U sluésju prinudnog kretanja moZemo prodiriti ranije formulisane opite zakone dinamike,
imajudi u vidu da prema osnovnoj jednadini dinamike (6.18) za prinudno kretanje ovde
imamo efektivne sile For=EF-+R. Stoga svi raniji obrasci ostaju na snazi ako se pod
silama koje figurifu u tim obrascima podrazinevaju efektivne sile, a iz ovako formulisanih
opitih zakona dinamike moZemo tada nadi i odgovarajuée zakene odr¥anja.

Tako, na osnovu obrasca (5.29) zakon hinetiche energije za prinudno kretanje glasi

N N
dT = ) Fordrt ) Re-dry, (6.25)
’ vl T I
tj. elementarna promena kinetitke energije sistema jednaka je odgovarajuéem elementar-
nom radu svih aktivnih sila 1 sila reakeije. Da bi se ova jednadina mogla integraliti, mora ne
samo prvi &lan s desne strane da bude totalni diferencijal veé i drugi ili da bude jednak nuli.
To ¢e prema obrascu (6.21) sigurno bitl ako su reakcije idealne i svi parcijaini izvodi df;fot
jednaki nuli i ada ée vafiti ’
T+ U = E = const {6.26)

Datle, ako su sve akitvne sile koje defstouju na sistem honzervativne ili givoskopske, sile reakeije
idealne, a veze stacionarne, ukupna energija sistema ostaje stalna u toku vremena.

Na slian nadin, obrazac {5.36) nam daje zakou impulsa u obliku

dp N N
'"a"g’m \.;1 Fuox+ vgl Ryes, (6.27)

odakle neposredno vidimo da ake je resultanta svih spoliainfih aktivnih sila i spolianiih
sila reakeija Jednaka nuli, whupni impuls sistema je stalan u toky vremena. Najzad, prema
obrascu {5.50) nalazimo i zakon wmomenta dmpnisa

dMw N bl
R ] Z P X Fyox+ 2 re% Ry exy (6'28)
== | [

odakle zakljuCujemo da ako je rezultanta momenata svik spoljainfih aktivnih sila § spoljainfih
stla reakcife jednaka nuli, whupni moment impulsa sistema ostaje stalan u toku vremena.

Glava III
DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA

7. D’ALEMBERT-LAGRANGE-EV PRINCIP

7.1, Opiti principi mehanike

U dosadainjem izlaganju polazna tacks su nam bili na3i postulati o sili, odnosno ekviva-
lentni Newton-ovi principi, kao i dopunski uslovi o vezama i silama reakcije. Polazeéi od
njih, formuliseli smo diferencijalne jedna&ine kretanja, pomoéu kojih se u principu moZe
rediti svaki mehani®ki problem, &emu ¢emo i posvetiti ovu i sledelu glava.

Medutim, postoji i drugi put za dobijanje ovih jednaina, koji se sastofi u slede¢em. Pola-
zeéi od opite jednatine dimamike za prinudno kretanje my¥y=Fy+Ry1 pretpostavki
o prirodi aktivnih sila kao i veza i sila reakcije, mofe se dodi do izvesnih opdtih stavova.
Oni se obitno formulidn v vidu uslova koji mora zadoveljavati neki odredeni analititki izraz.
Ako se sad takav opdti stav postulira kao osnouni polazni stav, iz njega se mogu dobiti odgo-
varajuée diferencijalne jednadine kretanja za posmatranu, $iru ili uu klasu sistema. Tako
definisani opiti stavovi nazivajn se opti principi mehanike.

Prema matematidkoj formulaciji, tj. prema prirodi matematiékog izraza pomodu koga se
formulitn, ovi principi se mogu podeliti na diferencijalne 1 integralne. Diferencifalni prin-
cipi se karakteri$u ume da odgovarajudi analiticki izraz ima diferencijalni oblik i oni se
adnose samo na elementarna pomeranja sistema iz uofenog njegovog polofaja u proizvolj-
rom trenutku. U ovu kategorijis principa spadaju &’ Alembert-Lagrange-ev princip, Lagran-
ge-eu pringip mogudih pomeranja, Gauss~ov princip, Heriz-ov princip, Appell-ov princip,
Pfaff-Bilimovid-ev princip.

Drugu grupu principa predstavljaju integralni principi, koji se formulifu pomotu izvesnfag
analititkog fzraza u cblike integrala i oni se odnose na konadna pomeranja sistema iz nje-
govog podetnog polofaja u konadnom intervalu vremena. Oni su obitno manje opiti od
diferencijalnih principa, ali se neki od njih mogu prodiriti i van mehanike u tom smisiu
$to se i u tim oblastima mofe nadi neki integralni izeaz koji zadovoljava isti uslov, U o?m
Klasu principa spadaju Hamilton-ov princip, Maupertuis-Lagrange-ev princip, Euler-ov prin-
cip najmanjeg dejstva, Jacobi-ev princip, Helmholtz-ov princip,

Smisao ovih opitih principa le3i u sledeéem. Oni pre svega izradavaju jzvesne opiie pfirodne
zakone kretanja, koji objedinjuju u sebi razne specijalne sludajeve: slobodno kretanje, kre-
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tanje sa potencijalnim silama, kretanje sa holonomnim ili neholonomnim vezama. Sem toga,
oni predstaviiaju orude pomodu koga se mogu dobiti razni oblici diferencijalnih jednadina
kretanja, na pr. iz d’Alembert-Lagrange-evog priilcipa mogu se-izvesti jednadine kretanja
sa Yinearnim neholonomnim vezama ili opite jednadine kretanja u tzv. generalisanim ko~
ordinatama. Najzad, kac $to smo veé napomenuli, neki principi imaju mnogo §iri znataj
nego u mehanici, kao na pr. Hamilten-ov princip, koji se u gore navedenom smislu moZe
generalisati tako da je primenljiv u svim oblastima teorijske fizike, od mehanike konti-
nmuuma do kvantne teorije polja.

U ovom odeljku upoznaéemo najvainiji diferencijalni princip — d’Alembert-Lagrange-ev
princip, koji éemo uzeti za osnovni polazni stav 1 iz koga ¢emo izvesti niz raznih diferen-
cijalnih jednadina kretanja. U sledecoj glavi pozabavi¢emo se tipiénim predstavnikom in-
tegralnih princips — Hamilton-ovim principom, koji lefi u osnovi analitike mehanike.

7.2. Fiktivna sila inercije

Posmatrajmo sad prinudno kretanje neke Cestice pod uticajem izvesne aktivne sile F, Os-
novna jednadina dinamike za ovu Cesticu glasi

ma=F+R, (1.1)
gde je R sila reakcije, §to moZemo napisad i u obliku
F4+R4(—ma) = 0. (7.2)

Ovu jednadinu mofemo interpretirati i kao uslov ravnoteZe izmedu aktivae sile F, sile
reakcije R 1 izvesne sile —~ma. Zaowm poslednju silu —m a ne moZe se pokazati uzrok
u nekom telu i stoga se ona naziva fiktivna sila inercije, te poslednii rezultat moZemo is-

kazati ovako:

Prinudno kretanje neke Zestice pod dejstvom izvesne aktivne sile mofe se interpretivati © kgo
mirovanje te festice pri ravnotei aktivne sile, sile reakeie i fiktivne sile inercije.

7.3. D’Alembert-Lagrange-ev princip

Da bismo izveli ovaj princip, podimo od osnovne jednatine dinamike (6.18} 2a prinudno
kretanje

Ity @y = Fv'}"R\; (‘Jﬁlg 2, PP N) (7.3)
Ako ove jedraéine napifemo u obliku
Fy—myay= —Ry,

pa pomnoimo obe strane skalarno sa § ry i sumirame po indeksu v, imaéemo

Z (Fv"mv a\;) . Sr\am - Z R‘.l * 3:’\: (7‘4‘

y=a v=

Medutim, ako pretpostavimo da su sve reakcije idealne, prema njitovoj osnovnoj osobini
(6.22) dzraz na desnoj strani bie jednak nuli, te dobijamo

v=1

N .
Z {(Fy—nm, ay) - Srv=0, (1.5

$to mofeme formulisati- na slededi nadin:
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Suako stvarna kresanje sistema Zesticq bez weza ili sa zadriavajuéim idealnim vezoma, tj.
takuim koje proizvode idealne reakcije, vrsi se tako da je whupni rad svih aktivaih sila i fiktiv-
nih sila inercife na ma kakvim virtuelnim pomeranfima Zestica sistema uvek jednak nuli.

Ovaj opitd stav, koji smo dobili iz osnovne jednaéinc dinamike u slu¥ajn idealnih veza,
naziva se d’Alembere-Lagrange-ev princip. On je formulisan u obliku uslova koji mora da
zadovoljava analiti¢ki izraz na levoj strani ove jednadine, keji je diferencijainog oblika i
stoga fe ovaj princip jedan opitl diferencifalni princip mehanike. Iz ovog principa kao postu-
lata kretanja mogu se dobiti razni oblici difercncijalnih jednadina kretanja kao i drugi opdti
zakoni mehanike.

7.4. Lagrange-ev princip moguéih pomeranja
U sludaju ravnotede sistema &estica d’Alembert-Lagrange-ev princip se moZe uprostit,
Naime, tada je zbog mirovanja sistema

wy=0, ay=0 (v=1, 2,...,N) (7.6)

'

2.podto u tom slutaju prema obrascu (6.14) veze ne smeju zavisiti eksplicitno od vremena,
na osnovu usiova (6.16) virruelna pomeranja ekvivalenina su moguéim, 4. 8ry=dry. Tada
se d’Alembert-Lagrange-ev princip (7.5) svodi na oblik

N -
D Furdry=0. (7.7
PEY

Ao je sistem Zestica u ravnotedt, ukupni rad svih aktivnih sila na ma kakvim moguéim pome-

ranjima sistema fednak fe nuli. To je Lagrange-ev princip mogucih pomeranja i on igra veliku

ulogu u refavanju problema statike.

Primer

Kao primer navedimo uslov ravanotefe poluge u obliku Sipke {sl. 7.1) pod dej-
stvom dveju paralelnih sila koje tefe da izazovu suprotna obrtanja oko utvrdene tacke.
Neka je O utvrdena taZka poluge i neka se poluga iz poloZaja ravnoteZe AB pomeri u vrlo
blizak polofaj A’B’. Tada Lagrange-ev princip mogudih pomeranja (7.7) daje

Fi.dri+Fa. dra=0 (7.8)
a  ga W ooa
. vl owoB
A - i %
L 0 B.
R
5
51 7.1

Podto su vektori F) i dry suprotnog smera, a vektori Fy i dre istog, imamo
—FLdr1+4Fadrs = §,
a prema slici je

dI‘],Mh dm, drzﬁlz dcx,

4+
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pa posle skradivania sa d e dobijamo
Fili = Fala. 3 (7.9)

To je poznati uslov ravnotefe poluge pod navedenim pretpostavkama.

8. JEDNACINE SLOBODNOG KRETANJA

8.1. Diferencijalne jednaline slobodnog kretanja

Posmatrajmo prvo slobodno kretanje sistema od N Zestica, pa primenimo na ovaj sludaj
d’Alembert-Lagrange-ev princip (7.5)

N
2 (Bv—myay) 8ry=0 (8.1)
yes |
.U ovorn sludaju sva virtuelna pomeranja 8ry su medusobno nezavisna; pa da bi gornji
fzraz za ma kakve vrednosti 8 vy bio uvek identi¢ki jednak nuli, svi koeficifenti vz njik mo-
raju bid jednaki nuli
Fy“"‘mvau=0 (‘Jml, 2,...,N) (8.2)
Uzimajudi u obzir obrasce {3.19} i (4.11), gornje jednadine moZemo napisati u obliku
myFy=Fy(ry, i, 1) (v=1, 2, ..., N) (3.3
i eksplicitno
My P1=Fr (B 5 Flye e, Pry )
~~~~~ —_—— = - (8.9
my Fu=Fu(r,. .. 05 F1,..., Ty, 1)

To su diferencijalne jednatine kretanja posmatranog sistema Sestica i one se poklapaju sa
jednadinama (4.16), kao $to smo mogli i ogekivati. One preéstav!jaiu sistemn od N simultanih
obilmih diferencijalnih jednatina drugog reda, u kojima su nepoznate funkcije svi vehtori po-
lofaja Cestica xy, a nezavisno promenlifva wreme t.

Odgovarajuée skalarne jednadine u Descartes-ovim pravouglim koordinatama dobitemo
skatarnim mnoZenjem jednadina (8.3) sa jediniZnim vektorima koordinatnih osa e1, ea i €3

My :\iV‘ﬁP\JK {Xp.: YE.U Z‘L: 7'{[1,; 5’;}_, é“, t)
my ¥y=Fyy (Xg.u Y 2y fip; 5'5_11 iy., t (v==1,2, ..., N) (8.9
my EVWFVZ(X;J.’ Yt Zps )‘(y,; i’gs ip,, t)

Te 'su diferencijalne jednadine kretanja u skalarnom obliku i one su polazna tadka za refa-
vanje svib mehaniékih problema.

Sludaj jedne Yestice

Za slobodno kretanje jedne Zestice diferencijalna jednadina kretanja (8.3) dobija oblik
i mE=F{r, £, 1) (8.6)
Medutin, u ovom slufaju mogu se osim jednadina (8.5), koristiti i drugi oblici skalarnih
diferencijalnib jednadina kretanja. Ako jednadinu {8.6) pomnofimo skalarno sa jedini®nim
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vektorima osa generalisanog koordinatnog sistema eg (1=1,2,3), na osnovu obrasca
(3.44) imamo

1 ( d a8T* oT*
dr ady dq:

m— - )=F cos (F, eq),
hi

a uvededi kinetitku energiju posmatrane Cestice

1
== myie=mT¥, (8.7
2

gornje jednatine dobijaju oblik

l(d aT 3T

m};.____._

dt 3 (';s_ aqgs

):Fcos F,eqy (i=12,3 (8.8)

To su diferencifalne jednadine hretanja Zestice u generalisanim koordinatama.

Ako, pak, jednadimu (8.6) pomneZimo skalarno sa jedini¢nim vektorima prirodnog trijedra

gsa 7o, Mo i bo krive koja predstavlia putanju Cestice, prema obrascu {3.23) dobitemo

dv - F M)
——=F co > T
T s o

. v2 A
m-—=F cos {F, ng) 8.9

¥

0=F cos (F, bg)

To su tzv. priredne diferencijaine jednadine kretanfa Eestice i one katkad na jednostayniji
nadin omoguéuju refavanje problema,

8.2, Nalazenje konadnih jednalina kretanja

Pokazimo sad kako se refavanjem diferencijalnih jednadina kretanja sisterma estica mogu
naéi njeni integrali, koji predstavljaju konatne jednadine kretanja. Podimo od diferencijainih
jednadina kretanja u obliku (8.5) i pretpostavimo da znamo sve sile Fy koje dejstvuju na
Zestice sistema i pofetne poloZaje i brzine svih Cestica ryo i vy, pri femu se vrednostt
ovih velidina nazivaju podetni uslovi. Osnovni problem dinamike sastofi se tada u slededem:
ako znamo sve sile khoje defstvuju na sistem i podeine uslove sistema, odrediti njegove dalje
Eretanje.

Polto smo pretpostavili da znamo sve sile, desne strane gornjih jednaéina predstavijaju
poznate funkcije navedenih promenljivih. Tada ove jednaline predstavljaju, kao §io smo
vec videli, sistem od 3N sinudtanih obilnih diferencijalnih jednadina drugog veda, u kojima
st nepoznate funkeife sve koordinate Festica Xy, ¥y 1 Zy, @ nezavisno promenijiua fe vreme
t. Poito integral diferencijalne jednadine drugog reda sadrii dve integracione konstante,
integrali gornjeg sistemna od 3N simultanih diferencijalnih jednadina drugog reda sadria-
vade 6N integracionih konstant

xy=fy (t, C1,..., Cox)y yy=0y(t, C.. vy Coxd
(v=1, 2, ..., N) (8.10}

Zy=gy {1, Ci, -5 Cex)
Diferenciranjem ovih integrala po vremenu dobilemo

Sﬁvm%\; {t, Ciyvnns CGN): S’Vmé\‘(t’ Clyenes CGN)}
(8.11)

Zy=dy (6 Cu...s Cow)
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pa u gornje i ove jednadine uvrstimo podetne uslove, Ako indeksom nula oznadimo vred-
nosti poetnih koordinata i komponenata brzina za neki trenuatak t=ty, koje su po nadoj
pretpostavci unapred date, uvritavanfem ovih poZetnih uslova a jednadine (3.10) 4 (3.11)
dobijamo

xo=Iy{to, Cr,..., Condy  Ywo=9y(ts, Cry..., Cox)
Z\;Gm¢'J {[B- Cl; P CG_\'}\ }.\'\ng %\J (tﬂ.l Cl: EEEE CG_\T) (V"“ﬁ l: 2.‘ B ') ’812)
5'v0=<\':'\)(10: Cl:- . ->CGN)3 iv(l:&fw(ft): Cl;---:CGN)

U ovim jednatinama nepoznate su samo integracione konstante Cy, . .. , Cox. Podto ovih
jednagina ima uprave 6N, tj. toliko koliko i integracionih konstanti, algebarskim refava-
njem ovog sistema jednadina mofemo odrediti sve ove integracione konstante

Ci=Cy (ta, X,0, Yv0, Zy0, Xy ¥yo, Zye)
_—— e el 8.13)
Cox==Cax (to, Xyos Yues Zyo, Xyo, Yo, 2 0)

Uvr§'t'a\'fanjem ovih vrednost u jednadine (8.10), dobi¢emo integrale diferencijalnih jed-
nafina kretanja u obliku

Xy=xXy (1), Yy=yy{0), zZy=2zy(1) (v==1,2, ..., N) (8.14)

Ove jednaline predstavljaju komadne jednoine kretanja posmatranog sisterna u Descar-
tes-ovim koordinatama, &ime je problem refen.

8.3. Mehanifki princip kauzalnosii

Na osnovu izloZenoga vidime da ako znamo sve sile koje dejstvuju na Zestice sistema i
potetne uslove, tj. podetne poloZaje i brzine svih Zestica, koji odreduju kinematizko stanje
sistemna u tom trenutku, mofemo naédi konatne jednadine kretanja sistema. U maternati¢koj
analizi se pokazuje da ukotiko se dati sistem obi¢nih diferencijalnik jednatina moze ekspli-
citno rediti po izvodima najviSeg reda u obliku jednoznaénih funkeija, onda su i refenja tog
sisterna pod dosta Sirokim opitim usiovima jedroznadng za svaki skup podetnih uslova za
koji je ovaj sistem definisan. Poito je sistem diferencijalnih jednatina kretanja (8.5) veé
eksplicitno § jednoznadno refen po jzvodima najviSeg reda, njegova redenja e biti jedno-
znadna pri ma kakvim pogernim uslovima. Dakle, diferencijalne jednadine kretanja potpuno
i jednoznadno odreduju poloZaje i brzine svih Gestica posmatranog sistema 1 ma kom dru-
gom, ranijem iii docnijera trenutku pod uslovom da i u celom posmatranom intervalu
vremena deluju iste sile. Pri tome u klasi®noj mehanici prefutno pretpostavljamo da u
idealiziranom eksperimentu uvek mofemo istovremeno precizao da odredimo polofaj i
brzinu svake &estice, §to prestaje da va¥i u mikrosvetu. Stoga mofemo redi:

Sile koje defstvufu na sistem ¢ kinematitho stanje sistema w ma hom tremuthu potpuno jedno-
znalne odredujie kretanje ovog sistena kako u proflosti tako i u buducnosti

Ovaj stav poznat je pod imenom mehaniéki princip kauzalnesti i na njemu se zasniva tzv.
mehanicki determinizam. Takvo shvatanje kauzalnosti, koje se zasniva na uzroénoj pove-
zanosti svih pojava u prirodi na osnovu zakona klasiéne mehanike, omoguéilo je na pr. ne
samo tadne odredivanje polofaja svakog tela Sundevog sisterna u bilo kom trenutky veé i
pronalazak novih planeta i drugih Glanova Sundevog sistema.

8.4. Primeri

1. Kao prvi primer siobodnog kretanja Zestice uzmimo kos kitac u polju Zemljme_ teie u
bezvazdugnom prostora {sl. 8.1). Neka je Jestica balena ped uglom e prex:na horizontali
sa podetnont brzinom vo. Ravan kretanja uzmimeo za XOY ravan, prfavac veml::ale za Y-osu,
a potetni poloZaj za koordinatni podetak. Tada diferencijalne jednadine kretanja posmatrane
Zestice glase

m¥«=0, m¥=-mg wi=0 (.13)

51 8.1

Dvostrukom integracijom ovih jednadina dobijamo
£y 1+ Ce, yxm—; gt2-Cat+Cy, 2=Cst+GCs, (8.16)

gde su Cu,...., Cy integracione konstante, Iz ovih i njthovih izvodnih jednadina
x=Cy, Ve=—gt4Cs - 2=C
na osnovu podetnih uslova za t=«0 imamo
xo=0=Cag, yo=0==Cy, Zom-JUﬂCa _ (8.17
Ro=vVycos x=C1, Yom=vpsinu=Cy, Zo=0=Cs
Ove jednadine odreduju sve integracione konstante, a stavljanjem njihovih vrednost u

jednacine (8.16) dobijamo

¥=vyoros¢-t, y=-——~"§- gt24vesinz-t, z=0 (8.18)

To su konadne jednadine kretanja posmatrane estice. Ako elimini%f_fmq vreme t, stavija-
juél t=xfvouos o u drugu jednadinu, dobiemo jednatinu putanje
i x2 . X
Y= — g b g Sl QT
) 2 7 wvoZcoste vy COS %
tj.
(8.1%

g
PO, - S =
= e h:4 2
y=ig Zveleosta .
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Qdavde vidimo da je putanja parabola sa osom paralelnom Y-osi, Nieno teme T odredeno
je uslovom za maksimum funkeije

dy . <
== o — Ne=
dx volcost «
odzkle dobijamo
vo2eosa  sin o
X e e
2 508 o
1.
Y sin 2 (8.20
Xp=—"'§in 22 .
25 )

a iz jednatine (8.19) nalazimo odgovarajuéu, najveéu visinu

sine wvo? | g vol |
y= §in o Co§ Q- —————— —— gin2 g cos? 1,
cosee g 2 vetcos?a gt
odnosno
vo? | 2
yre=---sin® o .20
2

Domet D moZemo nadi stavlajudl u jednadini (8.19) y=0
xitga— ——————x |={);
(g. 2votcosta ) !

prvo refenje x=0 odgovara tacki O, a drugo predstavlja domet

2vofcoste sina
e e ]

£ cos &
tj.
v, 2

Xp W;?- sin 20=2x1, ‘ (8.22)

Vreme trajanja kesog hitca do dometa D prema prvoj od jednadina (8.18) i obrascu (8.22)
ima vrednost

Xn 2vesin
T = (8.23)
Vo COS & g

2. Posmatrajmo sad prostorni osctlator, tj. kretanje &estice pod dejstvom privlagne sile sraz-
merne rastojanju od neke stalne tatke O (sl. 8.2)

Foe—kr (8.24)

Neka se ova destica u trenutku t=0 nalazila u poloZaju rp i imala brzinu vo. Pojto je u
poletnom trenutku ona bila u ravnd vektora o i vo, 2 nieno ubrzanje u tom trenutky
prema gornjern obrascu bilo je kolinearno sa rg, Zestica e se u beskonadno bliskom tre~
nutka takode nalaziti u toj ravni. Ponavljajuéi ovo rezonovanje za svaki slededi beskonagno
mali interval vremena, dolazimo do zakljudka da ée se kretanje posmatrane Sestice vrditi
stalno u ravni (ro, vo). Uzmemo H tu ravan za XOY ravan, a centar priviafenja Q za
koordinatni pogetak, diferencijalne jednadine kretanja glase

mX = —kx, m¥ = —ky,
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koje mofemo napisati i u pogodnijem obliku

¥ doea? xe=0, ¥ 4o ya=0, . (8.25)

Sl 8.2

gde smo uveli oznaku

o (8.26)

Opéti integral prve linearne diferencijalne jednaéine je
x= Ay et b Ag g2l

pde su Ap i 22 koreni karakteristine jednadine

ti. h=ei, he=—uwi, ¢ime dobijamo
x=Apei oty A e-tot 8.27

Na osnovu Buler-ovog obrasca el==cos «-isin & ovaj integral moZemo izraziti i pomocu
trigonometrijskih funkeija

x==(A] -+ Ag) cos wt-+1 (AL~ Ag) sin o1,

a na slidan nadin mofemo postupiti i sa integralom druge jednacine {8.23). Oba ova inte-
grala napi¥imo krade u cbliku

x=Cy cos wt-+ Ca sin oof, (8.28)
y==Cz cos wi-+Cy sin at,

gde su Ci,....,Cy4 nove integracione konstante. Ako ove jednadine diferenciramo po
viemenu .

X = - C; sin ot G cos o,
¥ e — o Cy sin ot+ o Cycos wt
i w njih uvrstimo podetne uslove za t=0, imademo
Xo == C1, Yo== CS;

%= Ca, flo==<»C4
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Uvrstimo 1 ove vrednosti integracionih konstanti u jednadine (8.28), dobidemo konaéne
jednadine kretanja posmatranog prostornog oscilatora

. %o .
X==Xp COS & L+ sin &t
)

{8.29
Yo .
Y==2¥0€0s w L4~ sin wt
)
Ovim jednalinama moZemo dati i drugi, pogodniji oblik, staviajudéi
Xo
Xo== A1 €05 ¢y, === e Ay sin @,
(]
(8.30)
Yo ,
yo==Ag Cos g2, e — A 81 g,

(5]

time smo uveli nove integracione konstante A, @1, Az | g2, koje su funkcije pocetnih

uslova, na pr.
P .
= Xo X9
A ’\/Xo"!.-i-*““j;, tg Gy e
w* @ Xp

Tada jednatine (8.29) na osnovu adicionil teorema o trigonometrijskim funkcijama pre-
laze u

x=A, cos (at+egy), y=A2cos (et pg) 8.31}

Odavde vidimo da projekcije posmatrane Zestice na X i Y-osu vrie harmonijske oscilacije
izmedu —Ay [ 4 A;, odnosno —Asz | --As sa istom periodom

) _—
AL J L (8.32)
w k

Veli¢ine A; i Az nazivaju se amplitude, o kruzna frekvencija, a @) i @2 faze. Pri tome
treba istati da je kruina frekveacija edredena samom silom, a amplimde { faze jo§ i po-
Zetnim uslovima, '

Jednadinu putanie mofemo naéi eliminacijom vremena iz jednadina (831}, U tom cilju
uvedimo razliku faza S=op—¢; i drugu od njih napidimo u obliku

¥Y=02 205 {wt -1+ 3= Aq [cos (wtL o)) cos §—sin (o t+y) sin 8] =

< .
=A9[ cos 8—sin (& 1+¢4) sin § J,

a otuda

X l y X
— e 08 t- . - e s sy H
o {wt+91) " - cos & ]— sin {wt-+91) (8.33)

sin & 1

Kvadriranjem i sabiranjem ovih jednadina nalazimo

xr 1 y: 2xy x2
e L — e 28 b=
T nes [A22 A cos 8 s OO SJ 1

a posle sredivanja leve strane | mnofenja sa sin? & konaéno dobijamo

Xy 2y
As? A% AL Ag

cos S==sin? § {8.34)

39

Dakle, pod dejstvom privlaéne sile {8.24) putanja prostornog oscilatora je elipsa 1 ravni
wektora To § Vo 5@ centrom u centru priviaéenja O. Poluose ove elipse zavise od poletaih
uslova to i ve, 2 takode i njihova orijentacija u toj ravni, odredena razlikom faza 3.

3, Proudimo jo§ kretanfe naelektrisane Zestice u magnetnom polju (sl. 8.3} pod uticajem

Lorentzove sile

Fee(vxB) (8.3%)

Pretpostavimo da je magnetno polje homogene i konstantno, a pravac njegovik linija sila
wzmimo za Z-osu i neka posmatrana Gestica ulede u magnetno polje sa pofetnom brzinom
vo. Posto Lorentz-ova sila u ovom sistemu ima vid

}e; e ca!
F=elg ¢ 3| =¢eBVe—eBiey
¢ 0B|

diferencijalne jednatine kretanja posmatrane festice bide
m¥=eB¥, my=—eBx, mi=0,
§to mofemo napisati i u obliku
= ok, i =0, (8.36)

3
4
=4
b}
i

gde se uvedena velidina

. LA
m

naziva ciklotronska frekvenciia. Integraleéi jedanput ove jednaline
x=wy+C, ¥ = —wx-+Ca, 2=Cg

i uzimajuéi u obzir podetne uslove, dobijamo

fmo (y—yo)tie  T=—oG—x)+Ye  E=i (3.38)
Da bismo razdvojili promenljive, stavimo odavde izraz za ¥ u prvu jednadinu (8.36)

¥y = [ —o{x—2xo}+ Vol

tj. ‘
R -holx=ai+e¥o : (8.39)




_--_-_"_(')p'§_tifiz_’xtegra!_"d‘fe_:. ;;‘ehbmdgéne' linearne diferencijalne jednadine jednak je zbiru opiteg
* integrald odgovirajuée homogene jednaline, koji moZemo napisati u obliku A sin(et+a),

x=A sin (6 tha) +xg+ 22 (8.40)
@
+ . E . .. TEL “"” 3 H 3
Pri tome je iako proveriti da ;e xy - zaista predstavlja jedan partikularni integral,
[

a ovako uvedene integracione konstante A i & odredene sy podetrim uslovima, Stavljajudi
odavde x u prvu jednadinu (3.38

* =0 A cos (t+2)=w (¥ Yyo)+ %o,

moZemo nadi i funkeiju y (1)
Y= A €0 (0t o\ o ypom s (8.41)
()

Najzad, iz poslednje iednadine (8.1%) neposrednom integracijom dobijamo

2= 2.0 Lo} 2o

Jednai‘:imi: (8.40) — (8.42) predstavljaju konatne jednaZine kretanja posmatrane naelektri
s.'ine destice, Ako iz prvih dveju jednagina eliminifemo vreme, dobi¢erno jednadiny projek-
cije putanje pa XOY ravan

[x~— (m —;"J] +[ym ()‘0 —iﬁ)] o A2 (8.43)

Odavde vidimo da je putanja naelektrisane Zestice u homogenom i konstantnom magnet-
nom polju zavofnica koja se obavija oko pravea magnetnik linija sila. Ona nastaje kretarljem
jedne taék‘e po krugu (8.43), Sija se ravan prema jednadini (8.42) pomera paralelno sama sebi
brzinom. Zo. Polupretnik ovog kruga mofemo taéi na osnovu obrasca (8.40), koji odreduje
x(t) i x (1) 1zat=0 daje

. Va .
Xp=A sin :r.—_mxo—%-—{—o‘, Xp== o A cos «,
odakle sledi
N i I "
== ‘\/XO2+y03=—e—§—\/xoz+ Vot (8.44)

On, dakle, zavisi od projekcije pocetne brzine Zdestice na XOY ravan, normalnu na vek-
ton-1 magne_tn.og polja B, kao { od ciklotronske frakvencije w, tj. od specififnog naelektri-
sanja ¢/m i jatine magnetnog polja B. Centar- ovog kruga sa koordinatama

emxge SO %o
Xe==Xg- i ycmyo——m— (8.45)

f)ch:eden je projekcijama podetnog vektora poloZaja i brzine Zestice na XOY ravan, a takode
i ciklotronskom frekvencijom o, :

£ 'pag*ﬁ};ulgrrﬁbg. integrala gornje nehomogene fednadine - . e

T (g4
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9. JEDNACINE PRINUDNOG KRETANJA

9.1. Merod mnoZiteljz veza

Posmatrajmo sad sistem od N Cestica koji se kreée prinudno i primenimo na ovaj shaaj
d’Alembert-Lagrange-ev prineip (7.5)

N
Z (Fy—myay) - §xy=0 8.0

PR |
Pretpostavimo da ima k holonomnih veza oblika (6.4)
f.l (l’:,. ..,rx,t}=0 (i=!3 2 oo k) (9-2)

tada sva virtuelna pomeranja Sry nisu vife proizvolina, jer moraju zadovoljavati uslove
{6.15)
D grady - 310, 9.3)

- VEC]
¥

kojih ima toliko koliko i jednalina veza. Stoga od 3N komponenata virtuelnih pomerania
8%y, Syy i 8z, ima samo 3N —k nezavisnih, 2 ostale su zavisne od njih. Tadz u d’Alembert-
Lagrange-evom principu {9.1) ne moZemo vide izjednaditi sve koeficijente uz 8ry, 'sa nulom,
jer to je mogude samo u siuaju kad su sve komponente virtuelnih pomeranja medusobno
nezavisne. Da bismo se oslobodili zavisnih komponenata, mnoZimo svaki uslov (9.3) sa
jednim neodredenim mnoZiteljem I linearne kombinacije tako dobifenih jednadina sabiramo
sa jednadinom (9.1). Ovi neodredeni mnofitelji nazivaju se mnoZfzelji veza i njih ima toliko
koliko i jednadina veza, odnosno toliko kolike ima zavisnih komponenata. Ove mnofitelje
veza biramo zatim tako da svi koeficljenti uz zavisne komponente budu jednaki nuli, &me
se oslobadamo zavisnih komponenata i tako ovaj problem svodimo na prethodni.

Tlustrujmo ovaj metod na jednom uprodéenom’ sludaju, kad imamo jednalinu oblika
Py, 2 8x+tQ&vn2)8y+R(x v, 2) 3 z=0 (9.4}

Ako su 8x, 3y i 3z medusobno nezavisni, da bi gornji izraz bio identidki jednak nul za ma
kakve wvrednosti 8%, 8y i 8z, svi koeficijenti uz njih moraju biti jednaki nuli

?:0, Q:mo,. Riﬁo.
Medutim, ako su 3x, 8v i 32 vezani iednim uslovom oblika
Ay, 3x+3 0Ly, D3 y+CE, v, 2) 8 2=0, (9.5)

ovij zakljudak vife ne vaii. Smatrajmo da su 8x i 3y nezavisno promenljive, pa relimo

. poslednju relaziju po 3z

A B
§z=———fx—-3vy,
- C C
Ako ova} izraz uvrstimo u jednadinu (9.4), dobijamo
A B
P3z+Q3y-+R (——-—5 Sx-mzn 3 y)==0

odnosno
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a zbhog nezavisnosti 3x i 8y odavde sledi
P ..IS_A__O Q .BE_O h : (96
& =0 - . .6)

Do istog rezuitata se moZe dodi i na taj nadin $to se uslov (9.5) pomnoZi neodredenim
mno#iteljern A

AA x4+ AB Sy AC 82=0
i sabere tako dobijena jednalina sa jednadinom (9.4)
FHAASX+HQ+FAB) Sy LR+ C) 3 z=0 9.7
Izaberimo sad neodredeni mnoZitelj A tako da koeficijent uz zavisno promenljiivu 8z bude
jednak nuli

R
P e (9.8
c )

Tada se jednadina {9.7) svodi na
PAAA)Sx+(Q+2B) S y=0,

a da bi ovaj izraz bio identicki jednak nuli za ma kakve vrednosti nezavisno promenljivih
&% i B8y, koeficijenti uz njih moraju bitl jednaki nuli

P+3A=0, Q+%B=0

Ove jednadine se na osnovu obrasca (9.8) mogu napisati i u obliku

R
wa B==0,

R
Pon—— A=
Cc ¢ C

§to je zaista ekvivalentno sa (9.6). Na taj nadin smo dobili da su svi koeficijenti u jednadini
{9.7) jednaki nuli, medutim dok je tredi koeficijent nula zato ¥to smo tako izabrali mnoZi-
telj A, prva dva su jednaka nuli zato $to su poesle takvog izbora A preostale samo nezavisno
promenljive.

9.2, Jednaline sa mnoZiteljima veza

Primenimo sad navedeni metod na na¥ shuéal, kad su virtuelna pomeranja 8ry ogranidena
uslovima (9.3). Ako svaki uslov (9.3} pomnoZimo neodredenim mnoiiteljem ; i saberemo
tako dobijene jednacine, imamo

k
>
=1

Promenimo ovde red sumirénja i dodajmo ovu jednadinu jednadini (9.1)

grady f;- Sry=0 (9.9)

Nz

waz |

f

N N k
20 (By—myay): 8rv+ Y > 2y grady £y Sre=0,
fromy | vl el

g0 mofemo napisati 1 u obliku

Aj gl’adv fj"‘“'m-; av) “dry=0 (9.’0}

Dz
E
_}_

TN

<
il
-
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Ako skalarne proizvode napifemo eksplicitne, oznaavajuél indeksom a odgovarajuée kom-
ponente vektora, imaderno

,\.Z 3 k ‘ij . . . e
2 2 Fat PN T —mamddxa=0, . QU
=1 a=1 frmy B 3 ¥

pa rastavimo ovu sumu na zbir sume od prvih 3N —k 2lanova sa nezavisnim komponenta-
ma 3xyy’, 1 sume od zadnjih k flanova sa zavisnim komponeutama 3xy.'’. Tzaberimo
sad k neodredenih mnoZitelja 2 tako da svi koeficijent uz k zavisnih komponenata virtu-
elnih pomeranja budu jedaaki nuli, fime otpadaju zadnjih k Zanova na levoj strani gornje
jednaéine., Tada preostaju samo &anovi sa nezavisnim komponentama virtuelnih pome-
ranja, a da bi taj preostali izraz za ma kakve vrednost ovih nezavismih komponenata
8xyy” bio identitki jednak nuli, svi koeficijenti uz njih moraju biti jednaki nuli. Tako
dolazimo do zakljutka da su pri takvom izboru mnoZitelja ) svi koeficijenti u jednadini
(9.11) jednaki nuli, te su i svi koeficijenti u fednalini (9.10) takede jednaki nuli
k
ot Z rgrady fi—myay=0  (v=1,2,...,N) (912

[ j=1

Ove- jednadine mofemo napisati i u obliku

k
m, Fy=Fos ) Ngradsf;  (v=1,2,.... Ny, 9.13

i=1

pri &emu pod Fy treba podrazumevati odredeni vektor interakeije v smislu formule (4.4).
One se nazivaju jednadine sa mnoZiteljima veza i Lagrange-eve jednaéine proe vrste, a odgo-
varajude skalarne jednaline u uobifajenim dznakama glase

Tk
afy
e :: ‘J’=F‘i. o
my X x+ ;{ ™
k
afy
my ¥u=Foy+ A (v=1,2... N .14
¥ vy j;l Jayv [ ) (%.14)
k
a
My Zv=Fyzt+ Z 2y '(_)"zj_
o

j=1

To su diferencijalne jednadine prinudnog kretanja sistema destica sa idealnim | holonomnim
vezama.

Analiza jednadina

Ispirajmo sad detaljnije ove jednadine sa mnofiteliima veza. Ako poredimo jednadine (9.13)
sa osnovnom jednadinom dinamike za prinudno kretanje (6.18), vidimo da je

k
Ru= D Agrady f, (9.15
j=1

dime smo, polazedi od d’Alembert-Lagrange-evog principa, dobili oblik idealnih reakcija
u sludaju idealnih holonomnih i zadriavajuéih veza. Ovaj obrazac, prema kome se idealna
reakeija sastofi od komponenata du? parcijalnih gradijenata grad, fj, poklapa se sa nadom
definicijom idealnih reakcija (6.20), kao §o smo mogli i odekivati.

U ovom sludaju kretanje sistema &estica je odredeno skupom jednalina (9.14) i (9.2). Pri
tome morafu bit! unapred date sve aktivne sile By, jédnadine veza (9.2) § podetni uslovi, Tada
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navedeni sistem jednalina predstavlja sistem od IN-Rk jednadina, u kome su nepoznate sve
koordinate festica xy, ¥y 1 2y 1 svi mnoFitelfi veza bk, a nezavisno promenlfiva je vreme t. Re-

.- favanjem ovog sistema jednadina dobijaju sé sve.kdordinate Cestica kao Fankcije vremena
i svi mnoditelji veza, Time je problem refen, jer smo tako dobili konadne jednadine kretanja
sisterna | sile reakcile odredene obrascem {9.15).

Ovaj metod medutim ima i neke nezgodne osobine, koje znatno ogranidavaju njegovu pri-
menit, Naime, jednadine {9.13) moZemo projektovati samo na ose nekog odredenog koor-
dinatnog sistema na pr. Descartes-ovog ili bilo kog drugog, sve koordinate pri tome nisu
medusobno nezavisne i unapred su nepoznate sile reakcije. Zbog druge i trede osobine
imamo vrle veliki broj jednaina, $to znatno otefava redavanje problema.

Napomenimo da se ovim metodom iz d’Alembert-Lagrange-evog principa mogu dobiti
1 diferencijalne jednadine kretanja u sludaju Haearnih neholonomnih veza, &me se dobija
jedan dopunski Slan na desnoj strani jednadina (9.13).

9.3. Primer

Posmatrajmo kretanje tedke Cestice u verzikalnoj ravni koja se ravnomerno obrée oko stalne
vertikalne ose {si. 9.1). Ako ovu osu uzmemo za Z-osu, ugao obrianja ¢ izmedu te ravni i
XOZ ravni bide srazmeran vremenu

G=m (9.16)

Z

e Y
5L 9.1
Jednadina veze u ovom sludaiu je jednadina ove ravni
y=tg§ X,
tj.
f(,y z,t)=xsinot—ycoswt =0 9.17;

Diferencijalne jednadine kretanja sa mnoZiteljima veza (9.14)

. 5 f . of . ef
mxz“-F_\-+l—-—-, mymF)-éw}, e M7 me Fy-l-h ——
ax vy dz
ovde imaju obitk
mX==Asinwt, m¥=~lcoswt mZs=-—mg {9.18)
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i ove jednadine zajedno sa jednadinom veze odreduju nepoznate %(t), y(t) z(1) i A

Da bismo odredili mnofitelj %, diferencirajmo dva puta jednadinu veze (9.17) po vremenu

af d /. . . co YO
e g sinettincoswi—Vcoswt-tye smwt):(},
de? dt

ito posle sredivanja daje _

Fsinwt—V coswt+2e (X coswi+Y sino )t Xsinwt—ycoswt) = 0. (9.19)
Na osnovu same jednadine veze zadnji &lan otpada, pa iz sistema jednadina (9.18) i (9.19)
eliminacijom %, ¥ i £ dobijamo

1 1 - - *
sinwt sinewid —coswt-coswtdh2e{xcos wtt ¥ sinwt)=0,
m m

a otuda

' =—2me{kcsott¥ sinet (9.20)
Ovaj izraz, kao i dafje refavanje problema, mofemo uprostiti ako za odredivanje poloZaja
tatke M u pokretnoj ravni uzmemo nezavisne koordinate £ i v, koje su sa x, y i z po-
vezane relacijama

o x=E COS o, y=E sin wt, 2= ' (9.21)
Odavde sledi
x=f coswt—Ewsinet, ¥=£sinot+iecosnt, 2 =1,
pa mnoditelj » dobija oblik '
A=—2m e [cos et (§ cos at—Eo sin wt)-+sin et (£ sin et+Eo cos o)},
ti.
r=—2muof (9.22)
Poito je, prema obrascima (9.21)
i=% coswt—2 fusnot—fwtcosnt: ¥=Esinot+2 focosat—Lwlsinot, =1,
same diferencijalne jednadine kretanja (9.18) u novim koordinatama imae oblik
m (£ cos wt-—2% o sin et—Ew? cos ot)= —2m e £ sinwt
m(E sinot+2{ cos wt—Ew?sine)=2mo § cos ot
m# = —mg,
1j., posle skradivanja €a cos ot odnosne sin et
E—w2E=0, f=—g (9.23)

Polto su koreni karakteristine jednadine prve diferencijalne jednaline Mi=w, A= —w,
nepostedno dobijamo i refenja ovih jednatina

‘ i
£ Oy @0t Cg gm0ty T ~“2“ gt24-Cat+Ca 9.24)
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Integracione konstante Cy,....,Cy odredene su pofetnim uslovima i ako je posma-

trana festica u trenutku t=0 bila u poloZaju (fo, 7o) sa pofetnim komponentama brzi-
ne (£o, 7o), imaéemo . .

Ep=Cy+Cs, No=0C4
fo=t Ci—w Cg, Nz Ca,
pa sko odavde odredimo vrednosti ovih konstanti, konafne jednadine kretanja {9.24) bice

1 ; 1 : i _
By (o 2w i (=B et gmetgrrierin, 029

Ukoliko joi Zelimo da se vratimo na poletne koordinate x, v § 2, treba samo ove izraze
staviti u transformacione obrasce (9.21).

9.4. Prirodne jednadine kretanja

U sludaju prinudnog kretanja jedne Zestice sa idealnim vezama mofemo koristiti i skalarne
diferencijalne jednadine kretanja u prirodnom trijedru osa, §to esto znatno uprodcava reda-
vanje problema. Neka se posmatrana Zestica kreée pod uticajem aktivne sile ¥ i idealne
reakcije R, tada je odgovarajuéa osnovna jednadina dinamike

ma=F+R, ' (9.26)

gde je R oblika (6.20). Ako se Lestica kree po krivof linifi (sl. 9.2), idealna reakeija prema
obrascy (6.22) mora biti normalna na virtuelnom pomeranju, keje uvek ima pravac tangente,

te ona mora leZati 1 normalnoj ravni. Stoga, ako jednading (9.26) na osnovu obrasca (3.23)
napifemo u obliku

— vz
m (V}‘.‘.‘u‘{-"p— no)=F+R

Si, 9.2

*
pa je skalarno pomnoZimo sa jediniénim vek:orima prirodnog trijedra osa o, no i bo. do-
bi¢emo

dv —-
m I’ =Fcos (F, to)

2
m “;* =Fcos (F, no)+R cos (R, no) 9.27

0=Fcos (F, bo)+ Reos (R, bg)
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Ove jednafine, tzv. prirodne fednadine kretanja estice po krive liniji, predstavljaju genera~
lizaciju jednatina (8.9) za slobodno kretanje. Imajuéi u vidu daje v= 5, prva od njih moZe
se smatrati kao diferencijaina jednadina za odredivanje predenog puta 5 kao funkeije vre-
mena, dok druge dve jednagine odreduju komposiente idealne réakcije u pravcima glavne
normale i binormale.

1 ;

Ako se Zestica krede po povrsi (sl 9.3), vektor krivine K= n¢ u tatki M moZemo razlo-
P —

loZiti u dve komponente: duZ normale No na povrd i duZ pravea vo u tangentnoj ravni,

: . . 1 - T
Prva komponenta, koju oznadimo sa Kyw-~— No, definide tzv. normalnu krivinu — ,

oN N
, , . Lo
a druga, koju obeleZimo sa Kgz=—vo, odreduje tzv. geodezijsku kriviny —
44 P
i 1 1 -
K=—np=-——No 4 vo (9.28)
1% eN fr

Sl 8.3

Idealna reakcija i ovde mora biti normalna na virtuelnom pomeraniy, te ledi u pravey nor-
male No na povrd u tatki M. Pofto se ubrzanje destice (3.23) pomeodu uvedenih velidina
moZe napisati u obliku :
. — V2 w2 —
a=v to+ —— No-+——vo,
N fg

- e

skalarnim mnofenjem jednadine (9.26) sa jedinidnim vektorima <o, wo i No dobijamo

dv E -

= cos {F, to)

' oyl S

m—="Fcos (F, vo) 3 (9.29)
Pr . ‘
Ve

m—=Fcos (F, Nog)+ R
P

To su prirodne jednaline kretanfa Zestice po datof povr¥i. Prva 1 druga jednadina odreduju

kretanje posmatrane Cestice, a treda vrednost idealne reakeije. Ako je aktivna sila ¥ jednaka

nuli, za takvo kretanje se kaZe da se vrd po dnercifi i tada se prirodne jednaline svode na
dv vi ' v

m—=0, 111 e =0, m =R (9.30)
de . Pe o :

5%
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Qdavde sledi da je u tom shufaju a) v=const, tj. &estica se krede ravnomerno po povrdi

i b} —=0;tj. putanja lestice je takva-da je njena geodezijska krivina jednaka nuli,.

Pg :
a to je tzv. geodezijska Mnija na datoj povrdi.

9.5. Primer

Uzmimeo kao primer maremqtirfko klatno {sl. 9.4), tj. kretanje Zestice po krugu u vertikalnoj
ravii u poiju Zemljine teZe. Ako polupreZnik ktuga obeleFimo sa a, a ugao otklona od ver-
tikale sa o, prirodne jednatine kretanja (9.27) za ovaj slufaj glase

dv ( —
~— =mg cos (g, To),
i g g, o)

e

m:mmg cos (g, ng)+ Ry %30

0=mg cos {g, ba)+ R

Sl 9.4

gde smo sa Ra i Ry oznatili projekcije normalne reakcije na pravac glavne normale i bi-
normale. PoSto je ravan kretanfa u ovom slufaju oskulatorna ravan, bice cos(g, bo)=0,
pa iz poslednje jednadine zakljudujemo da je i Rp=0, ti. idealna reakcija ima pravac
glavne normale, Prema sHel vidimo da je

- - )
cos (g, o) =cos (-—2* -l«cp)m ~gin @, €0s (g, no* =co$ (r4-9)= —cos o,

pa ako jod imamo u vidu da je ve=§, prve dve jednaline (9.31) dobijaju oblik

dv d2s . v
m——-=m-—_=—mgsing, mT=——mgcosep+R (5.3

dt di?
Prva od ovih jednatina odreduje brzinu v ili predeni put s kao funkciju vremena, a druga
sluZi za nalaZenje idealne reakcije. Ostavijajuéi trenutno po strani prvi problem, kojim ¢emo
se docnije detaljnije pozabavit, zadriimo se samo na odredivanju idealne reakcije. Ona preo
ma drugoj jednading (9.32) ima vrednost

mv2
R=mgcosg+—, (9.33)
a

odekle vidimo da je idealna reakeija kod matematitiog klatma jednaka zbiry komponente
teZife klatna mgcos ¢ u praven poluprednika i velitine mv2fa, Koju moZemo interpreti-
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rati kao dopunsku silu reakcije usled kretanja. Ovu velidinu takode moZemo izraziti pomoéu
ugla @, ako prvu jednadinu {9.32) pomnofimo sa ds =ade

v ds; —g sin g - adt
dt

i transformifemo levu stranu na slededi nadin

dv ds 1
— ds=—=dv=v dv==d ——v2),
dt ds de (2

pa integracijom dobijamo
—;_ vRs=ag(cos @+ C) ' (9.34) _

Uvritavanjem ovog izraza u obrazac (9.33) konaéno nalazimo i traZenu vrednost idealne
reakcije u obliku

'

R=1mg cos ¢-2mg {cos ¢--C)==mg (3 cos ¢--2C), (9.35)

gde je integraciona konstanta C odredena poletnom brzinom klatna wvo.



Glava IV
- ANALITICKA MEHANIKA

10, LAGRANGE-EVE JEDNACINE

10.1. Metod generalisanih koordinata

U dosadadnjem izlaganju smo, polazedi od definicije i postulata sile ili d’Alembert-Lagran-
ge-evog pringipa, dobili sistem diferencijainih jednafina kretanja, od kojih svaku treba
primeniti na po jednu esticu sistema. Tako smo dobili jednadine za slobodno kretanje
(8.2, kao i za prinudne kretanje (5.13), koje moZemo projektovati na ose Descartes-ovog
pravouglog ili nekog drugog pogodnog koordinatnog sistema. To je tzv. vektorski metod
u mehanici, jer kao polazna tafka sluZi osnovna jednadina dinamike za svaku &esticu u vek-
torskom obliku. Medutim, pri analizi jednaina sa mnoZiteljima veza (9.13) ukazali smo i
na neke nezgodne osobine ovih jednadina, koje znatno oteZavaju njihovu primenu,

U cilju otklanjanja navedenil tedkoéa i dobijanja najopstijeg metoda za refavanje mehanid-
kih problema uvodi se metod generalisanih koordinata, koji prvenstveno bazira na primeni
matematitke analize i stoga se naziva analitiéki metod, Posmatrajmo opet ma kakav sistem
od N destica i neka je pjegovo kretanje ograniteno sa k holonomnih veza

f-l (XVJ Yvs Zyy :)=0 (i=1: 2,000 k)s (10.1)

$to u specijalnom shudaju obuhvata i slobodno kretanje, kad je k==0, Zbog postojanja ovih
k veza ima samo 3N —k nezavisnih Descartes-ovih koordinata i ovaj broj

n=3N—k . (10.2)

koji pokazuje koliko ima nezavisnih komponenata mogudih pomeranja, naziva se brof ste-
peni slobode. Umesto Descartes-ovih koordinata xy, vy { 2, uvedimo sad ma kakav skup
od IN veliina g3, qa; ..., Qan

Rr1=x3 (Q1, Q2. .., qaN}
mmmmmm Y (10.3)

oo ZN=EN {01y Qs .. 2 QN)
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ko)e takode petpuno odreduju poloZaj posmatranog sistema i pretpostavimo da se ove

- jcdmaﬁme mogu 1editi po velidinama g, ... qax, za §to ;e potrebno i dovoljno da od-
© govarajuéi jakobijan bude razlidit od nule oot

X1 ..., 2N)

a(qu ey qa.\r)

Ako ove funkeije (10.3) uvrstimo u jednatine veza (10.1), one & predi u jednadine oblika

*0, (10.4)

H* Q98 . . .5 qax, D=0 (i=1,2, ...,k (10.5)

Ove relacije poveznju 3N velidina g u vidu k relacija, kao i u Descartes-ovim koordinata-
ma, te¢ ih ima takode samo n=3IN--k nezavisnih, a ostale su zavisne i oznadimo ove posied-
nje $a dnsts Gutds - .-, Quek {n-Hk=3N). Redimo sad gornji sistem od k jednaZina (10.5)
po k ovih zavisnih promenljivih u funkciji ostaiih

Qo415 @Pnat (G1s 25 « .+« » oy 1)
s (10.6}
Antk=@n+k {1, Q2+ + 1 5 s 1)

pri emnu vreme t ovde figurile kao parametar. Uvr§tava]uc1 ove funkcije u Jednaéme {10.3),
eliminisaéemo sve zavisne velidine

=%1{qn .., dn Pnes{Qn . Qar Ds e v s @nik (Als s -« 5 Qry O

3
2x=2ZN [Ats .. 5 Qs Qe (L e o5 Qs Do v o s Grax (Q1s v e+ 4 G, T

¢ime ove relacije dobijaju oblik

=X1%* (Q1, Q2s - o v 5 ny t)

— e s (16.7)
lZn———Zn* (91: Q23- v 05 Qny 1)
§to moZemo napisati i vektorski
Pys=Ty (Qr; @25 - o 2, Ay L) (v=1,2, ...., N) (10.8)

Qve relacije omoguéavaju prelaz sa Descartes-ovih koordinata na generalisane i obrnuta
i na taj nadin sve jedmatine dinamike modemo izraziti i u generalisanim koordinatama.

Odavde vidimo da je poloZaj svake Cestice sistema u svakom trenutku potpuno odreden
skupom nezavisnib velitina qQu, qz,..., ga i tako definisane veliine nazivaju se gewe-
ralisane koordinate sistema. U opitem sludaju, ako imamo neki sistem &estica slobodan il
ogranj¢en {zvesnim hiolonomnim vezama, pod generalisanim koordinatama sistema se podra-
sumeva ma kakav skup nezavisnih veliting qu, Q2. . . . 5 Qu, Roje pri datim uslovima potpuno
i jednoznalno odreduju polofaj posmatranog sistema. Pri tome treba naglasiti da se ovde
radi o takvom skupu nezavisnih velifina koje odreduju poloZaj sistema kao celine, te se
generalisane keordinate. wopste ne odnose na pojedinaine Zestice sistema. Te veli¥ine moraju
odredjvati poloZaj sistema pri datim holonomnim vezama, stoga su samim izborom gene-
ralisanih koordinata jednaline veza u pravouglim koordinatama identidhi zadovoljene, Qvde
vreme u relacijama (10.7) potiCe iz jednadina veza, te » slufafu nestacionarnih vezea relacije
izinedy Descartes-ovih § generalisanih koordinata sadrie ehsplicitno i vreme. § druge strans,
u d'Alembert-Lagrange-evom principu (7.5) ne figuridu idealne reakcije, a zbog nezavis-
nosu generahsamh koordinata nisu potrebni nikakvi dopunski uslovi, kao §to smo imali

pri priméni metoda mnozitelja veza, te sile reakelje ni naknadno ne ulaze u radun,-Prema- -
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tome, u metody generalisanih koordinata me figuriSu eksplicitno né jednadine veza ni idealne
*

reakeife.

Ukoizko je po.,matram 51stem Sestica ograniden i sa § neholonomnih ¥ veza, gene:alfsan» kow

ordinate mogy se na navedeni nadin uvesti samo u odnostt na holonomne veze, jer samo one
omogutavaju svodenje k pravouglih koordinata na ostale u konaénom obiiku. U tom slu-
&aju uzimamo opet IN—k generalisanih koordinata qu, ge, . . . ta, koje predstavljaju mj.
nimalni skup velitina za odredivanje poloZaja sistema, ali ove veiacme nisu vije nezavisne,
jer su vezane neholonomnim vezama. Medutim, zbog postojanja | neholonomnih veza broj
stepeni slobode, ti. broj nezavisnih komponenata mogudih pomeranja, nece viSe biti jednak
broju generalisanih koordinata, vel

A sne-la IN—k—1 (10.9)
U nadem daljem izlaganju ogranididéemo se samo na holonomne sisteme.

Na kraju, napomenimo jo§ da poseban zna¢aj metoda generalisanih koordinata za fizika
leZi u tome ito se on, osim u mehanici sistema, moZe primenjivati u prodirenom smislu u
:azmm granama teorijske fizike: u mehanici kontinuuma, elektrodinamici, teoriji relativ-
nosti, kvanenoj mehanici i kvaatnoj teoriji polja. Tako ovaj metod, na kome baziraju tzv.
Lagrange-ev i Hamilten-ov formalizam, predstavija jedan op§n.metod reorijske fizike,
bez koga se ne moge ni formulisatl savremena kvantna mehanika,

10.2. Primeri

1. Dve &estice vezane konopeem dufine ! mogu da se kredu po dvostrukoj strm?j favni duZ
pravih OA i OB (sh 10.1). U ovom slugajur i prva i druga Zestica kredu se po lzmjama,. §to
daje po dve veze, a uslov OMi+OMz==l jof jednu vezu. Stoga imamo ukupno E)e.t fed-
nadina veza, te je broj stepeni slobode prema obrascu (10.1) n=3- 2~ §# I.Poiozaj.ovo.g
sistema potpuno je odreden ako znamo rastojanje prve Zestice od vrha x=0M;, jer je
tada rastojanje druge 1—x. Dakle, u ovom primeru imamo semo jedan stepen slobode, a
2a generalisanu koordinatu mofemo uzeti navedeno rastojanje x.

Sk 10,1

2. Dvostruko matematitko klatno, okadeno o tadku O vr3i oscilatornio kretanje u vertikaknoj
ravni (s1. 10.2). Ovde se prva Zestica kreée po krugu polupreénika OMy, a drugfs po keugu
poluprefnika MiMp oko pokretne tatke M;. PoloZaj ovog sistema potpun? je odrede.n
uglovima ¢ i ¢ prema vertikali, te imamo dva stepena slobode, a za generalisane koordi~
nate modemo uzeti ove uglove,

3. Cilindar poluprednika R kotrlja se niz strmu ravan (sl. 10.3). Njegov poloZaj potpuno je
odreden predenim putem x i opisanim uglom o, stoga ée biti dva stepena slobode, a za ge-

. w-neralisane koordinate mozemo uzetl x 1 ¢. Medutim, ako se kotri]ame vrii bez khzama,

DU e
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Zle::lentami put dx bice jednak odgovaraiuéem Iuku: dx=:Rdg, odakle se integracijom
¢ obija x=Re. U tom slufaju samo jedna od ovih velidina je nezavispa, te imamo
jedan stepen- slobode: ‘ - s ’ e

SL. 10.2 ' SI. 10.3

10.3. Rgd u generalisanim koordinatama

Potra_z:mf) pre svega izraz za elementarni rad na ma kakvim virtuelnim pomeranjima u e
neralisanim keordinatama. Ovaj rad je odreden obrascem (5.3) €

N
8 A= Z Fv ' arv,

vaz |

a virtuelna pomeranja 8wy, defini i )
i v, definisana kao razlike dvaju mogudih 2
{10.8) izraziti u obliku BHER, modemo prema obrascy

oy om 2 a
8 rymd’ r—d 1y 9™ ary ary ary
a+ dt — — —
i gy gt i=z-1: qi das dt de
ili krade
2 or,
Sry= 8
v i; 5q. 0 (10.10)
gde smo uveli oznaky
8qp=d’gi--dq; (10.11)

To je tzv. varifaciia generalisane hoordinate, pa imamo, menjajuéi red sumiranja

N 2oap, I N
SA= 3 Fy 3 5"3:8{1_;: > (Z E,-M")sqi

fhemy i=t i=1 \val aqs

§to mofemo napisati konciznije

n
SA= 3 Qida, (10.12)
gde je =
N
drv
== F a e—
Qs \; e (10,13

i&;jr;zac (10.12? xz‘raiava elementarni rad u generalisanim koordinatama, a tako def inisane
vex ;nfah(}':h nazivaju se gemiralzsqne sile. Ukoliko relacije (10.8) izmedu pravouglih i gene-
nil koordinata ne sadrZe eksplicitno vreme, $to je sluéaj kod stacionarnih veza, virtuelna
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pomeranja u gornjim cbrascima se svode na moguda. Svakoj generalisanoj koordinati od-
govara jedna generalisana sila, medutitm prema samoj definiciji se vidi da generalisane sile
e moraju imaté dimenzifu sile, ali proizvodi Qu8q;s moraju imati dimenzifu rada, Ovi proizvodi
predstavljajy elementarne radove pri profeni ‘samo- odgovarajute generalisane koordi-
nate q:.

Da bismo videli smisao generalisanih sila, posmatrajmo slobodno kretanje sistema i za
generalisane koordinate uzmimo pravougle koordinate destica sistema. Tada je n=13N,
pa iz izraza za elementarni rad u razvijenom obliku

N bai N
& A ZFHBX\;“’:‘ Z FvySYv‘*‘ Z[FWSZv
e

ye== | =]
i obrasca (10.12) zakljudujemo da u sludaju slobodnog Eretanja sistema § pravouglih koordinata
Zestica generalisane sile su komponente sila By § u tom smislu one predstavijaju generalizaciju
pojma sile.
Ako su sve sile koje dejstvuju na sistem pazenc;‘jalrze., 1j. oblika ¥y = —grady U, premaob-
rasc {10.13) imameo

N N N .
ax ar AU dxy oUW ovw 9U a2
Q= Z Fyo— =— Z grad, U - — = — Z (—*~ S e— v)
5 o oo dqi S0y g dve 8qs O% O

odnosno,

Ay

Q== m — (i=1,2...,m (10.14)
aa .

Ovaj obrazac izrafava generalisane sile kao funkcije potencijalne energije sistema. U opitem
sludaju generatisane sile kao i potencijalna energifa mogu zavisiti i eksplicitno od vremena.

MNalaZenje generalisanih sila obiZno se vrdi na slededi nadin. Flementarni rad izrazi se ne-
posredne u generalisanim koordinatama, fime se dobija izraz oblika (10.12). Tada koefi-
cienti uz diferencijale generalisanih koordinata predstavljaju odgovarajude generalisane sile.
Tikoliko su sile potencijalne, moZe se potencijalna energija jzraziti u fupkdji generalisanih
koordinata, pa se tada generalisane- sile dobijaju prema obrascu (10.14).

Primer

St 104

Uzmirmo kao primer kretanje Sestice u ravai pod dejstvom centralne sile F=1{r) ro (sl. 10.4),
Ako za generalisane koordinate uzmemo polarne koordinate (r, @), elementarni rad ove
sile bice

d'A=F-dr=f(0)ro" dr
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Polto je ro-dr=dr, gornji 1zraz moZemo napisati u obliku
'A—"f(r}dr«i—() dq‘,

odakle neposredno vidimo da su odgovarajuée. generalisane . sile

Q=) Qe=0 (10.15)

10.4. Kinetitka energija u generalisanim koordinatama

Nadimo jo8 izraz za kinetitku energiju sistema u generalisanim koordinatama, Ona je de-
finisana obrascem

[ 1 N
T=g 2=y L e

a brzinu vy mofemo prema obrascu (10. 8) i pravilu za posredno diferenciranje funkcija
napisati

dr\' 5] drv . drv

oy = -+ .
de & da YT (0.16)
Uvritavanjem ovog izraza u gornji obrazac za kineticku energiju debijamo
1 N Ir o LI
T mv( — & ~}- e 2
2 & i; 2 at k; FYRALTY
*——l—im(i idrvdr\,, “drqdrv
= v G1 G e g
2 y=1 jem] ke dqr dgy N ,g;‘ Gi t at+
. ary dry ary arv
Eoaw ot T o oy
&to moZemo konciznije napisat u oblikg
1 k1) 0
T== ”"é“ Z Z am 41 Qx -+ Z by §ite {10.17)
i=1 k=1 ) i1
gde su uvedeni koeficijenti ‘
N ary dry
Agy == My =
[y’ aQI aqk
N
(}rv &r\,
by == My~ —
E, 5 or (10.18)
1 X (32,\2
€ = iy | ——
2 E! "(a:’

Qbrazac (10.17) izraZava kinetidky energiju u generalisanim koordinatama, Odavde vidimo

da je kinetitha energija sivtema u opitem sludaju kvadratna funkelia generalisanih braing
§to moZemo preglednije napisati ’

T=Ta+Ti+To, C (0.9
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gde su Tz T i Te kvadratni, linearni i nezavisni ¢lan; definisani sa
! n
. Ta= ”512; kz aic 41 G T;- ‘Z: bi g, To=c (10.20)

Medutim, ako u relacijama (190.8) ne figueile cheplicitno vreme, bice dryfot=0, pa ot-
padaju &lanovi Ty i To, te 52 inesitha ensngiie svodl ng T=Ts. Tekav slufej imamo kad
su sve veze stacionarne, jer tada mema eazlogs kofi bi doveo do uvedenja vremena u nave-
dene relacije (10.8). Prema towrs, @i fo frepmie sheema Sotadnoe 11 sa stacionarnim vezama,
njegova kinetitka energiia je homogena Eoadeatne fushofa pewralisanih brzina.

10.5. Lagrange-eve jednaline

Predimo sad na dobijanje samih diferencijalnih jednadina kretanja sistema festica u gene-
ralisanim koordinatama. Pretpostavimo da se ovo kretanje vrdi bez veza ili sa zadrZavajucim
idealnim vezama i podimo opet od d’Alembert-Lagrange-evog principa (7.5)

N
Z (Fy~my ay)  Srv=0. (10.21}

v=]

Napifime ovu jednalinu u obliku

.

Z Ey-8ry — Z My ¥y 3Ty=0

gzl

i trapsformisimo je u generalisane koordinate. Prvi ‘Ean predstavija elementarni rad svih
aktivnih sila na virtuelnim pomeranjima sistema i mofe se prema obrascu (10.12) nepo-
sredno izraziti pomotéu generalisanih sila

Z Fy:Spy= Z Q 3qu (10.22)

w1

Drugi Slan transformifimo tako da se mofe napisati pomoéu parcijalnih izvoda kinetitke
energije sistema. U tom cilju napi$imo ga na osnovu obrasca (10.10) na slededi nadin

1]
Z MyVy dry= Z My vy* Z E”O‘qu Z (Z my V- "‘“) Saqu

[y |==1 im] we=1

ili, prema identifnosd w'v=_{uv) —uv’

N ) N d or
>y e Sy = Z' Z My vy - AL My ¥y - — Saqi.  (10.23)
vl o | oy dt das

Poito je, prema obrascu (10.16)

avy dry

dqy da’

a zhog nezavisnosti operacija d/dt i 9/dq: moZemo fzmeniti njthov red

a‘dqi—é_c; de _c)qs
prethodni izraz mofemo napisati u obliku

é\"\o

N C al vy
Z My Vy* &y == Z dt va v __— 2 vav‘SE; <3qu. (10.24)

y=1
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Uvodedi kinetitku energiju sistema

t X 1 N
by '*“2"“ Z My vyl = 'i-v;l My V' Wy

v}

i formirajuéi parcijaine izvode

aT E dv, oT N ovy
dgr A Vet T 2 Wy T,
du & vw’ 2w T TS,

vidimo da se drugi &lan jednagine ( 10.21) zaista moZe izraziti pomoéu ovih parcijalnih izvoda

¥y Efd ¢T oT
Z My ¥y 81y = Z "'_"""_“"-‘_“")'SQL (10.25)
N

FE-3] feel

Tada d’Alember:-Lagrange-ev princip na osnovi obrazaca (10.22) i (10.25) dobija vid

1 P .
Z Qi8q— Z (3 _()_.2 ﬁ)sq‘=0’

=1 A\dr 04y oqe
odnosno
o« f{d 8T &T
dt 04, Q@ j8ai=0. 10.26
i"—ZE (d! 341 dq Q!) u ( )

To je &’ Alembert-Lagrange-ev princip u generalisanim koordinatama. Ako sad pretpostavimo
da su sve veze holonomne, generalisane koordinate kao i njihove varijacije bi¢e medusobno
nezavisne, a da bi gornji izraz za ma kakve vrednosti 8q; bio identidki jednak nui, svi ko-
eficjenti uz njih moraju biti jednaki nulj

e (=1,2 (10.27
P m——— s Y= 3 My ey X
at oqr aq 1) )

Ove jednatine, u kojima pod Qi treba podrazumevati odredeni oblik generalisanih sila,
nazivaju se Lagrange-eve Jednaline, a za razliku od Lagrange-evih jednadina prve vrste
(iednadina sa mnofiteljima veza) one se zovu i Lagrange-eve Jedna&ine druge wvrste. Ove
jednagine predstavijaju traZene diferencijaine jednacine kretanfa 1 generalisanim hoording-
tama, koje vaZe kako za prinudne tako | za slobodno kretanje sistema gestica, koje se moge
shvatiti kao specijaian studaj prveg kad je k=0,

Sludaj potencijalnih sila

Pretpostavimo sad da se sve generalisane sile Qi mogu izvesti iz izvesne funkeije oblika
V (qi, 41, 1) po obrascu

§ o e e e 10.28
Q dgr dt dén ¢ )
Ovako definisana funkcija V naziva se uopiten potencijal i on predstavija generalizaciju
pejima potencijala U, kao $to se vidi iz obrasca (10.14), i na koji se svodi kad V ne
zavisi od generalisanih brzina. Iz gornjeg obrasca sledi, razvijanjem zadnjeg élana

5 0tV

Q=)

T ek (K ),
kwiaqi‘)qkq )
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de su sa (**) oznaleni Slanovi koji ne sadrie generalisana ubrza.m.a Qg: Paﬁzo se u r.ne:.a-.
iici razmatra samo sludaj kad sile ne zavise od ubrzanja, svi koeficiienti uz Qi moraju biti

jednaki nuli . .
dAa1d ax

odakle se zakljutuje da woplteni potencijali linearno zavise od generalisanih brsina

t
V= D etqu+U=V1+U, (16.29)

i=1

L : . - o
gde su ¢y i U izvesne funkeije od generalisanih koordinata 1.v.re:im;na. .Tzkaves::zz;]e xgj:ti
i koju se u elektrodinamici dokazuje da s 5
r. kod Lorentz-ove sile (4.8), za U c i k_
;aiz'.'esnog wopitenog potencijala, koji zavisi od skalarnog i vekn:rrskog p?ﬂ?:f;];i ::;i
j i Ficienti & jednaki nuli, tj. ako V ne zavisi
tromagnetnog polja. Ako su svi koe ¢ 1 nall, v i .
sanih gbrzina uopiteni potencijal se svodi na uobiajeni potencijal V=U (qs £

U ovom sludaju Lagrange-eve jednadine (10.27) glase

“ d OT 0T oV d av
a; éc';i—dqlw dqe dt 341
ito moZemo napisati 1 u obliku

d 3T-V) o(T~V)

dt 9y da
ili konciznije
E— &E—&m (=1.2,...,n) {10.30)
dt 441 daq
gde smo uveli oznaku
L(q, 45, p=T-V (1030

Ovako uvedena funkcija L, naziva se Lagrange-eva funkcija i 0;3 zavis.i ?d sv:il:g ag;iﬁzra(l;soaglok;
i isani ina i tmalnoe vremena. Odgovarzajuce je .

koordinata, generalisanih brzina 1 even 1 T : ‘ e ~

predstavlia’iu Lagrange-eve jednadine za sisteme u kojima dejstvuju same potencijalne

1 obitnom ili generalisanom smislu redi.

U opitern sludaju, kad imamo i potencijalne i nepotencijalne sile, moZemo staviti
=— o+ Q*
Q 6q:+dt odu ’
gde smo sa u* oznadili nepotencijalni deo sila, Tada Lagrange-eve jednacgine (10.27)
dobijaju oblik
d T oT oV d av

S e QU

at 04s daq:  daq dt 3
odnosno

d oL Q-E-—Q* (10.32

gde su sad u Lagrange-evoj funkeiji L. sadrfane samo potencijalne sile.
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10.6. Analiza Lagrange-evih jednadina

. Lagrange-eve jednadine {10.27) ili (10.30) su, kao §to smo veé naveli, diferencijalne jed-
nafine kretanja u generalisanim koordinatama, Ispitajmo pre svega matematiiku struktury
ovih jednatina, i kojirna sve veli¥ine moraju biti izraZene u funkeiji trafenih generalisanih
koordinata i njihovih brzina. Kinetitka energija T prema obrascu (10.17) u opitem shudaju
je kvadratna funkeija generalisanih brzina

] )33 o .. n .
T= _2““);1 kg:i ajkqu-i-j; by qi+cg,

pri ema koeficijenti u opitem sludajuz zavise od generalisanih koordinata i vremena, odakle
sledi
aT 2 R
= D) aw dutbe : (10.33)
241 ¢

S druge strane, parcijalni izvodi oT/oq: bice

oT 1 2 Oap B, oYy dc
PPy T At ) =g o, 10.34
a2 i; kgl oa 9sQx i;l o q dm ( )

a generalisane sile Qi moraju biti date funkeije tipa Qi {qx, Qi t) koje najdeste ne zavise
od generalisanih brzina, Stavljajuéi ove fzraze u jednadine (10.27), dobijamo

i“"*'i' et b iiidam..
1k Qk aik Qu+ be —— Gy Gy —~
K=1 K=1 25 & ow

i

<, 0y | dc )
- Z Yo U — T =Q1 (qx, qu. t),
j=1 ¢49F - a1

odakle vidimo, grupi$uéi srodne &tanove, da su Lagrange-eve jednatine u eksplicitnom
vidu oblika

N

k

: n n n
st D 3w @1det D) b it n=Qi(adnt), (=1,2,..., ), (10.35)
1 j=1 k=1 K= -

gde su koeficijenti izvesne funkcije od generalisanih koordinata i vremena,

Dakle, Lagrange-eve jednasine predstavljaju sistem od simultanih obiZnih diferencijalnih jed-
natina drugog reda, linearnih po &), u kofima su nepoznate funkcije sve generalisane Boordinate
sisterna qu (I=1, 2, ..., n), a nezauisno promenlfiva vreme v, pri femmu je brof ovikh jednadina
Jednak broju stepent siobode, Docnije éemo pokazati da je u klasiénoj mehanici uvek | aue | 5=
# 0, pa se gornji sistem jednadina uvek moge rediti po izvodima najvieg reds 4, te
prelaskom na generalisane koordinate nife narufen princip kauzalnosti,

Pri primeni Lagrange-evih jednatina treba postupiti na sledeéi nadin, Prvo treba odrediti
broj stepeni slobode § izabrati najpogodnije generalisane koordinate sistema prema prirodi
problema. Zatim se moraju naéi kinetitka energija i generalisane sile odnosno potencijalna
energija v funkciji generalisanih koordinata, generalisanik brzina i eventualno vremena,
Posle toga treba formirat Lagrange-eve jednadine za svaku generalisanu koordinatu poseb-
no. Najzad, refavanjem sistema Lagrange-evih jednadina uz date poletne uslove dobijaju
se kao refenja ovih jednatina generalisane koordinate sistema kao funkcije vremena, a to
su konaéne jednaline kretanja posmatranog sistema.

Prema tome, Lagrange-ev metod ima znatna Preimudstva: on vasi za ma kabve generaltsane

koordinate, sve generalisane koordinate su medusobno nezavisne § nife potrebno posnavats sile i
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reaheiie, @ kao posledica ovih osobina brof Lagrange-evik jednatina predstavlia najmangi mo-
? - -
gudi broj diferencifalnih jednaEma__ fef«e_tan;a.

L edimo ra keaju da se iz Lagrarge-evih jedre3ina (10.30) za sisteme sa potencijalnim
- Hav

ilama u lzvesnim sludajevima mogu neposredno dobiti prvi integraii. Haime, ako Iagran- .
Sl i s y x
ge~eva funkeija L ne zavisi of jedne ili vide general;_.sam_.hﬂ koordmata

'a—I: =={ {=1,2,..., 1) (10.36)
aqs
takve koordinate qi nazivaju se chlifne, a Lagrange-eve jednatine tada daju
a oL _
dr 34

odakle se integracijom dobija

% == COnst (i=1,2,..., ). (10.37)

34
Dakle, svakej ciklitng koordinati, tf. koordinati koja ne ulazi eksplicitno u Lagrange-evu
2 3
funkeifu, odgovara jedan proi integral obiika (10.37).

16,7. Primeri

1. Kao prvi primer uzmimo jednafine kretanja slobodne Cestice u ife{Mrrf ko.ordénati;
ma. Podte je kvadrat brzine tada dat obrascem (3.16), kinetitka energija estice imace vi

Te= -1—mv9= *Imm (2412 §2+r2sin?d 5.
2 2

Da bismo nasli odgovarajude generalisane sile, podimo od elementarne promene vektora
poloZaja u ovim koordinatama
de=dres+rddegtrsindde e (10.38)

jer su ivice elementa zapremine, duf kojih se menja samojedna koordinata, dr, rd & i rsind dg.
Stoga je elementarni rad

dA=F. dr=F . e)dr+(F . e9) rd ¥+ (F.eglrsinddo,
odakle neposredno vidimo da je

Qp=Tp, Qp=rTFg, Qq,=r sin® Fg,

. C e s . istema.
gde su 'F,-, Fg i Fq, projekcije sile na koordinatne ose sfernog sis

(10.39)

Napidimo sad Lagrange-eve jednadine (10.27) za sferne koordinate r, & i ¢

d 9T oT 4 9T 9T

—_ = M =08,
a ap o dt 2§ 09

(10.40)

. R - i
Ako zamenimo ove parcijalne izvode prema obrascu za kinetitku energl

T
8T T e, A
e T ——=mrjt+mrsin? $ 2, ;= b
or mry, ar B a_s}

3T

dT , OT_ g -
v 2 g b4 =INT* S13 ?
aammr sin & cos & of, 25 P )
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dobijamo trafene diferencijalne jednadine kretanja u polarnim . koordinatama
my ~mr(§3-+sin? $ $H=F;

—— (m? §)—mr? sin $ cos §. ¢2=t Fp . _
a e ? (10,413

d
y (mz?sin & p)=rsin & £,

Ukotiko se kretanje &estice vrdi u ravai, bide Sﬂi, & =0, pa iz druge jednadine se do-
2

bija da je Fg=0, a prva i treéa se svode na
d ‘
my —mr gZ=F,, —;;(mrz @)=rFy . (10.42)

2. Posmatrajmo sad tzv, cikloidno Elatne. Pod time se podrazumeva kretanje Zestice po
<ikloidi v vertikalnoj ravni u polju Zemljine teZe (sl. 10.5). Kako je cikloida, koju smo
upoznali u odelfku 3, kriva koju opisuje neka fiksirana tadka M na krugu koji se kotrlia
bez klizanja po nekoj pravoj, poloZaj ove tadke bide potpuno odreden opisanim uglom o,
koji meZemo uzeti za generalisanu koordinatu. Uslov kotrljanja bez klizanja daje

OIP.‘WM'I‘V:EUP {!0‘43)

S1 105

pa ako koordinatni sistem izeberemo kao na slici, za bilo koji poloaj tatke M imacemo
x==0P-+QM, . y=PC-QQC,
tj. )
x=2 (p+sin @), =g (1 ~cos @) (10.44)

Na_pomem’mo da se ove jednadine razlikuju od jednadina {3.29), jer je ovde drugi poloZai
cikloide prema koordinatnom sistemu.

Kinetitka energija cikloidnog klatna imace oblik

1 . 1 1
Tm.“{m\i2+yz)= ?m{a(q':.-i—q'; cos:p‘s]2+-2-m{a§; sin @8 =

1 ‘
=7 ma?(2 ¢24-2 g2cos )
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odniosno
: 2 {10.45)
T= 12 5% cos? ~—
2m -q) < ”2 ) '
Potencijalna energija u odnosu na najniZi poloZaj bice
U=mgy=mg {a—a cos ¢},
tj.
in? -2 10.46
U=2mgasin 5 {10. }

Ako formiramo Lagrange-evu funkeiju L==T—1J, odgovarsjuéa Lagrange-eva jednadina
(10.30)

4oL of (1047)

dt 24 o9

odredivade kretanje posmatranog cikloidnog klatna, ali ono se moZe prikazatl preglednije
uvodenjem pogodnije promenljive.

U tom ciljiu uvedimo luk cikloide, koji moZemo nadi iz obrasca (10.45}
1 ds |2 dey o
= —m|——| =2ma?{—| cos? —
T > m( ) ma (dt
odakie sledi
ds==2a cosg— de
2

pa integracijom dobijamo, raéI'J.najuéi luk od tatke 0

s=dasin f;m (10.48)

Ako sad 'uk cikloide s uzmemo za novu generalisanu koordinatu, kinetidka i potencijalna
energija dobijaju oblik

1 1
== g 2 == —— mgs2,
T 285 ga ©
a Lagrange-eva funkcija
1
i_‘m'l‘—U'm—_-}mnné2—-—*-1-;1gs2 . (10,49
2 8a

Formirajmeo sad Lagrange-evu jednadinu za promenljiva s

&0k 20 (10.50)

ili konciznije

§ bas=0, . . (10.51
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gde smo uveli oznaku

ma=%' SR T oSy -
Opiti integral ove jednadine bide
§=2C3 cos e+ Cy sin w,
a stavijajudi
Ci=A cos a, Co= «Assin e,
gornji integral moZemo napisati u obliku
§w= A cos (wi-+e), {10.53)

gde su amplituda A i faza « odredene podetnim uslovima, Ako je na pr. vo=0, bide A=so,
a=0, pa femo imati

§=58¢ €03 wl

1z jednaline (10.33) zakljuCujeme da je ovo kretanje &isto harmoniisko oscilovanje sa pe-

riedom
X _
VA (10.54)
o g

Navedimo nekoliko karakteristitnih osobina kretanja cikloidnog Kkiatna:

1. Izohronest, koja se sastoji u tome da period oscilacija ovog Klatna ne zavisi od podetnih
uslova kretanja, 3to se neposredno vidi iz obrasea (10.54).

2. Tautohronost, osobina da Zestica u polju Zemljine tefe pustensa iz bilo kog pocetnog
poloZaja so na cikleidi sugne 2 njenu najniZu tacku za isto vreme. Naime, u najni?i poloZaj
s=0 destica ée bez poéetne brzine stié za vreme 1’ odredeno uslovom 0=g¢ cos @ 7°,
tj. za vreme

T ————ﬁ\/_ {10.55)

3. Brahistohronost, svojstvo cikloide da predstavlja onu liniju u vertikalnoj ravni duf koje
¢e estica u polju Zemijine tefe stiéi za najkraée vreme 1 neku fiksiranu talku te ravai.
Dckaz ovog tvrdenja zasniva se na Euler-Lagrange-evoj jednalini varijacionog rafuna,
o kajoj ¢eme goveriti u odeliku 12.1 $to ostavljamo é&itaocu za veZbu.

11. ZAKONI ODRZANJA

11.1. Osobine prostora i vremena

Ispitajmo sad zakone odrZanja u inercijalnim sistemima referencije i povefimo ih sa os-
nevnim osobipama prostora i vremena. Xao 3to o ranije videli, inercijalni sistemi se
karakterifu time da je prostor u odnosu na njih homogen ¢ izotropan, a vreme homogeno,
Iz tih osobina smo izvell i mehani®ki princip inerclje i one le¥e u osnovi zakona meha-
nike kao i teorije palja. PokaZime sad da se iz njih dobijaju i zakoni odr¥ania, tako
da iz hawgenosti vremena proizlazi odrZanie energije, iz homogenosti prostora - cdria-
n}e dmpulsa; a iz izotropije prostora - odrZanie momenta impulsa. Pritome Cemg pretpos
staviti da je posmatnam slstem izolovan, da je njegovo kretandie slebodne 114 sa ideai-
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‘nim © holonemnim vezama i da ra njegove Zestice deluju iskl;}ucwo pote mzaalne sila ine
terareije. To je pa mikrofizidkam nivou jedino i realno, der kad se na pr. sila otpora

..sredine opife nepotencijalnom silem oblika F w - kv, cra predstavija samo makrofizidki

usm'injem opis rezultata delovania pctencijaln;i}m sila interakcije sa pojedinadnim mo-
lekulima sredine. U tom slufaju Lagrange-eve jednadine imaju vid (10,30)
d oL JL :
— . — ={} (=21, 2.... n), aLn
dt 94: A

pa prikafimo redam kako iz njih prolzlaze vavadent zakond odrZania.

11.2. OdrZanje energije

Potnimo sa osobinom homogenosti vremena, koja vaZi samo u inercijalnim sistemima i
koja se sastoji u tome da zakoni kretanja izolovanih sistema ne smeju zavisiti od izbora
pofetka. radunanja vremena. Stoga, ako izvrfimo transformaciju

t— U=t+43t, ' (1L2)
zakoni kretanja moraju ostati peprarenieni, a.polto su oni odredispi lagrange—evim.je
draginama +.32 lagrangeceva. funkeija pri tome mora_ostati, peprameny migna,, £, mo-

_za zadovolj lov

&L = L(q q t+6t)—-L{qi,q £}= -—Gt = G,

pri éemu smo zvezdicom naznalili da se ovde radi o drugom tipu varijacije, a otuda

$*Lj =0 =» oL, (11.3)
: ot

To znadi da Laorange-eva funkc:;a ne sme zavisiti eksplicitno od vremena: L= L(q;, ql},
p2 imamo

dL > aL R, 0L
v+ ) (114
a4t dqxq 2; 5‘1 4

Zamenju]uél ovde izvode aL]aq; iz Lagrange-evih jednadina (11. 1), dobijamo

a4 L s aL. A fn oL .
; (aq;) g1 +ZE L= (IZ 2 QI)

= §

odnosno P

n ’ .
i(z—‘-’—qu =0 NG
i_ |

Odavde mkijucujmo da je vehc“:ina u zagracl, e ju oznaéimo sa 5 konsta,ntna u toka

vramena f
g Z e qimeconst (1L.6)
‘wi

Premg tome, iz homogenosti vremena u inercijalnim sistemima referencije, tf. fz zahteva dor pri
translacifi vremena Lagrange-eva funkcija ostane nepromenjena, proizilazi da veliéing 8 =
=3 0L./a4,— 1. pri dejstou potencijalnik sila ostaje stqina 1 toku wremena, te predstavija jedan
integral kretanja.

Da bismo videli simisao ove velidine, pretpostavimo da je kineritka energija sisterna homo-: -
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gena kvadratna funkcija generalisanth brzina, 3to odgovara slufaju kad je kretan;c sxstcma"
slobodno ili sa stacionarnim vezama. Kao to je pozhato iz matematike, ako imamo neku

homogenu funkciju f{x1, Xs, .+ . %n) stapena. homogenosn k; koja se definife uslovem da -

za ma kakvo A bude

ooy, Mgy ..y Axo) = AKE (X1, Xy o 0uy Xn)s
za takvu funkciju vaZi Euler-ova teo;ema B

1 af
— ¥y == kf. it
igl dxy H (LD

Ako ovu teoremu primenimo na kinetidku energiiu, imaécmp
2 =2"T.
a1}
& . (11.8}

Pretpostavimo H jof da su sve sile konzervativne, ;m;otcncijal biée funkcija samo generali-
sanih koordinata, pa gornja veliina (11.6) dobija oblik

oL a |
é= FYY q«mL-« f}—llq;—l.. 2T (T~ T4 U,
| R .
a to je ukupna energija sisterna - .
a-0L ., -
& = Z—:‘qz—-L*:E 41
Imla a1

Dakle, ako je kreran;e mtema slobodno il sa zdealmm H staczonarmm vezama § ako su sve ::le
honzervativne, veliting § o predstavija ukupnu energifu sistemna, a kao posiedica homogenosts
vremena sledi zakon odrianja mehmnéke energije, Stoga’ se velié:ma '8, definieara Formu
Zam {13.6), u opStem slufaju naziva genemlzsama energ:]a sistema. i ona se mie ‘nadi,
.z svaku datu z..agra.nge—evu funkeia L. ‘

1

11.3. Odrianie impulsa

Proutimo sad do &ega dovodi homogenost prostora kod izolovanih sistema. Na csnovit ove

osobine mehanitka svojstva zatvorenog sistema moraju ostati nepromenjena pri proizvolj-
nom paralelnom prenosu sistema kao celine. Saglasno tome, ako fzvriimo transformaciju

Ty~ ry=ry+3n, {11.10}

iz istih razlega kao i u prethodnom sluBaju Lagrange-eva funkcija mora ostati neprome-
njena, te njem odgcvarajuéa prcmena mora biti jednaka nuli

8*1,% Z vy Losx y.+ Zw—-'&y\.-i— 2"782“*0’

gde sudxy, Syy i S:av komponete vektora 3 ry= 8. Ako uvedemo sledefu oznaku za
parcijalni gradijent R et i o e

v

af (df of 62')

da dax’  day’ Aaz

,ko]x se Jesto oznalava i s:mbolom grad L f, prethodm uslov moZe se formuhsau u obhku _

(111 .

ad JL

L N
ErymBr- =0 1Y)

yaef OFv — oty

S¥L, e
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Zbog proizvolinosti 8r ova jednakost bice uvek zadovoljena samo tada ako je
am

'&—MO_’ SEEEEIRE Y
v } :

a smisao ovey rezultata sastoil se u slededem, Po3tc je za potencijalne sile AL/ dfv=
- dU/dry, taj usiov moZe se napisatl L u cblikn

PN N ]
: ou {21,13)
i izraZava da je rezultanta svih potencia’alnih stla koje deluju na desti-

ez sistema jednagka nuli, Bto je za izolovane sisteme ekvivalentno vaZenju
zakona akcije & reakecije.

Napidimoe sad Lagrange-eve jednadine kretanja (11.1) 2a koordinate Xy, yy i 2y

.d_ 8L L d oL oL _ d_dL oL _,
Sdt ok 9% dt Ay dw | dt iy dn
pomodu parcijaluth gradijenata (11.11)
LEBLLBC L S (11.14)

dt aw' dry

! Tada se uslov (11. 13}_, odnosno Z aL f Dy, ;=0 'na osnovu ov1h jednadina tran -
sfoz:mié‘,e Bl ' ’

.NaLNdéL}'.dNaIl..‘
Zon 2w | e D

e AR e dt  dvy dt & vy ¥
odakle proizlazi da je ——
. Ga s 3
P& 3 ——=const (11.15)
av o
Poito je Lagrange-eva funkeija
N
Lon T U= *5“ Z my (xv2+ Yv"’_'[' 58— U vy Yoo 20}
=1
bide oL /3Xv=myXy itd,; te j&
aL .
=1y Yy, : {11.16)
6% ) .
pa zakon odrianja (11 15) dobx)a vid
. N I
P Z My Vy==const - : U117
Y

Prema tome, iz homogenosti prostora o 1?23?‘01]62[?11??1 sistémima referencije, tf. iz zahteva da se
 pri translaciji sistema Lagrange-éva funkeifa ne promeni, proizlazi da wkupni impuls izolovanog

" sistema P =2 myvy ostaje stalan u toku vremena, te predstavija jedan integral kretanja.

11.4. Odrianje momenta impulsa

Ispitajino najzad i posledice izotropije prostora kod izolovanih sisterna, Smisao ove osobine

" je u tome da se mehanitka svojstva zatvorenog sisterda ne smeju menjati pri rotaciji
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sistema Lao ce[mc za ma koji ugao, U tom «ilju razmotriiio elementarnu romcs)u sistema
D zd ugao 39 i odgovarajuéu wansformaciju .

Ty = By =p 8y, vy vy —v\,mb‘v\,’ ‘ (1118}

' pa postavimo uslov da gd pﬂ, tome Lagrange ~eva fuakcx;a ne promeni,

-

Uvedimo tzv. vektor elemnentarne rotacije 8¢ (sl. 11, l), ém je intenzitet jednak uglu obrea

&9, pravac se pokiapa sa pravcem trenutne ose rotacije, a uperen je na onu strany odakle
se vidi da se rotacija vrdi u pozitivnom smeru. Pomotu njega moemo fzraziti elementarnu
promenu vektora polofajz bile koje tatke M, &ji je intenzitet

|3¢|=p8o=rsin03¢=|Spxr|

5L 1L1.

—

Imzjudi u vidu da je pravac vektora Sr normalan na ravni koji Zine 8¢ i x, a smer u pos-
matranom sludaju od nas, ovaj vektor moZemo napisati u obhku

srm&p)(!‘ (}} 19)

Na slidan nadin zakljuéu;emo da ée se kraj vektora brzine tadke M promeniti po istom
zakonu za

Sv=38pxv (11.20)

Ako se sistem kao celina olimne za §%, odgovarajuda pramena lagrange-eve funkoije mora
takodje biti jednaka nuli, 5to se povods poima parcijalnog gradijenta analogne relaci-
31 (11.12) mo¥e napisati u obliku

B, = Z

v=l e i

(11.21)

Ovde moZemo 8ry i 8wy zamenid odgovarajudim izzazima (11.19) 1 (11.20)

SHL e Z e (8¢xr,)+ Z m;m (B v4)=0,

v |

pa primenimo kod ovibh melovitih proizvoda osobinu cikli®ne permutacije
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-~ N aL N L.
B - = ® =1} =0 (11.22
s (3 50 ) =

Poito ovaj uslov treba da bude zadovoljen za bilo koje 3q, zakljudujemo da *mora biti

N H
dL al.
Z] (Tvx a?\)}-}“ Z (va aVv)—G

wE v ]

Drugl #ian na osnovi (11.16) otpada, a ¢ obziram da je ax,/aru- - /3Ty, ovaj uslcy

se svedi na -
8. ev

j erva o TyX! —— =0, {11.23)
wes | vt L2

tj. rezultanta momanata suth potencwalmh 31—1& Jednaka Jo nult,

Da bismo videli smisao ovog rexultata, zamerdmo 3L/0%y odgovarajudim izrazam iz Lagran-
ge-gvih Jednadina (11.14), Sime debijamo

a ¥ oL
i X T=0. ‘ {1124
dt \g; (ry dv\,) :
Odavde neposredne prcij;z‘]:auia je
: N L
M= ) rux L:cons:, (11.25)
s [ oy

Zto se s obziram na {11.16} mofe prikazati i u obliku

N
M= Z Py X My Yy==CONSL. (11.26)

Y= |

Prema tome, iz izotropife prostora u Insrcijalmim sistemima referencije, tf. iz zahteva da se
i rotacifi sistema kao celine ze ma hoji ugao Lagrange-eva funkcija ne promeni, protzilasi
da ukupni moment impulsa izolovanog sistema M= % vy X myVy ostaje stalan u toku vremena,
te predstavija fedan integral hretanja.

Napomenimo na kraju da se ovakav prilaz zakonima odrfanja moZe uopStiti u vidu tazv.
Noether-ine teoreme, 0 Semu &e bitl redi u idudem odeliku,

i2. HAMILTON-OV PRINCIP

12.1. Elementi varijacionog rafuna

Pre nego §to predemo na integralne principe mehanike, zadrZimo se na elementima varija-

cionog raduna. U tom cilju ograniimo se na najprostiji sludaj i posmatrajmo integral oblika
h

= S £(x, v,y dx, (2.1

a
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- integral, ¢ime se integrand svodi na izvesnu funkeiju samo od x

b

a

a rezultat ove integracije je neki odredeni broj. Kao 3to je poznato iz matematike
mo neku velidinu v koja zavisi od nezavisno promentjive x po nekom odredeno’
i to take da svakoj vrednost x odgovara izvesna vrednost ¥,
§to se obino oznadava sa yw={f(x). Ako, medutim,
fun}ccije f(x) kao nezavisno promenljive po nekom odredenom zakonu | to tako da svak

obliku funkcijfe f(x} odgovara izvesna brojna vrednost ¥, kaZfemo da je v funkcio:fa 0:;
f(lx}, ito se ?bzéno oznalava sa ¥==Fit (). Posto brojna vrednost integrala (12.3), pri fik
Sffanom obliku funkeije f(x, y, y*) kao i pri datim granicama (a, b), zavisi od o.bli’kia) f k-
cije y(x), vidimo da je J definisan gornjim integralom funkcionela od y{x) o

{I1=Frym (12.4)

Po§mvimo sad_ sledeti problem: od svih funkeija y=1£{(x) koje prolaze kroz fiksirane tacke
A Blsa apscisama a i b (sL 12.1) na& onu za koju integral J ima minimalnu vrednost
Oz.naélmo araiix}u funkeiju sa y(x), a bilo koju drugn od ovih funkcija sa V(). Svakoj oc;
ovih funkcija ¥(x) odgovara odredena vrednost integrala (12.3), koju. oznadimo sa T

4 b

I= | £ 7 00, 7 00y ax= jema (125
Y
5{?:::& B
aF"]
7

¥<

L J
0] a X b X

81 121

Uvedime sad razliku funkeija Y00 i y(x) za istu vrednost nezavisno premenljive
3 (=T (- (), e
gzn'é;z?.u cen';o }_)retpostavitiv daje |8y () | <€ | ypax | | tako definisana velidina naziva se
;r ija Junkeije y(x}: Poito prema postavljenom uslovu sve funkeije y=V(x) moraju
profaziti kroz tatke A i B, varijacije 3y za x=a ix=b moraju biti jednake nuli

Sy@ =0, Sy o0 (2.7

S y=ye (12.2)

- Vrednost ovog integtala mofemo nadi na taj nadin 3to demo ovu funkeitu uvrstiti. v gornji

b
1= freoy ey ) e foooe, (12.3)
a

ako ima-
m zakonu
; kaZemo da je v funkeiiz od x,
imamo neku velitinu y koja zavisi od
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Posto se operacija variranja odnosi na promenu oblika funkgije za odredenu vrednost ne-
zavisno promenljive, 2 operacija diferenciranja na promenu funkcije po jedinici priradtaja

.pezavisno promenljive, ove su operacije nezavisne, pa prema definiciji pojma varijacije

imamo - i
d
3y 0=/ (x) =y ()= 7= (¥ -y,

tj. moZemo izmeniti njihov redosled

dy d
§ vt sz ——§ g, (12.8
dx  dx R )
Po analogiji sa obrascem (12.5), moZemo def inisati i varijaciju bilo koje velig¢ine koja zavisi
od funkeija y(x) odposno ¥(x). Tako se varijacija integrala J definife kao

37=1-1,
tj.

b
’ 51={{F¢, 700, 710,y 00, v} ¢ (12.9)

Sa ovako definisanim pojmovima postavljeni problem moZemo formulisati I na slededi
nadin: od svih funkcija y=o(x) koje zadovoljavajn uslov Sy (Q)=01i 8y (b)=0 naéi onu za
koju integral ] ima minimalnu vrednost, tj, za koju je & J==0. Da bismo regili ovaj problem,
izraunajmo 3J definisano obrascem (12.9) i u tom cilju podimo od varijacije 3y" .

dy' =T ()~ (),
adakie sledi
V=Y @O+ 8y (12.10)
Razvijmo sad funkeiju £(x, ¥(x), ¥'(x} u Taylor-ov red u talki (% ¥, ¥ zanemarnjuci
vife ttanove zbog prerpostavke | § v (X} | <€ | Ymax )|

£05, T (0, T N=f &, y+3ny+3y)={(y, ¥)+

af L of
+3y (=) sy =) 4
av/o ay'fe -
gde se indeks nula odnosi na vrednost (x, v, ¥ Stoga se varijacija 8] prema obrascu
{12.8) moZe napisati u obliky, izostavlizjuéi indeks nuia

af daf
]\ | — 8y +-— & ’)dx. 12458
! S (éy "oyt ¢

a - .

Ovaj rezultat nam pokazuje kako se praktidno vrdi varijacija integrala ovakvog tipa: prvo
se izmene mesta variranja i integrirania, §to je dozvoljeno zbog nezavisnosti ovih operacija

§T=3 j ey, v)dx= S 31 (x, v, v)dx,

a potomn se varijacija 3f napiie formalno po pravilu za totalni diferencijal, uzimajudi
samo umesto diferencijala varijacije nezavisne promendjivib i stavljajuéi Sy, jor prema
nasoj definiciii pojma varijacije (12.6) x se ne varira

af of : . ‘
SEx, v, yy=—3y+— 3y (12.12)
3y oy :
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. .P.c.>§t'c':a. ;.ra.'riia::::iia 83}’ ni‘je nezavisna od 3y, transformifimo drugi &an parcijalnom integra-
" cijom, koriste®i opet osobinu (12.8) o

: b b

Caf af d af

e By dx= | — - BV dx=\ — d(3

SC)Y' 3y dx Say' . {8y)dx Say' By}
a 13 a

af
P

b
ot )
¢ dy

b
ey a J

é na osnovu uslova (12.7) integrisani deo otpada, 1zko da ostaje

b b

of d /ot
= Y dx=— | | 18 ydx 12.13
553" v Séx(&y’) ¥ ¢ )
a a

Take izraz (12.11) za 3] dobija konadan oblik
b

af 4 [of
5f= { T [ {5 § v dx 12.14
I S oy dx (a‘)} y ¢ )
a . .

Da bi ovaj izraz prema postavlienom zahtevu bio jednak nuli i to za ma kakve vrednosti
8y, izraz u velikoj zagradi mora bit jednak nuii ’

f d fof
54 (o

- 12.15
dy ax \ay {2.15)

To je tav. Ewler-Lagrange-eva Jednaiing, koja predstavija diferencijalnu jednadinu drugog
reda sa nepoznatom funkcijom ¥(x). Refenje ove jednadine y=y(x) predstaviia onu funkeiju
iz familije y=g(x) za koju integral ima minimalnu vrednost, &ime je problem refen. Vasi
i obrouto, ali malo opitije: ako je ova jednadina zadovoliena, prema obrascu (12.14) bide
8 J=0, a to znali da tada | ima minimum, maksimum il prevojnu tadku,

12.2, Pravi i zaobilazni put

Dz bismo formulisali integralne principe mehanike, moramo se prethodno upoznati sa
nekim pomoénim pojmovima, Posmatrajmo opet sistem od N Sestica bez veza ils sa idealnim
vezama 1 potencijalnim silama i neka ovaj sistern ima n stepeni slobode, PoloZaj ovog si-
stema moZemo odrediti pomoéu generalisanih koordinata i neka su one

G, G2y G3; .. 0y Qo

Uatimo sad ma koju v-tu Zesticy sistema {sl. 12.2) i neka se ona u tremutky t==ty nalazi
u poloZaju Mys, a u trenutky t=sg; u poloZaju My, Stvarna putanja 2estica oznadena je na
slici punom Hnijom. Ako tako postupimo sa svakom Sesticom sistema, - pri femu svakoj
Zestici odgovaraju izvesne tacke Myo § My, skup svih ovih stvarnih putanja festica
sistema u intervaln vremena (to, t1) naziva se pravi put sistema,

Zamislimo sad uporedo sa stvarnim kretanjem uclene v-te Eestice i jedno drugo, zqobi-
lazno kretanje te Festice koje zadovoliava ove uslove : 1) wrdi se za isto vreme od to do ty 2) vl
se izmedu istih talaka Mya i Myy, 3) u saglasnosti je sa vezama i 4) vrlo malp otstupa od stvar-
nog kretanja. ‘Takva jedna putanja v-te Cestice oznadena je na slici isprekidanom linijom, a
takvih putanja ima beskonadno mnego. Ako tako postupimo sa svakom Sesticom sistema,

svaki takav skup tako zamidijenih putanja Zestica sistema naziva se zaobilazni (okolm)
put sistema, T
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v . ] Jine tefe
[ F?,rn]]n() k O mer kre 1je Cestt iz strimu ravan (S i } pod utica)

a0 pri tanj ce 1 2 3 em Zemljine

bez pOEeUIe brzn]e- Ixa\fl p%]t tﬂda pIedStaUI}a deo pIaUC _lvio Ml u U'ettlkalno,l ravni, a

i koj faju i Faj i M1 po kojima
i j i koje spajaju iste poloZaje Mo i
liske putanje po strimoj ravni : . Mo 1 M iy
sve Qsmlir:nakée::ica kreée u istom vremenskom intervilu pradstavljaju z‘.obalazl?e pr_‘
se posmal i

Z
g V(Y
My, (ta)
187, v
X
Sl 12.2

i3 i i iHu uvedimo n-dimen-
Prikasimo i geometriisku interpretaciju ovih pojmova, U tom cilju u

izacij i trodimen-
zioni BEuklidov prostor, koji predstavlja neposrednu generah.zacm.:i Ez.xk:i:fvog
zionog prostora i talkom 1 tom prostoru smatrajmo svaki uredeni P

2
P=(q1, Q& +. > dn)s (12.16)

SL 123

a metridku formu, tj. kvadrat rastojanja dveju beskonalno bliskih tadaka defini§imo obrascem

n
dst= ) dai® 4217

i=1

i 3 iont i i nadin se
Tako definisan n-dimenzioni prostor paziva se konfiguraciont pm:r:m- ina tat;om o
poloZaj sistema Sestica predstavifa jednon jedinom tatkom u kenfiguracionom prosteri,
broj dimenzija jednak broju stepeni . slobode.

: ' j onfigu-
Neka je poloZaj naSeg sistema u trenutku predstavijen taEkO.m Po (_sl. 12.4.) u icsmema
racionomn proston, 2 polofaj sistema u treputku ty tatkom P; i neka je pravi pu ‘
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prikazan punom linijom izmedu tataka P i Py. Tada sve ostale bliske putanje u ovom pro-
storu koje spajaju ove tatke Pp i Py predstavijaju zaobilazne puteve sistema. ’

Sl 124

12.3. Varijacije generalisanih koordinata
Neka su konatne jednadine kretanja sistema po pravom putu date sistemnom jednadina

G1=qi{t) Gi=1,2, ..., n, {12.18)

a po nekom fiksiranom zaobilaznom putu

a=q; () (=1, 2, ..., n), (12.19)

gde crta iznad qi oznaZava da se radi o drugom obliku funkcije. Uotimo sad dva poloZaja
sistema, jedan pa pravom a drugi na zaobilaznom putu i to u istom trenutku t, predstav-

liena tatkama P i B u konfiguracionom prostoru {v. sl 12.4). Razlike odgovarajuéih gene-
ratisanih koordinata

gt = qy (D~qu (1) ' (12.20)

uz uslov | 8q; §<[ qi(t) | predstavijaju promene ‘generalisanih koordinata kad se iz polo-
Zaja P pomerimo u polofaj P. Zamislimo sad moguéa pomeranja sistema iz nekog vrlo
bliskog poloZaja P’ na pravom putu sisterna, koji odgovara trenutky t—dt, u poleZaj P od-
nosno P i neka su odgovarajuée promene generalisanih kaordinata dq: odnosno d’qs. Tada
njthove raziike d*qe—dqy predstavijaju promene generalisaniﬁ koordinata kad se iz polo-
Zaja P pomerimo u poloZaj P, a to su velidine 8qu

3qu=d’q:—dq; ' (12.213

Odavde vidimo da su veligine (12.20) specifalan sludaj varijacija generalisanih koordinata
definisanih obrascem {10.11) u tom smisly to se ovde jedno od moguéih pomeranja poklapa
52 stvarnim, te smo stoga i upotrebili istu oznaku, Ovako definisane velitine (12.20) takode
se nazivaju varijacije generalisanih kboordinata 1 one se mogu smatrati kao merg odstupania

zaobilaznog puta od praveg, koju karahterife Promeng oblika funkeiia qu(t) kad se sa praveg
puta prede na zaokilazni.

Uopétavajudi ovaj pojam, mofemo definisati varijaciju ma kakve mehanicke veliine A
na slededi nadin. Neka je A vrednost ove velidine na pravom puty, a A vrednost te velidine

na zzobilaznom putu bilo u istom trenutku t bilo u nekomn integralnom obliku. Tada se
njihova raziika

SA=A—A (12.22)

naziva variaciia velitine A i ona takode predstavija izvesnu meru odstupanja zaobilaznog
puta od pravog,
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Potto se polofaji sistema pri pravom i zaobilazriom puty u trenucima to i il pokiapaju,
sve véri}acije generalisanih koordinata u trenucima tp i 1y bide ;efinake nuki

3 (t)=0- - ,_Sééitl)wﬂ T (1223)

-Ma 1 kom drugom trenutku one su u opitem sluaju razlidite od nule. Uodimo sad ma koju

i-tu generalisanu koordinatu qi i prikafimo grafidki funkcije qi(©) iﬁ‘;({).d?rema. dci.lmc?l
’ i j i tjaci; koji trenutak t, a uporedo sa tim 1 smi-

220) prikezan je smisao varijacije 3qi za m?: o ! T -
iio di)feiencijala dqi Odavde vidimo da variacia generalisane koordinate Bq; _fred‘src;z;o
iz njen privaftaj kad u odredenom trenutku 1 predemo sa pravog puta na' #ao zaz)?z;ﬁ o
jdga'vam promeni oblika funkcife qu(t), dok njen diferencifal daqu predstavija njen privaiia]
bad se duf pravog puta pomerimo u vremeny sa U na 1+dt,

G -
q|=q_,{t)
..“’/ =ait)
| g /{h
g
T, t teat ot
S1. 125

. . . L . He U od-
Iz izlodenoga se vidi da se operacija variranja odnosi na promenu lobhka funkc;i‘ > o
redenom trenutky, a operacija diferenciranja na promenu vredaosti fu.nkcue. u ._‘hov r¢
mena. Stoga su ove dve operacije medusobno nezavisne, pa mozZemo. 1zmeniti ap

dosted
gda_ d o o (12.29)

t. variiaciia wremenskog izvoda jednaka je vremenskom izvodu varifacije genmeralisane ho-
;‘ * > - e . e .-
ordinate. Na slifan nadin dolazimo do zakljulka da se moze izmemtl 1 red operacija vari

ranja i integracije po vremenu.

Napomenimo da se moge uvesti i opstiji pojam varijacije, gde se vrednosti i 1 41 ne odnose
vile na isti trenutak vremena, tj. gde se i vreme varira

A quS qs+ "11, Ar (12.25)

Tao je tzv. totaina varijacija generalisane koordinate, medutim za tako definisanu varijaciju
ne vai vile gore navedena osobina (12.24).

12.4. Hamilton-ov princip

Da bisme formulisali Hamilton-ov integralni princip mehani.ke, podimo od Lagrange-evik
diferenciialnih jednadina kretaznja u generalisanim koordinatama (10.30)

4 oL ab o (i=1,2,...,0) (12.26)
de ady 9qr :
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koje vaZe samo za sisteme sa potencijalnim silama, One imaju isti oblik kao Euler-Lagran-
ge-eve jednadine varijacionog ratuna (12.15), te po analogiji sa integralom (12.1) formiraj-
mo vremenshi integral Lagrange-eve funkeije :
t;
W= S L(q &5 v dt, (12.27)
ts

gde su q; izvesne funkcije vremena
Qu=qy () (i==1, 2,...,n),

koje ne morsju ?bavezno da odgovaraju pravom putn. Ovako definisan integral naziva se
Hamilton-ovo defstuo, a njegova vrednost mofe se nadi na taj nadin $to se funkcije Qi==y{t)
uvrste u gornji integral i jzvrdi integracija po vremenu '

i 1
W= S L@ (®, q1 (), 1) dte= S D(r) dt, (12.28)
to o

&ime se debiia izves?.an broj. Bfojna vrednost ovog integrala zavisi, pri fiksiranom obliku
Lagrangfa-eve funkc_l}c L{qs, qt t) i datim granicama (o, 1), od oblika funkeija g; (9,
te Hamilton-ovo defstvo predstavlia funkcionelt od svih SJurkeija qi(t)

W=Fain) (12.29)

lNad.im.o sad izraz za varijaciju ovake definisanog dejstva W u opitem sludaju, Ako su
jednadine pravog puta (12..18), a bilo kog drugog puta (12.19), vrednost dejstva koje odgo-
vara pravom putu data je izrazom (12.28),a dejstva za ma koji drugi

1t 1
W= S L (3 (0, s (), D dt= S&;(t) dt (12.30)
to o ’

Tada je, prema opftoj definiciji (12.22), varijacija dejstva jednaka
t1

SW=W—W = S {L(g1 @, Ta o), )—L (q &), (D), O} dty (12.31)

i1

ico%a.'z' m.clyzemo izradunati na sledeéi nadin, Imajudi u vidu da je prema navedenoj definiciji
vatijacije

8G=T1 ()~ a1 (D), (12.32)

razvijmo funkeifu L (@i (), i (0, t} u Taylor-ov red i zanemarimo vige &lanove zbog
pretpostavke [8q1{ <€ | qi (D)}

L@, -éi_(t)a D=L{g+8q, qe-+8 4y, ==L (qy, 4,1
< aL} & L
LI AN
5;1 aqj) i;: Woa)™

Tada zamenom u obrascu (12.31) nalazimo da je

t1

2] 3 L n JL
3 W=S —§ el ¥ ;
(1_2, dqs Q-‘ﬂzf 25, ) (12.33)

toe -
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Do ovog rezultata moZemo dodi, saglasno primedbi uz obrazac (12.11), i na t3j nadin $to
se izmene mesta variranja 1 integracije

[§% .
SSL(QI,- &, 0 d,

ta

Lo 1
SW=2_§ S L{qs qs t)dts
to

pa se potom varijacija SL napiSe formalno po pravilu za totalni diferencijal, zamenjujuéi
diferencijale varijacijama i stavljajuéi 8t=0, jer se vreme prema definiciii (12.20) ne varira

o oL oL
3L= ——F A P § (12.34)
iZ-:l da” i§ 24q:

a bismo se oslobodili varijacija generalisanih brzina 841, keje nisu nezavisne od varijacija
a1, transformifimo svaki integral u drugoj sumi parcijalnom integracijom, keristedl oso-

binu (12.24) .
T oL faL 4 forL
‘ — i dt= |\ ~—— — (§q) di= | —— d@q)s=
: Fra 55 w0 s eew
to Ta EC]
Lo ¢ oL
, .
PN D
244 & to S a4

Tako konatno dobijame da je varijaciia Hamilton-ovog dejstva u opirem sludaju

1t
oL, d ol 2 4L t
& W= —— e —— 1 § q 4t 4 -3 (§2.35
Egi (aq‘ de afi’) v i;s: 20q & t0 (239

18

Ako varijacije generalisanih koordinata zadovoljavaju jo§ uslove (12.23), koji karakteriiu
zaobilazni put sistema, integrisani deo otpada, pa imamo

t1
n /oL d AL
SW= 9k L0 sqia 12.36
(aqi dt aql) & (12.36)

je=1
to

Posto jednadine pravog puta zadovoljavaju Lagrange-eve diferencijalne jednaine kretanja
{10.30), svi izrazi u zagradama su jednaki ruli, 1e dolazimo do zakljucka da je dui pra-
vog puta
t
5 W3 SL {an 41 ) dt=0 (237
to
Prema tome, stvarno kretanfe sistema Zestica bez veza ili sa idealnim holonomnim vezama i

potencijalnim silama vr¥ se tako da Hamilton-ove dejstve duf pravog puta tma stacionarnu
vrednost u odnosu na vrednosti dejstva duf svih zaobilaznih puteva.

Ovaj opdti stav, kojl karakterife stvarno kretanje sistema, naziva se Hamilton-ov princip
i predstavlja jedan od najvainijih zakona mehanike. On je formuiisan u vidu uslova koji
mora da zadovoljava dejstvo, koji ima integraini obiik i stoga ovaj princip predstavija jedan

7
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opiti integralni princip mehantke. Pri tome se mode pokazati, snalizom druge varijacije
dejstva 82W, da se ovaj uslov stacionarnosti za dovo!;no merli vremenski interval (o, ty)
uvek svodJ. na mmimum dejstva. -

Postavime sad obrnut problem: od svih funkcija q;==1£(t} koje zadovoijavaju uslove 8@1(t;}*‘"_'::. .

=0 i 3qi{ty)=0 nadi one za koje je Hamilton-ovo dejstvo stacionarno, t. za koje je
8W=0. Tada varijacija dejstva zbog navedenih uslova opet ima oblik (10.36), a da bi
ovaj izraz za ma kakve vrednosti 8qu bio jednak nuli, zbog nezavisnosti vatijacija Sq;
svi keeficienti uz njih u gornjem izrazu moraju biti jednaki nuli

d ¢L dL
dt éq: dq;

. Dakle, Hamilton-ov princip 1 Lagrange-eve jednatine lza scsteme i sa porencz_;a!mm .u!amm

su medusobno ekvivalentni, 1. Lagrange-eve Jednacme odredu;u upmvo orzc funka;e q;(t) za
]20]8 “Hamilton-ove dejstwo pri do'uoljno walom vremenshom intercalu (to, &) ma minimal.
- wrednost.

Razmotrimo jo§ dve Lagrange-eve funkcije L{qy, 41, £) 1 L'(qi, 41, t) koje se razlikuju
totalndm izvedom po vremenu bilo kakve funkeije koordinata i vremena

L7 {as, i y=L(qs, 41, t)+”é“t“ fla,t) (12.38)
Posto su Lagrange-eve jednacine ekvivalentne Hamilton-ovom principu, izratunajmo dej-
stvo koje odgovara Lagrange-evoj funkeiii I

HY df
S L dt——SL dt-+ g Za,
Ta 10 to

" odnosno
W =W+ (@, 1) —F (@®, to) {12.39)

Pri variranju otpadaju, na osaovu uslova (12.23), dva poslednja Zlana, take da se uslov
8 W’'=0, koji izraZava Hamilton-ov princip, poklapa sa uslovom §W=0

5 W' =3 W=0, (12.40)

te se 1 odgovarajude Lagrange-eve jednadine pokiapaju. Odavde vidimo da su sve Laegran-
ge-eve funkeije kafe se razlikufu totalnim {zvodont po wremenu bilo kakve funkeife poloZaja i
vremena medusobno ekwivalentne, . daju iste Lagrange-eve jednadine,

12.5. Maupertuis-Lagrange-ev princip

Ako :"s? siste_m k‘onzervativan i to teko da se kretanje | na zaobilaznom puta vrdi sa istom
energijom, imacemo
T+ U=E=const, 3 E=0 {12.41)
Tada se Lagrange-eva funkeija moZe napisati u obliku
LeaT—U=T - AE-T)=2 T-E,
pa Hamilion-ovo dejstvo bide

1 & o
\vmg Ldt=5 2Tdt—ESdt

ta 1 to
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ili krade
We=W1—-E{t1— o), (12.42)
gcfé smo uveli oznaku . ' U ; 7'
t1

W;=S 2T dt (12.43)

to

To je tzv. Lagrange-evo defstve, a Hamilton-ov princip se transformile u
EW=3W,~(1—1w) § E=0,

$to se s obzirom na uslov 3E=0 svodi na

191 .
aw;EsSzTcsmo (12.44)

o

Prema tome, ako je sistem konzervattvan 7 kretanje na zaobilaznom putu se vr¥ sa istom ener-
gijom, Lagrange-evo dejstvo duf pravog puta ima stacionarit vrednost. Ovo je Maupertuis-
Lagrange-ev princip, za koji se mode pokazati da vaii i u opiujem obliku

Cu . o
A S 2T d1=0, (12.45)

1o
gde je A totalna varijacija, definisana obrascem ($2.25), pri demu se varira i vreme.
U sluéaju jedne Zestice ovaj princip moZe se formulisati i u drugom obliku, Naime, tada
se 2T di mofe napisati kao

2T dt=mvidt=mv-vdt=p-ds,

gde je p impuls festice, a ds==vdt element predenog puta, pa Maupertuis-Lagrange-ev
princip (12.44) dobija vid

Mz

3 S pds =0, (12.46)

Mo
gde su Mo i M, potetne i krajnje tatke putanje. Ovako formulisan princip pokazuje ka-
ralkteristiénu formalnn sliZnost sa tzv. Fermat-ovim principom geometrijske optike, o
kome ¢emo govoriti u elektrodinamici, ¥to ukazuje na analogiju izmedu mehanike i geo-
metrijske optike.

12.8. Teorema Emmi Noether

Pomodu Hamilton-ovog dejstva moZe se ustanoviti jedna opita veza izmedu transformacija
koje ostavljaju dejstvo invarijantnim i zakona odr¥anja. U tom cilju posmat_ra}mo ma kakvu
nepmk).dnu transformaciju generahsamh koordmata

- T T qi (@ & s) (i=1, 2, ...,n), (12.47)

koja zavisi ed nekog beskunatno malog parametra z i pretpostavimo da se ovaj sistem
jednadina moe rediti po starim koordinatama q: Postavimo jo§ uslov da za £=0 ova
transformacija prelazi u identiZnost

a'{gs 1 O=a . (12.48)

Vil
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I'oz:smara;'mo sad razliku generalisane koordinate qi za € 0§ ¢ =0 i oznadimo je
sa ¥

S*q=ay’ (qu, t; 3}441’ Qo t, O) © 7 - T (12.49)

lS)vako definisana varijacija ne odnosi se na zaobilazni put, veé na promenu generalisane
oordinate i j

" lzazva.r‘:u promenom parametra s, te ne zadovoljava uslove (12.23), Ako funkciju
ai'(qe, 4 €) razvijemo u Taylor-ov red u taki ¢==0 i zanemarimo vife &lanove, ima-
femo

@ (gt e)=q (qk,t.0)+a(9~3i~) +ee,
de Jimp

fime dobijamo

dqy
* qlze(——‘;‘;‘)zmo {12.50)

Odgovarajuéa varijacija Hamilton-ovog dejstva, koja je u opftem sludaju odredena obras-
~cem (12.35), kad su zadovoliene Lagrange-eve jednadine imade oblik

5 . th
3*\‘7: Z?fl‘s* Ql s
il 04 ite

Sto se u nafemn sludaju na osnovu prethodnog obrasca svodi na

e wae] 3 2F (250)
Tis] 0dr \ d¢ fe=o

£t

12.51)

Lo

Postavimo sad uslov da dejstvo ostaje invarijantno, tj. da je 5% W==0

i&(aqx') 2, 0L (dqy
i 0du\ de Je=o ( )g

t o =1 31\ 0e
f)daide. zakljutujema da zbog proizvoljnosti to 1 t1 posmatrane] transformaciji odgovara
jedan integral kretanja ‘

»

=0 ity

i: JL foqr ‘
el e =const
1 53 \ D¢ Jemo ] (12.52)
Prema tome, svakej neprekidnoj tm&fazﬁacij-i koordinata sa jednim beskonadng malim pa-
ramgtron pri kojoj Hamilton-ovo dejstvo ostaje invarijantno odgovara gjedan prvi integ-

rai iagrange—evih jednadina. Ovaj stav naziva se teorema Ewmi Noether i igra veliku ulo-~
qu u klasino 1 kvantnej teoriii polia,

Il_ustrac%je radi, posmatrajmo translaciju izolovanog sistema Gestica du? X ose za besko-
nadno maln velidinu =

Xy'=Xyte Wy =z (12.53)

postavimo uslov da dejstvo pri tome ostane invarijantno. Kao $to smo ranije videli, ova
transfon}rzaci}a karakterife homogenost prostora u inercijalnim sistemima referencije:koja
se saﬁto;] u t‘ome da osobine izolovanih sistema Zestica pri njegovom paralelnom prenosy
mor:i].u ostati nepromenjene, Prema gore navedenoj Noether-inoj teoremi ovoj transfor-
maciii mora nepostedno odgovarati jedan intégral kretanja oblika (12.52)

N os1L (ax\:

R == COnst
ey 0%y oz )a.,—mo

10z
U ovom sludaju je dxy' /0 e=1 za svako ¢, paiza =0, a parcifalni izvodi O1.fd %y, pred-
stavljaju x-komponenie jmpulsa Myky, tzko da prethodna jedralina dobija oblik

3 Lo
> mugy=const . : (12.54)

y= |

Odavde vidimo da transformaciji (12.53) pri kojoi dejstvo ostaje invarijantne odgovara
kao prvi integral zakon odrZznja projekcije ukupnog impulsa sisterna na X-osu. Na sli¢an
nadin, polazeéi od drugih transformacija koordinata, mogu se dobiti i ostali zakoni edrZanja.

12.7. Smisao varijacionih principa

Hamilton-ov integraini princip, kao tipitan predstavaik varijacionih principa, pokazuje
izvesna preimudstva varijacione koncepcije. Pre svega, on u kompaktnoj formi sadrii u
sebi svu mehaniku sistema sa potencijalnim silama i u rjeru figuridu samo takve fizicke
velidine koje nisu vezane sa posebnim sistemom koordinata. Stoga je ovaj princip invari-
jantan w odnosu na bile hakve transformacije generalisanik koordinata.

Diruga karakteristika ovog principa sastoji se u tome §to se ont moZe profiriti i na sisteme
Koji nisu &isto mehanitke prirode, kao na pr. clastidne sredine, elektromagnetna polja,
poljz elementarnih Zestica. Pri tome se avaj princip formulide na sleded nalin: ako su
poznate jednafine posmatrancg sistema; Kao na pr.. Maxwell-ove jednadine elektromagnet-
nog polja, postavlja se pitanje da li se te jednadine mogu shvatiti kao Euler-Lagrange-eve
jednadine, koje izraZavaju staclonarnest nekog integrala. Ako je to mogude, to je odgova-
rajudi Hamilton-ov princip i tako shvacen princip mofe se primenjivati u raznim granarea
teorijske fizike: u mehanicl kontinuuma, termodinarmnici, elektrodinamici, teoriji relativ-
nosti, kvantroj mehanici i kvantnoj teoriji polja. Na taj nadin Hamilton-ov princip se mole
smatrati jednim opltim principom teorijshe fizike, koji objedinjuje razne njene grane u jednu
Fedinstvenu celins.

13. HAMILTON~-OVE JEDNACINE

13.1. Generalisani impuisi

Posmatrajmo opet sistem od N Zestica sa n stepend slobode dez veza ili sa idealnim holo-
nommim vezama i ma kakvim silama. Videli smo da su u tom slufaju najpogodnije dife-
tencijalne jednaline kretanja Lagrange-eve jednaline {1032 ) :

el ondir g (G=1,2,-+ -, 1M (3.0

koje predstavljziu sistem od n simultanibk obitnih diferencijslnih jednadina drugog reda u
odnosu na nepozpate funkeije qu(r). Postavimo sad pitanje moZe 1i se sniziti red ovih
diferencijalnih jednadina, tako da ovaj sistern diferencijainih jednadina drugog reda zame-~
nimo {zvesnim sistemnom diferencijalnih jednadina prvog reda. Ocevidno je da se to mode
postiéi samo na taj nalin da se broj diferencijalnih jednadina udvostrudi, dime se i
broj nepoznatih funkeiia takode mora udvostrudit, §to se mo¥e uraditi na beskonatno
mnogo nadina.

Posmatranjem Lagrange-evih jednaéina (13.1) vidimo da se tai cilj najpodesnije moie
postiéi ake za nove nepoznate funkcije uzmemo velitine oL[od4, koje demo oznaditi
12 g o
oL L .
Pps—— (iss1, 2,7« -m)y . (13.2)
a3 :
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Ovako definisane velitine nazivaju se generalisani fmpulsi, pr Semu svakof generalisancy
koordinati cdgovara fedan konjugovan (pridrufen) generalisand impuls., Medutim, generalisani
impulsi ne moraju imati dimenzifu impulsa, kdo $to ni ‘generalisane koordinate ne moraju
imati dimenziju duZine, Prema nadinu uvodenja generalisani impulst su potpuno ravnopravni
sa generalisanim koordinatama, a zajedno sa njima nazivaju se kanonshe promenliive.

Da bismo videli smisso generalisanik impulsa, posmatrajmo slobodno kretanje sistema i
za generalisane koordinate uzmimo pravougle koordinate &estica sistema. Tada imamo

wa |

1 N
L=T=Use D my (324 9324 58— U (% 1), (13.3)
pa su odgovargjudi generalisani impulsi
¢l alL L

=1ty Xy ~ =Ty §u, ;
O v X dyv v ¥u 33y

=My Zv, (13.4)

a to su komponente impulsa Sestica sistema. Dakle, u sludaju slobodnog kretanja sistema i
pravouglhih koordinata generalisani impulsi predstavliaju komponente impulsa estica sistema
{ u tom smislu generalisant impulsi predstavijaju generalizaciin pojma fmpulsa,

Sistem jednadina pj=5-_- (i==1,2,...,m)
Qs

Ispitajmo sad podrobnije sistem jednadina (13.2), koji definife generalisane impulse. Ako
posmatramo opiti slufaj kad uopsteni potencijal mode zavisiti i od generalisanih brzina
44, kinetitka enerpija sistema prema obrascu (10.17) je kvadratna funkcija,a wopiteni
potencijal je oblika (10.29), tj. linearna funkcija generalisanih brzina, koja se u sludaju
obifnog potencijala svodi na U(gy, t). Stoga je Lagrange-eva funkeijz n opitem shu-
&aju oblika

1 It 1 n n
LFTmV=;.Z Z A (.ii(.{k‘i“’z bxdr{-C—-Z o qi—p

. [E W T i=1 i=1
ili krate -
I I k1] n
L=— 3> 2 audidud D br+C, (13.5)
2 i=1 k=l i=1

.gde je by=bi—eay, C'=C--B. Generalisani impulsi, 1j. parcijalni izvodi L./ bide

tada linearne funkcije generalisanih brzina

n
pi= ) amdx+by’ {i=1, 2+ - -m (13.6)
k=1

To je eksplicitan oblik sistema jednadina (13.2), koje nam daju veze izmedu generalisanih
impulsa i generalisanih brzina.
Da bismo ispitali mogucnost redavanja ovog sistema jednadina po veliinama 4, ispitajmo
determinantu ovog sistema |an }. Ako pretpostavimo da je ova determinanta jednaka
nuli

law | =0,

to bi bio uslov da sistem homogenih jednading po dx sa istim koeficientima

1 qr=0 (=1,2,3...0) (3.7

|M:’

"
]
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ima relenja razlidita od nule 4y 3¢ 0. Ovaj sistem jednatina mode se napisati i u obliku
3Ty

BT

gde je T2 kvadratni ¢lan kineticke energiie. Polto je prema Euler-ovoj teoremi o homo-
genim funkcijama (11.7)

=0 (i#l,...n},

2 8T
Z =l §i=2Ty
=1 o

zakljufujemo da 1 T2 mora biti jednako nuli, $to je mogude samo tada kad su svi 44 jednaki
nul. Protivreinost ovih zakljudaka ofevidno pokazuje da nafa pretpostavka |aw |=0
nema smisla, te mora bit

o]zt 0 (13.8)

Tada se redavanjem sistema jednadina (13.2) po promenljivama E]i dobijaju redenja oblika

‘n
. qlw Z Cik pk"i“dj, (izi, 2,...11} (13‘9)
k=l

gde su ¢ i dy neki novi koeficient,

Prema tome, sistem jednaiing koji definife generalisane impulse u klasiénoj mehanici uvek se
mode refiti po generalisanim brzinama, te se generalisane brzine wvek mogu zameniti generg-
hisanim impulsima.

13.2, Primer

Uzmimo keo primer kretanje jedne &estice u ravni prikazano u polarnim koordinatama.
Tada je Lagrange-eva funkcija na osnovu obrasca (3.15)

Lm'I‘---Ux--;.-m(i-"‘—!w:3 3)-Ulr, o,0), (13.10)

pa su odgovarajudl generalisani impulsi

oL ! ol .
m———— ey, = e i B, (131D
Pr 3 : r De f’q: Q

pri ¢emu smo indeksom r odnosno ¢ ozna&ili odgovarajuce generalisane koordinate. Prvi
generalisani impuls ima dimenziju impulsa, medutim drugi nema tu dimenziju. Istovre-
meno vidime da se ovaj sistern jednadina zaista mofe rediti po generalisanim brzinama

1 1
c .1 (13.12)
R P e Y

Ispitaimo jo§ smisao generalisanog impulsa pe. U tom cilju posmatrajmo element povrsi
(sl. 13.1) koju opise vektor poloZaja r posmatrane festice u intervalu vremena (t, t4dt)

dS"—-é—(rx dr) (13.19)
Opisana povrdina po jedinici vremena, tzv. sektorska brzina tada je
d8 | de 1
t.
' e (13.14)



104
gde je M moment impulsa ave Zestice, Odavde vidimo da je sektorska breing uvek srazmerna
momentu impulsa Eestice.

P

U najem sludaju, prema slici vidimo da je, uz zanemarivanje beskonadno malih velitina
vifeg reda

81 131

1 i
AS e mp e p2
21‘ rdg 2r do,

pa je intenzitet sektorske brzine

ds 1 .. )
R (13.15)

Intenzitet momenta Impulsa prema obrascu (13.14) ada iznosi
ds -
M=2m—=mr? ¢
dt e
a W je prema drugom obrascu (13.11) generalisani impuls Pp

Po=mr? ¢ =M (13.16)

Pa]zle, pri kretanju Eestice u ravni generalisani impuls Pe predstaviia intenzitet momenta
impulsa ove Zestice. 1z tog razloga se moment impulsa katkad zove i angularni moment.

13.3. Hamilion-ove jednadine

Predimo sad na dobijanje trafenib diferencijalnih jednadina kretanja prvog reda. Ako
uvedermno gepcrahsane Impulse (13.2) kao nove nepoznate funkcije. Lagrange-eve jednadine
* (13.1) dobifaju oblik

o oL _ o
dt dq
ti.
" _..9_I,‘_+ x (i=1
piwaq1 Q* (i=12..m {13.17

:U‘ gvom vidu Lagrange-evih jednadina figuriu samo pivi izvadi nepoznatih funkeija g,
i pr. 8 druge strane, formirajmo varijaciju Lagrange-eve funkeije L (qi, 4y, t), koja prema
obrascu (12.34) iznosi

n 1]

i aL oL
SL= T3t Y g,
i; sa g{ PR (13.18)
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pa prema definiciji generalisanih impulsa (13.2) i Lagrange-evim jednadinama (33.17)
dobijamo ' )

SL= i (@3t Y piddi T3y
Posto je = B
P13 =8{p: G)—41 3 py,
prethodni izraz moZemo napisati u obliku
£ n - 0
L= Z (pr—Qui*} S qu--8 Z pi G- Zl qi 3ps,
jam ] i=1 =
a owda
n ‘ n n
S(Z psc'umL)=_Z dL8p+ Z (= ik Qu*) Bt (13.20)
iw] j=1 j=§

Odavde vidimo da je izraz u zagradi takav da je njegova varijacija linearna funkcija od
Sp: 1 Ba1, te ovaj izraz, koji oznafime sa H, mofemo smatrail funkcijom od svih genera-
lisanih koordinata, generalisanihk impulsa i vremena

n
H (qi, ps, )= Z o1~k (132D

fa=1
Ovako definisana fankeifa H{qi, pi, 1) naziva se Hamlton-ova funkeija.

Uvodeédi oznaku (13.21), mofemo relaciin {13.20) napisati u obliku

n n ' '
3H= D &idpi— ) (51—QNda (13.22)
jE

is |

Medutim, moZemo i neposredno formirati varijaciju Hamilton-ove funkcije, smatrajuéi je
funkcijom od promenljivih qi, ps it

&, 0H 8, 0H
3H-=- e B 2y e — &qu
gz: 1 O " :g: | o q
Poredenjem ovih obrazaca zakljudujemo da zbog nezavisnostd varijacija 3p1 i 3q: odgova-
rajuéi koeficijenti uz njih meraju bit medusobno jednaki )

dpt o0 H

dg oH
e (Y R i A ——
o

) - i=1,2,....n 13.23
oq dt dpt ¢ ) ¢ )

Ako su sve sile potencijaine, ove se.jednadine svode na

dpt oH dgr oHF i .
e Dy = =1,2..., 13.24
dt - o dt o ¢ " ( )

Jednatine (13.23) odnosno (13.24) nazivaju se Hamilton-ove fednadine it kanonske fednatine
kretanja i one predstavljaju trafene diferencijalne jednadine kretanja prvog reda sa nepo-
zoatim funkcijama () 1 p(t). i .
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1834, Veza sa Hamilton-ovim principom

" Poka#imo sad da si Hamilton-ove jednadine (13.24), kao i Lagrange-eve, ekvivalentne sa

s Ha;rgi!tdwov'im principom. Izratunajmo stoga varijaciju Hamilton-ovog dejstva (12.27),
koje prema obrascu (13.21) moZemo napisati i u- obliku . :

1 111
i n
W= det::j(Z i ﬁi—H)dt (13.25)
K o ju= ]

j\’arijacij‘a ovog izraza, s obzirom na to da je dozvoljena izmena réda operacija variranja i
integracije i da je Hamilton-ova funkcija oblika H(gq:, pi, 1), glasi

1 14

n n
SPImSI(Z P (’;1——1‘1) dt= fS(Z P (';rWH) dt
g EEY
t

] to
odnosno
f1
S & 2 0H 2
SWMI(Z P8 Gt fdpt— » —8q— 25 '
4 10} 3 dt 13,
f==1 f:nzl i;:; Zq i‘g:[ 3 pt P (13.26)

to

fiadf eliminisanja 344, svaki od integrala 4 prvoj sumi medemo transformisati na taj nadin
SFO. cemo»prvo izmenit red operacija variranja i diferenciranja PO vremenu, a potom izvr-
$itl parcijalnu integracijn

11 t tr @
3 &y dtes d | Ita
P10 gy dt= Pi'"&";“(s gy dtm | pr d (S qp= ' p[qu* - fsqldph
te to to w to

a poito prema usiovima (12.23) integrisani deo otpada, ostaje

11 11
S pzSc‘;;dt=—S prdq dt {13.27
te to

Tada varijacija dejstva (13.26) dobija oblik

ty

n
B . . ?H aH
SWe | 3 (—p18qu+q Spim—— Saqi— —-apy| dt,
=1 aq b Em

fo

ili posle grupisanja &lanova

i )
I H n c.
W= f{ (gu__a_. - . +{_aH s
' i; om 2 % bt P de (13.28)

QOvaj ob'r‘az.ac odreduje varijaciju Hamilton-ovog dejstva u funkeiji varijacija kanonskih
pro.mezﬂ)lv‘l'h: Ako sad podemo od Hamilton-ovih jednadina (13.24), neposredno vidimo
da IC. gomji izraz jednak nuli, &dme dobijame Hamilton-ov princip. Ako pak podemo od
Hafx}xlt'c.)n-ovog principa, 3. od zahteva da gornji izraz bude jednak nuli, zbog nezavisnosti
varijacija Sq1 1 8ps svi koeficienti uz njih moraju biti jednaki nuli, &ime dobijamo Hamil-
ton-ove jednadine, -~ -

igt

Dakle, Hamilton-ove jednatine § Hamilton-ov princip zg 5£§;gme;‘ 321';;: potencifalnint s‘flamé@
“su medusobno ekvivalentni, 1j. Hamilton-ove jednakine odreduju ba$ one funkcije qilt) i piD
za.koje Hamilton-ove dejstvo ima 'stacionarm vrednost. T e

13.5. Smisao Hamilton-ove funkcije

Zadr#imo se sad na Hamilton-ovoj funkeiji (13.21) i pokaZimo pre svega nadin njenog for-
miranja. Ako je formiramo prema samoj definiciji

n
H= Z pr Gi—L{q1, 45, 1),
ja=i
dobija se izvesna funkcija oblika f(qs, 41, ps, ). Medutim, prema samom nafinu uvode-
nja zakljudili smo da Homilton-ova funkciie mora biti izvaena samo pomodu generalisanih
koordinata, generalisanih impulsa { vremena t osnovni problem prelaska sa Lagrange-evog
na Hamilton-ov formalizam sastoji se u tome kako se gornja velidina moZe dobiti u funkeiji
navedenih promenljivih. U tom cilju treba podi od sisterna jednadina {13.2), koji u ekspli-
citnem obliku ima vid (13.6) :

pPi==211 14 o oo 810 datby’

= ' Qabe
pa=2az 1+ +agn Qa-+be (13.29)

Pnﬁanll 41+ ... +3oa Gatba’

i ovaj sistem od n linearnih jednadina refiti po generalisanim brzinama 4, éime se dobijaju
reienja oblika (13.9)

n
d1=9s (@, Pl )= D, o prt e (i=1,2, ... )
k=1

Kao 3to smo naveli, determinanta gornjeg sistema linearnih jednafina uvek je razlitita od

nule, te je wvek mogude gornfi sistem jednalina resiti po promenlffvama 4. Ako sad tako
nadena redenja za 4y uvistimo u Hamilton-ovu funkeiju, dobiemo

H=X Pt (g, P D—1L (Qi: P (qka Pis g, 0=F (qiy p1, 1), (13.30}

&ime smo ovu velidinu zaista izrazili 9 trafenom obliku, tj. u funkciji promenijivih i,
Pt it

Da bismo videli fizicki smisaoc Hamilton-ove funkcije, napomenimo da smo prema analizi
velitine (11.6) zakljudili da velifina H, koja se poklapa sa Hamilton-ovom funkcijom, poed
vrio op$tim uslovima predstavlja ukupnu energiju sistema. Ovde radije posmatrajmo opitiji
sludaj, kad je kinetidka energija ma kakva kvadratna funkeija generalisanih brzina i kad
site imajut potencijal, koji moZe zavisiti { od generalisanih brzina, Ako ih napifemo u obliku
{10.19) 1 (10.29)

T==Ta-+T1+Ts, V=V1+U,
Lagrange-eva funkeija bide takede kvadrama funkcija generalisanib brzina
L=L2+Li+Lo, o (1330
gde su La, L1 i Lo kvadratni, linearni i nezavisan &lan

Lo=Ts, Li=Ti—Vi, Lo=Ty—TU, (13.32)
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Hamilton-ova funkcija bice tada jednaka

n - . 11. -2 . e .
Hm'Z: pai—L= } 5o (LatLatLo) i=(atLatLo),
i =1

odnosne

g, el | o, 8Ly
He 2 St vy qi—Le—Li~Lo (13.33)

Na prva dva flana moZemo primenit Euler-ovu teoremu o homogenim fuakeijama (11.7)

2 2La 3, &L
= =21z ! fi=1.1,
pog I i-_z-| Qi ’
tako da se prethodni izraz transformife u
H=Ls—Lsg L3

Zzmenimo li jo§ ovde Lo i L i 3 ¢
o prema obrascima (13.32), konadno dobijame da je Hamil-
ton-ova funkeija u opitem shuaiu ' J e Hamil

H=T;~Ty+U (13.35)

Ako je hretanl;'.e slobodno ili sa stacionarnim vezama, kinetidka energija je homogena kva-
dratna funkcija generalisanih brzina, toko da tada vasi T=Ta, To=0, te je

H=T+U=E = - (1336)

Proma tome, ako su sile koje deluju na Jestice sistema bar delom potencijalne, q kreta

. . 3 I} - ] 3 i i
nje sistema slobadno 114 sa stacionarnim vezama, Hamilton-ova funkeija predstavija uku-
onu energiju ststema. Pri tome podvucing da u oveko definisanu energiju E ne ulazi celo

kupni  wopSteni potencijal, ved samo njegov &lan nezavisan od generalisanih byzina, koji
*

odgovara obifnom potencijalu i koji %ak swe zavisitd i eksplicitne od vremena

Irsztajm.o j.0§ pod kojim uslovima je Hsmilton-ova funkéija mtegralkretan}a U tomczlju
diferencirajmo je totalno po vremenu : :

d LT DM, oH
—H{q, p, )= — 1+ — prrpe—
dt i; dq ;; ap P ot ? (13.37)

pa zamenimo ovde 4y i p; prem”z;t Hamilton-ovim jednadinama (13.24)
L dH 8 aHM aH R e/ aHt i
o= =2 "_E(_Ma_lié o ya 28
frog WE LR o S 5 R WAL 1 at
odnosno .
dH aHi [ §
ot lo R 5 *q
e i; Q*ds (13.38)
Odavde vidimo da zko je dH/dt=0 i :.ZQI* C'h-':-*-=.0,§nt33gosredno dobijamo da je
H{a, py, t) = const (13.39)

_l?akle, ako Hamilton-ova funkeija -ne zavisi ebsplicitno od vremena .1 ako nema nepotengi~
| Jatnih oita {14 jo ber: 143, = 0, ona pradstanlia jedan,, Fiegral kretania, st se obic~
no poklapa sa zakonom cdrianja energife. Naime, ovakav sludaj . Imamo ako je kretanje sis.

109

tema slobodno ili s siaclonarnim vezama 1 ako su sve sile komzervativne, ali i u stufaju

kad imame nopdteni potencijal &l nezavisni &lan ne zavisi ekspli;citno od vremena.

13.8. Analiza Hamilion-ovih jednadina

Predimo sad na anatizu semih Hamilton-ovih jednacina (13.23), u kojima pretpostavljamo
da je poznata Hamifton-ova funkeija H{(qs po, t)

8l 2H :
dpr 3H o, 42 2R oy 2w
¢t aqy . Cdit 2pe

Oge jednatine predstavliaju sistem od 20 simultonih obiEnik diferencijalnih jednading proog
reda refenih po p1i Ay, v kojima su nepoznate Funkeife sve generalisane koordinate qs i svi ge-
neralisani impulsi pi, a nezavisno promenifiva vreme t, pri Zemu je broj ovih jednaling jednak
dvostrihom broju stepens slobode.

Pri primeni Hamilton-ovih jedna&ina postupa se na slian natin kao sa ngrange—evim jed-
natinama. Posle izbora generalisanih koordinata moraju se naéi odgovarajudi generalisani
{fnpulsi, a zatim na natin kako smo malo pre izloziti Hamilton-ova funkeija izraZena pomodu
generalisanih koordinata, generalisanih impulsa i eventualno vremena, Potom treba for-
mirati Hamilton-ove jednadine za svaku kanonsku promenljivu i refiti ovaj sistem jedna-
Zina uz date podetne uslove g 1 pig, Cime se dobijaju generalisane koordinate i gene-
ratisani impulsi kao funkcije vremena. Refenia ovih jednadina su jednoznadna, jer su
Hamilton-ove jednaline cksplicitno refene po izvodima najvileg reda, o je u saglasnosii
sa principom kauzalnosti. Ukoliko su veze stacionarne i sistem konzervativan, Hamilton-
-ova funkcija mofe se na¢i i na taj nacin §to se ukupna energija sisterna jzrazi u funk-
ciji generalisanih koordinara i generalisanih impulsa. '

ako su sve sile poteneijelne, u izvesnim sludajevina Hamilton—ove jednadine omogudavaju
neposredno nala¥enje prvih integrala, kac na pr. u obliku {13.39). Ukoliko Hamilton-ova
funkeiia ne zavisi ekgplicitno od jedne ili viBe generalisanih koordinata. tj. ako je

aH .
= =1, 2,.., 1), (13.40)
aqg
odgovargjuce Hamilton-ove jedpatine za generalisane impulse daju
d e
doe_ _2H o
di 3q1
a otuda .
p1 == CONST (iﬂi,_ 2y 0aay ) (13.41)

Posto je prema definiciji Hamilton-ove funkcije (13.21) 0H jagi== 0L joqs, iz uslova (13.40)
sledi da je u tom slufaju i 0L/équ==0, pa takve generalisane koordinate, koje ne ulaze
eksplicitno u Hamilton-ovu funkciju, ne figuridu eksplicitno ni u Lagrange-evoj funkeiji.
Stoga su one prema definiciji (10.36) ciklicne Foordinate, a odavde vidimo da svakej cihlié-
noj koordinati odgovara jedan proi integral oblika py = const. Hamilton-ova funkcija tada
postaje funkcija samo od n—r generalisanih koordinata i toliko isto promenljivih genera-
lisanih impulsa, &me je problem efeksivno sveden na problem sa n—r stepeni slobode.

Posmatrajmo jos slufaj kad dve odgovarajuce kanonske promenljive figuri$u u Hamil-
ton-ovoj furkeiji samo preko neke funkeije, na pr. fd1, po) To su tzv. edrufene kanonkse
promenljive, 4 Hamilton-ove jednadine za p1 1 & glase

: aH 5H &f . @2H 9H af
plﬁ""’"—.—= e e e e (13-42)

oq Of daqi’ B=yp 2f
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" "Deobom’ ovih jednadina dobijamo -
o Y
Py dpr o
TS
" opy
&ime smo eliminisali vreme, a otuda
-a—f dqr{-ﬂ dp1=0,
ag ap1
odzkle integracijom sledi kao prod integral
£(q1 p1) = const (13.43)

Medutim, poseban znadaj Hamilton-ovih jednadina le#i u sledeéem. Dok nepoznate funk-
cije u Lagrange-evim jednadinama -- generalisane koordinate odreduju samo poloZaj
sistema, nepoznate funkcije u Hamilton-ovim jednadinama — generalisane koordinate i
generalisani impulsi odreduju ne samo poloZaj veé i stanje kretanja sistema., Dakie, Hamil-
ton-ove jednaline neposredno odreduju mehaniche stanje sistema ¥ stoga one igraju veliku ulogu
u svim onim granama teorijske fizike kaje baziraju ma pojmu stanja sistema. Takav sludaj
imamo u statisti¢ko] fizici i kvantnoj mehanici, gde su ove jednadine od posebnog interesa.

Odgovarajuéa geometrijska interpretaciia moze se dobiti uvodenjem 2n-dimenzionog
Euklidovog prostora, u kome pod tafkom podrazumevamo svaki ureden skup

X=(q1...Gas Pi--- Pa} S (1344
i u kome je metritka forma definisana obrascem
n n
ds?= 3’ dqiz4 » dpt (13.45)
jmal jaul

Tako definisan 2n-dimenzioni Euklidov prostor naziva se fazni prostor i pomoéu njega se
mehanicho stanfe sistema festica predstaviia jednom jedinom tatkom, tzv. reprezentativnom
takkom u faznom prostoru, &fi je brof dimenzifa jednak dvostrubom broju stepeni slobode.

13.7. Primeri

1. Posmatrajmo kretanje neke Zestice pod uticajem sile F=1(r) ro, tzv. centralne sile

(sl 13.2), &ji potencijal Ulr) zavisi samo od rastojania od izvora sile. Ako za generali-

sane koordinate uzmemo polarne koordinate (r, 9, o), Lagrange-eva funkcija ove des-
tice s obzirom na obrazac (3.16) bide

1
LmT—Uﬂzm(i-z-i-rﬂ S2risint § oH-U () (13.46)

Formirajmo prvo generalisane impuise, ti. sistem jednaina (13.2)

aL . 2L . g1l
Px='a—i_*=mr H p3=’33—mmr2,9, p;;:*a”-;-.:mrz sin? &g,

dijim refavanjem po generalisanim brzinama dobijamo

1 N 1
" S A
mr? pe3 ? m r2 gin? 39@

=

Pr, §= (13.47)

k3
m
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Ako ove izraze vvestimo u Hamilron-ovu funkeiju (13.21), nalazimo

P2

mresin? H

Pr Po
=Dr I 3 o~ Le=pr —+ps —0 +
Heepr £4P0 § o o —Loope Tobpe —op 00

1 2 5* , P’
e (B2 B e g - + UG
2 m? m? 4 m? rd sint &

Mirv; ¢)

i
-3
M

5l 13.2

odnosno, posle grupisanja srodnih &lanova

ps? Py’
H= 24 :
2m (Pr r? + résin? &

)+ Ug) (13.48)

Formirajmo sad odgovarajuée Hamilton-ove jednadine (13.24). Prvi sistem jednadina za
ovaj slufaj plasi, imajudl u vidu da U zdvisi samo od 1

Uy B) 4
pr=r ar  mrd P9 sin2 § dr
. oH 1 potcosd
B e e e+ Ao (13.49
pe 3¢9 mr? sind & >
A : J

Poslednia jednadina neposredno daje kao prvi integral Py = const, §to odgovara inje-
nici da je  ovde ciklidna koordinata, a ukoliko je ova konstanta jednaka nuli, bice i pgy =
== const. Prugi sistem Hamilton-ovih jednadina bide

. m Pr
P
C MH (13.50)
3=M5;;m=mr2
JH  po
?T dpq;:mrzsinz«‘)



: O\ié.':}é.ciﬂ.aéiﬁé ;é ';;oldapajﬁ sa jednadinama (13.47), tj. ekvivalentne su definiciji genera-
lisanih fmpulsa, §to va#i I u opitem sludaju, dok su jednadine (13.49) ekvivalentne diferen-
'’ cijainim jednadinama kretanja, . 0 ) T . e

Ste istovremeno pokazuje kako se Lagrange-ev i Hamilton-ov formalizam primenjuju i
van mehanike. PokaZimo pre svega da je odgovarajuéa Lagrange-eva funkcija

1
Lm“i“mvz—c ot+ew- A), (13.51)

gde su ¢ 1 A tzv. skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog polia, koji zavise od po-
loZaja i vremena i povezani su sa jaéiﬂama elektridnog i magnetnog polja relacijama

“aA
Ee= —grad «pm“‘;:, Ba==rot A (13.32)

Uzmimo za generalisane koordinate pravougle koordinate destice i napifimo eksplicitne
Lagrange-eva funkciju

1 .
Lo oo (&2 F § 2+ 20 e ( Axt § Ay + 4 Ad), (13.53)

odakle se neposredno vidi da se ovde radi o u0p§ténom potencijalu. Odavde sledi

JL i4eA dL a@+ . 9 Ax _éAy_*_.r)Az
eTEE e T R e A
X * ox ax e(x ox 7 ox | ” ax )’

pa formirajmo Lagrange-evu jednadinu zz koordinem x
e e e 2 ) (13.54)

Imajudi u vidu da Ax{x,v,2,t) zavisi od t kako direktno 1ako i preke x, y, z, bide

dAx_an. 0 Ax | an._*_dAx
dc  ax ayy oz © " ap

te prethodna jednadina dobija oblik

m52+e( + ¥4 Z

an_ an_ ()Ax c)A: dCP
ox * ay 0z at

tz

e(_ 0hx 0By . b
*ax Y Tax %

odnosno posle sredivanja

.. g dA JA d A aA JA;
m:cme(——?g— x)-ﬂ:{i’( L x)——z' ( - ) (13.55)

at 2% oy dz ax

Ovu jednadinu, s obzirom na relacife (13.52), mofemo napisati i pomoéu komponenata
jatina elektritnog i magnetnog poija

m¥=eEx-te (¥ Ba— i By),

§to predstavija prvu od triju skalarnih diferencijalnih jednatina kreranja, kojima odgovara
vektorska

m¥weBELe(yxB) (13.56)

2,.Kao drugi primer navedimo kretanje naelektrisane Zestice u elektromagnetnom polfu, -
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Odavde vidimo da navedena Lagrange—eva funkeija (13,51} zaista odgovz?ra kretanju na-
elektrisane Zestice u elekiromagnetniom polju pod dejstvom Lorentz-ove sile sa uopdtenim

potencijalom : . . .
V=co—e(v: A) (13.57)

Generalisani impulsi posmatrane festice u elektromagnetnom polju prema definiciji (13.2)
bide

L.
oL . L. = =mitehs
me-;}-—;—:mx-}-&Ax, py_d?_my+e1\v, Pz 23 Z 2

fto se mode prikazati i vekiorski

p=mvteA (13.38)
Odgovarajuéa Hamilton-ova funkcija tada fe prema obrascu (13.21) imati oblik
) L o corev Ao
H=px x+py ¥ +pzz—Le=p-v— -z—mv —eqgtev

1 - 1 - é
==avi-4e A - v——z- myviteg—ev:- Am,—z—mv +en,

a eliminacijom brzine v pomoéu obrasca (13.58) dobijamo

- zL {p—eA(r 0} +er @y 113.59)
2m _

To je traZena Hamilton-ova funkcija naelektrisane Cestice u clektmmagn_etnom .polju, iz-
raZena pomofu vektora poloZaja festice, od koga zavise p I A, gez}eraizsanog impulsa i
vremena., Odgovarajute Hamilton-ove jednafine (13.24) imaju oblik .

“

) OH e 9A %9
P T PTG Tk
_‘__‘-?_I:__Iw__e_“(p__. A)g_é_e_a.g {13.60)
by dy m 2y ay
dH e 9A  do
Pz —-?z"‘“““‘CP"eA)az Y ]
kao i
oM 1
2 e o s e —& A
= m (p=x—¢ Ax)
5*=*9'~E—"-L (oy—cAy) Y, (13.61)
pr m
o 1
2= m—(pz-——-eAz)
dpz.

pri demu se mode pokazat da su jednadine (13.60) ckvivalentne diferencijalnoj jednafini
kretanja Zestice (13.56).

]
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13.8. Jednadine kretanja i Poisson-ove zagrade

.U tasnoi vezi sa Hamiiton-ovim jednadinama stoje tzv. Poisson-ove zagraﬁg, koije @iam
uvesti na slededi nadin. Pretpostavimd da su sve sile potencijalne, pa wolimo ma kakva
mehanifica veliding F koja je funkcija kanonskih provenliivik i vremena, tj.- oblika F(qi'

F=F{a, pi, 1}
i potrafimo njen totalni izvod po veemenu
oF | "Z aF . aF

i+ p Toprk 13.62
o Pt m:up1 gt ¢ )

Ako u ovom izraza zamenimo pyi 9 prema Hamilten-ovim jednaginama (13.24), dobijamo

4F _ T[2F oH oF oH) oF
dt dq dp Oom O at

i1

Posmatrajuéi prvi &an, vidimo da azko uvedemo oznaku

2 feu ov @du dv
mvl= 2l === | (13.63)
i=1 Fqs Eps dm 2 ’
prethednu jednadinn mo¥emo napisati u konciznom obliku
d¥ F, Hl + °r (13.64)
dr i 8t .
Jzraz (13.63) naziva se Poisson-ova zagrada funkcije u(as, p1, 1) 1 v{g: p1 ) 1 oznada-
va se i simbolima () ili { 1, a dobijena jednadina (13.64) odreduje totalni izved po vre-
menu ma kakve funkcije oblika F(qsps,t). Podto su pri ovom izvodenju koriSéene Ha-
milton-ove jednadine, poslednja jednafina je njima ekvivalenina, te se moZe smatrati
i kao oplta jednating kretanja * za sisteme sa potencijalnim silama.

Primenimo sad jednadinu (13.64) za dobijenje pogodnijeg oblika Hamilton-ovih jednatina,
Stavimo Y F=py, poito pi ne zavisi eksplicitno od vremens, imamo '

dp .
_&T‘;‘={px,H] i=12...n) - : (13.65)

Stavimo }i pak Fa=qy, pofto ni qs ne zavisi eksplicitne od vremena, dobijamo

da . o
——=[q,, H] (i=1,2...m) (13.66)
dt

Ove jednatine predstavliaju Hamilton-ove jednaline u obliku Poisson-ovih zagrada. One
imaju to preimudstvo §to su u njima formalno razdvojene generalisane koordinate i gene-
ralisani impulsi, naime prvi sistem jednadina sadr#i samo po jednu generalisanu koordinatu,
a drugi samo po jedan generalisan impuls. :

Analogija sa kvantnom mehanikom

Jednatine klasi®ne mehanike 1 ovom obliku pokazuju veliku formalnu slidnost sa osnov-
nim jednadinama kvantne mehanike, Ndime, u kvantnoj mehanici se pokazuje da u Heisen-
berg-ovom formalizmu, gde osnovni pojam predstavija dinamiZka promenliiva, osnovna
jednadina glasi '

4F

Ae
|l

1 . ., oF
= (P - —
& FH-AR+ o, C (367
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gde je T=h/2r redukovana Planck-ova konstanta, Qva jednadina odreduje kako se menja
sa vremerom dinamidka promenljiva prikazana operatorom  u ovom formalizmu i pred-
stavlja kvantnu jednaéinu- kretania, pri femu fI predstavija operator koji odgovara Ha-
milten-ovej funkeiji. Uporedujudi jednagine (13.64) i (13.67), vidimo da postojl formalra .
Borespendencija izmedu Rlasitne i kvantne mehantke

F-F, [F, Hl—vi-% (FA-AT), (13.68)

tj. dinamidkim promenljivama klasi¢ne mehanike edgovaraju izvesni operatori, a klasi¢nim
Poisson~ovim zagradama komutatori odgovarajudil operatora.

12.9. Osobine Poisson~ovih zagrada

Poisson-ove zagrade, definisane obrascem {13.63), imaju nekoliko vainih matematickih
osobina, koje se mogu proveriti neposrednim jzradunavanjem levih strana:

[g, fl= — {f, gl [f, c}=0 (1359)
) [t g1 €]+ ] } 1370
ff1 fa, g]-={:[fe, g]-+falf1, g}
8 af Bg ) " ’ :
—If, gl=|— = 13.7
a)E[f.gl [a[,g]+{f,at] {13.71)
If, [z, Bl ] + lg, fh, ] ) + L (6 gll =0 (13.72)

Poslednja osobina poznata je pod imenom Jacobi-eva fdentifnost. Dokazimo na pr. Zetvrtn
od ovih osobina

n a(f1_f2) 3g a(f], fa) ag.
[f1 fo, 8] = 2, — — pol £
&l e 2pr g 2w
pa na osnovu pravila o diferenciranju projzvoda sledi
B 7of, dg ofz dg ntofr og ¢fr odg
[fxfz,g]=fxz("——2~‘—“~ ———) B (e oy b
S\da op op1 das Si\ea ap pLoAqu
=11 [fz, g]+f2 {f1, g}

Izraéé.najmo sad osnovne Poissom-ove zagrade kanonskih promenliivih. Za promenljive
gk i p1 prema definiciji (13.63) imamo :
Do(dqr ¢m Ok ap;)
[, mmi; (aq;. o o 2wl
Poito ie dqe/dqu="S8u1, gde je Sy Kronecker-ov simbol, jednak jedinici za k=1 2 nuli za
ki, opfépi=3u | podto generalisane koordinate ne zavise od generalisanih impulss,
gornji izraz se svodi na

n
[gx, pil= Z e Bu,
jax 1
a ova suma jednaka je Kronecker-ovom simbole 8y

[ai P1l = Sk (13,79

e
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Na slian nadin, ako formiramo Poisson-ove zagrade ¢k i i, odnosno px i p1, dobidemo

ST ‘ [ @b =fpw ppt=0-. - .. (37

Od interesa su i Poisson-ove zagrade raznih mehani¢kih velidina, kao na pr. komponrenata
momenta impulsa M=rxp jedne Cestice

My=ypz~2py, My=ZDPx—XPzs Mz=XpPy—¥Px (13.75)
Ako za generalisane koordinate vzmemo pravougle koordinate posmatrane &estice, Poisson-
-ova zagrada od My I My bice
Mz oMy OMx oM, OoMx oMy

My]= - -
M M o~ ope 0% T 3y dpy

oMz My OMx 0My OMs: 0My

dpy ay dz 691_ apz dz

Nz osnovu obtasca (13.75) prva Cetri Cana otpadaju i ostaje
[Mx, My]={—py} (—3)—¥px=Ma,
pa ciklicnom permutacijom dobijamo i ostale dve relacije
[Mx: Mv]=Mz; [My, le=Mx; [Mz, Mx]=My (13.76)

Odavde zaklinfujemo, poredenjem sa osnovnim Polssen-ovim zagradama {13.73) i (13.74),
da se wma kofe due komponente momenta tmpulsa ne mogu uzeti za konjugovane kawnonske pro-
menbitve, te se za neki dati skup generalisanih koordinata g moZe uzeti samo jedna kom-~
ponenta momenta impulsa za konjugovani generalisani impuls,

13.10. Integrali kretanja

Ispitaimo sad shufaj kad neka funkcija oblika F(qi, ps, £ ostaje stalna u toku vremena

F(a, py 1) = const; 3.1
4. kad je
< o (13.78)
=l o
dt

Takve funkcija kanonskih promenljivih F(gi, p, t) koja se ne menja u toku vremena
nazive se prof integral kretanja ili konstanta kretanja. Tada prema obraseu {13.64) vidimo
da je u tom sludaju

oF
[F, Hi+ *é—; EYIR {1359

Dakle, svaka honstanta kretanja mora zadoveljavatt uslov (13.79), kofi predstavija potreban
i dovoljian uslow da neka mehanitha velitina bude integral kretanjo. Ukoliko pored toga
funkcija F ne zavisi eksplicitne od vremena, prethodni uslov se svodi na jednostavniji

iF, H] = 0, {13.80)

tj. ako konstanta kzetanja ne zavisi eksplicitno od vremena, njena Poisson-ova zagrada sa
Hamilton-ovom funkeijom jednaka je nuli. Na pr, ako Hamilton-ova funkeija H ne zavisi
eksplicitno od vremena, podte je [H, H] =20, ona & biti konstanta kretanja, $to je
u saglasnosti sa raniiim zakljudkom dobijenim iz obrasea (13.38).

i17

Poisson-ova fcorema

Dokafimo jod jedan stav, koji nam kazuje kako se iz dva poznata integrala kretanja moZe

. dobiti_ tredi. Neka su f{qupy,t) i g(qn,pi,_tﬁ dva integrala kretanja: koji;mor-aiu ;;aqovo-

YJavati uslov (13.79)

af dg ;
— = e H]==0. (13.81
> +1f, H]==0, Iy +1g,H] 3

Da bismo ispitali da 1i je 1 njihova Poisson-ova zagrada [f, g] integral kretanja, for-
mirajmo njen parcijalni izvod po vremenu, koristedi osobinu (13.71)

2 af o8
il | £, =1,
a1 bl [a:’g]+[ at]

af
pa zamenimo ovde — i g iz uslova (13.81)
ar ot

216, g1 16 L g1+, —(5, BT 1=~ 0 1) 6 s )

Desnu siranu mofemo transformisati na osnova Jacobi-eve identiénost -(13.72), prime-
njene na funkeije £, g i H ’

I, [g H1] + (g, [H, 1] + [Hi [fg]1 =0 (13.82)
Qdavde sledi

—If, [g H]] ~ [g, (B, £1] = [H,{f: g} ] = — [ (6L B}
pa prethodna jednalina doi}iia oblik

f;[f,giﬂif,g], H]=0. _ C(13.83)

Prema tome, ako su f(ds, P, ) ¢ g(Qu pu ¥) dve integrala kretanja, nfikova Poisson-ova
zagrada [f, g} bide takode integral kretanja. Ovaj stav naziva se Poisson-ova teorema. Pri
tome mogu nastupiti trl sludaja: &) integral kretanja [f, g] je identithi Jednak nuli, b) in-
tegral kretanja [f, gl je posledica integrala f § g, ¢} integral kretanja [f; 8] je novi integral,
nezavisan od £ig. Pri tome treba imati u vidu da se novih integrala kretanja mole
dobiti najvize do ukupnog broja 2n integrala kretanja.

Ako imamo k integrala kretania
f1(qu P V=C1, fa(an Py =Co ..., fie(Qs P )= Cu (13.84)

takvih da su sve Poisson-ove zagrade od funkcija fili=1, 2, ..., k) ili identitki jed-
nake nuli ili konstante koje su posledica ovih integrala, ovakav sistem integrala naziva se
zatvoren. Tako na pr. ko su dve komponente momenta impulsa integrali kretanja, njihova
Poisson-ova zagrada, koja je prema abrascima (13.76) jednaka trecoj komponenti momenia
impulsa, predstavijade takode integral kretanja, koji je posledica prva dva integrala, U spe-
cialnom stutaju, ako je zatvoren sistem integrala takav da su sve njihove Poisson-ove za-
grade identihi jednake nuli

f,fil=20 G, =1, 2y v..s k) (13.85)

katermmo da je ovaj sistern integrala kretanja u énvolucifi, MoZe se pokazati da ako znamo n
takvih nezavisnih integrala kretanja, ostale moZemo uvek dobiti kvadraturom.
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13.11. Generalisane Hamilton-ove jednadine

Opisan Hamilton-ov formalizam moZe se generalssau ina sluéa; kad Lagrange-cva funkcija
zavisi od izvoda proizvolinog reda’ - ‘ - .
L=L(q,qn§s..., @0, (13.86)

Takvi sistemi, kojih nema u klasi®noj mehanici, od interesa su ut izvesnim oblastima teorij-
ske fizike, kao na pr. u elektrodinamici. U tom sludaju za sisteme sa potencijalnim silama
iz Hamilton-ovog principa (12,37) uobidajenim postupkom proizlaze generalisane Lagran-
ge-eve jednadine

oL d 2L 4L @ L. .
B Tdr 341 aqr | ae dr aq +{ml)sc§; :}1;;}_ =0 di=12... ) (1387
Uvodedi pojam tzv, funkcionainog izvoda za funkcionele oblika
b
= Sg’ ey, e, i), x) dx,

4

gde je yi=yi (x}, a yi'=dyl/dx, obrascem

2 2GS 2G e 0 13.88
Symy  awimy | dx 8 ymel) DT . aym’ (13.88)
gornje jednaline (13.87) mofemo napisati i konciznije
|51
W
2 (), W=\ L dt (13.89)
Faqu

o

Pokudajmo sad da ove Lagrange-eve jednadine, koje predstavijaiu sistem diferencijalnih
jednalina 2s-tog rede, zamenimo ekvivalentnim sistemom diferencijalnih jednadina prvog

reda. U tom cilju smatrajmo, pored generalisanih koordmata i 1 njihove izvode.desre-
da $—1

m—%
qﬂm_i)z_—

G {m=12,...,8)

dtm—'l
novim funkcijama, pri demu pod nultim izvodom podrazumevajmo samu funkeiju i defi-

nifimo ‘odgovarajuée generalisane impulse obrascem

3w
8 qytmy

Plym== (m=1, 2,..., 8), (13.90)

koje prema definiciji funkeionalnog izvoda (13.88) moZermo napisati cksplicitno u vidu
dL d oL ‘ ds-m g1, 3Cm di 2L
e 4o b (—Iym = Z - )—
oql™  dtdqgym+y dis~m & qpsy S dtd o ¢y ey
(13.91)

U uobzéajenam siudaju, kad je s=1, indeks m moZe uzeti samo vrednost me=], te 5¢ ovaj

izraz svodi na obian generaliseni impuls p1=0L/3Q;. Ako uofimo poslednje jednadine
(13.90) za m=s, koje su oblika

Pifm =

aL .
s = fiy (qQy, 8u, ..., Q9 t
Pifs 7 Qe ts (e, S Qx , ) t3.92)

(i=1,2,--.,n}

11%
i pretpostavimo da je
! 2pifa
{0qu® -
gornji sistem od n jednalina mode se rediti po pajvifim izvodima
G =015 (Dkjts  Qity« - -5 QD 1), {13.93)

&ime se omogudava prelaz sa Lagrange-evog formalizma na odgovarzjudi Hamilton-ov.
Formirzjimo sad, po analogiji sa obiZnom Hamilton-ovom funkecijom (13.21), izraz
. . |
H (quo-, pym, = ) Pim™ L. (13.94)
i=1 mml

Njen totaini diferencijal bice

n

1] 3 aL
i Piym dgi® A+ Z Z Qi dpym — Z ‘a—q—}dqr—

m == | fel me=l
i s
i=1 m=1

odrosno, posle grupisanja

EIM;-,,

) — 2 -——dt
{m
dq1 at

. i = |
i=1 m=1 =t = (12.95)
oAt 2L
- Z e dgqy — — dt.
=1 dq; @

Poslednji &lan u zagradi za m=s na osnovu obrasca (13.92) jednak je nuli, a ostali se svode pa

d: - 3L oL
tj g (i+m) & qulm

[: R
Pipan aq P == Z (

aL

Zal (-1 ﬁ 8 qutem "

S druge strane, imamo

s—{m+1) di-t dL

- BTV Pyt )
P igo ¢ }dtl 3qx(‘+’“+1’ ,Z:l( 7 que & gythm

a otuda

‘Ep*f L Z (13.96)

fro dt5 aq;umx
Odavde proizlazi da je za m <s
Pl B4 AL
Pifm = D (= I e
. aqﬂm’ ' i=}- dﬂ 3(11 + ]

= Bryme1,
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pa izraz (13.95) dobiia oblik

n os—i

. ! o oa [ o
dH=— 3> 3 pymada®d 3 3! g dpim—
i=1 me=1 i=] me=l
(13.97)
L. L.
— Z ~—dq; — —dt
=1 % 2

Da bismo u ovaj izraz uveli Lagrange-eve jednadine (13.87), napifimo ih u obliku

L. d{oL d oL ds-1 AL .
SRR Srarenlt I M .+{_1)s—1 T =D
oqi drlegy dt 04: des-1 J g
pa prvi i treéi &lan moZemo skupiti zajedno
i 321 n ] JL
dH = — Paymerdquef qe™dpym — —— dt
i=1 m=0 ' ig; mZm! a1

ili, preformulisanjem prva dva &ana

n s o s

- oL
dH = — By dgitnmb 4 b m-1y d  de. 13.98
i; mz-a:l Difm UGs E § g8 Piym ot { )

i=1 mu=}
Odavde vidimo da se Hamilton-ova funkcija moe smatrati funkcijom oblika
H=H{qy 45 ..., a5, pyy,Pya - .., Pysbs {13.99)

§to se postiZe uvritavanjern funkcija (13.93) u izraz (13.94). N2 osnovu ovog zakljudka
neposredno imamo

n 3 a .

dH aH
dH = &qt(m,.,],) + d L 28 dt
1;; me=d 0 qum-h ig; mli:! Pym Pifen at ?

pa uporedivanfem odgovarajuéih koeficijenata uz iste promenljive debijamo

) oH S JH.
Ptfmm — Gin-De=
dq;(m._ly’ Opitm (13.100)

(i=1,2,..., 15 m=1,2,..., s)

To su odgovarajule generalisane Hamilton-ove jednatine za sisteme sa Lagrange-evom funk-
cijom oblika (13.86), koje se svode na ucbitajene za s=1. One predstavliaju sistem od 2ns
diferencijalnih jednadina prvog reda sa isto toliko nepoznatth funkeija

g, 45 4, ..., gile—1}
DU/1s P12 Perss - - - 5 Pifss

koje ovde jgraju ulogu kanonskih promenijivih. Za ovake formulisan Hamilton-ov forma-
lizam mogu se definisati i odgovarajuée generalisane Poisson-ove zagrade i pomodu njih
se mogu izraziti Hamilton-ove jednadine kao i kriterijum za konstante kretanja.

13.12. Degenerisani sistemi

Dosad smo razmateali prirodne mehanicke sisteme, koji se karakterifu time da je.njihova
Kineti¢ka energija kao i Lagrange-eva funkcija kvadratna funkcifa generalisanih brzina.
Za takve sisteme smo pokazali da je sistern jednadina (13.2), koji definife generalisane
impulse uvek mogude rediti po generalisanim brzinama, 3to omoguéava prelaz sa Lagran-
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ge-evog na Hamilton-ov formalizam. Medutim, podto se ovi metodi mogu primenjivati i
e o - - w .y

van klasizne mehanike, od interesa je prouditi i opit sludaj, kad Lagrange-eva funkcija

mode biti bilo kakva funkeija generalisanih brzina i 1tada se moZe desiti da se ovaj sistem

. jednadina i ne mo¥e refiti po generalisanim brzinama. Takav slucaj imamo kod nekih

kontinuiranih sistema u fizici, kao $to su elektromagnetno polje u Maxwell-Lorentz-ovoj
teoriji i gravitaciono polje u opéto teorlji relativnosti. Sisterne ove vrste prvi je proulavao
Dirac (1950) i oni se po njemu nazivaju degenerisani sistemi.

Da bismo matematidki formulisali ovakve sisteme, navedimo jedan stav iz matematicke
analize. Ako imamo na pr. dve jednaline oblika

u=f1 (%, ¥) v=1z (%, ¥} (13.10D)

i ako je njihov jakobijan (funkcionalna determinanta)

I du ‘355]
dx 3y
Ass Y! (13.1023
ov a_vl
ox dy !

razlizit od nule, gornji sistem jednadina moZe se rediti po promenljivama X iy

x=gq1(u, V), y=g2{u, v}

Medutim, ako je ovaj jakobijan jednak auli, gornji sistern jednadina se vife ne mofe rediti
po x iy, a izmedu funkefja v i v postoji izvesna zavisnost oblika

F (u, v)=0, (13.103)

koja ne sadr¥i ekspiicitno x i v. Ova teorema vaii i zko imamo viSe jednadina (13.101),
samo u tom sludaju ima toliko relacija oblika (13,103} koliki je stepen dzgeneracije odgova-
rajuéeg jakobijana i ako je rang najviSeg minora razli¢itog od nule jednak R’, stepen de-
generacije biée R=n-—R"

Primenimo li sad ovaj stav na nad slucaj, dolazimo do sledeéih rezultata, Sistem jednadina
{13.2)u opitem sluZaju ima oblik

al. .
=0 (@, 4u D
g

_________ (13.104)

2L
Pa= === fn {Q1,41 1)
dGn

gde sad na desnoj strani mogu biti ma kakve funkcije ravedenih promenljivik, éto"zavis?
od oblika Lagrange-eve funkcije. Ako je jakobijan ovog sistema jednalina jednaka nuli

Y 2 - P (13.105)
3y 24 04y | .

prema navedenoj teoremi izmedu funkeija s leve strane jednadina (13.104) posteji toliko
relaclja koliki je stepen degeneracije jakobijana

Dp (s, qu, =0 =52 ..., R) (13.106)

pri femu ove relacije sadrfe i generalisane koordinate i vreme, koji figuridu u jednafinama
(13.104), kao parametre. Sem toga, same diferencijalne jednadine kretanja, za koje se u
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?vom sludaju moiel pokazati da se neke od njih redukuju na diferencijalne jedradine prvog
i :3ultc3g red:a_, kao i zahtev da sve ove relacije (13.106) budu oduvane u toku vremena iza-
rafen ;cdnacu}ama de,[dtm'O, -mogu dovesti do izvesnth depunskih relacija gornjeg tipa

%s (P1gs 1)=0 (6=1,2, ... S,

koje sve zajedno napidimo u obliku

By (p1 qs 1) =0 (B=1 2, ... R+8) (13.107)

I‘).a bism-o izveli Hamifton-ove jednadine za ovakve sisteme 1 kojima dejstvuju samo poten-
cijaine sile, pedimo od varijacije Hamilton-ove funkeije (13.20), koju napiSimo u obliku

o 0 Ho 2 0 H a n
§Ho= 3 —8pi+ ) ——gq= 3 g >
i=1¢p Pl”i”im‘ dqu da ,'Z leplagml p:das

gde smo ovde sa Hy oznadili odgovarajuéuy Hamilton-ovu funkeiju, u kojoj su climinisane

gcnerz‘lfxsane bfzme uz pomot relacije (13.106). Medutim, sve varijacife 8p; i Sq; nisu
sad vife nezavisne, one su vezane uslovima

< 0 O 3, 80p
2 Epit Y 8 g
Loop P 1;1 aaq 5 qi=0, : (13.108)

!;o;e- dobnan}? v.a‘riran_jem' jednaéing veza (13.107). Ako ove-jednadine pomnofimo neodre-
enim mnoZiteljima 23 1 saberemo ih sa gornjom jednadinom za & Ho, dobicemo

By 0Ho L aH n B
— 8 pi+ et § Qo G ; 0
o= § &ps I tmzl 2q; @ i; Qiapl-r. jz= 1 pl&qi—f—
R+5 n .
aep o 80
+ 2 %) ) —Epit ) —Paq, | =0
é=l (;:; ap: ,-;i g ¥

odnosno poste sredivanja

LfeHe RES amy LI EYE ¢
= 3 g g il
Z (3CIi Z B Py, +ps)3qi+ Z( +

oy p=l i=1 \@m
Ris . (13.109)
+ Mr—=us Q1] 8 ;=0
& ap 4q ) P:

i?-ibe;?ﬁ s'ad (%{‘—:w S z.modrec!enih mnoiitelja ).5 tako da svi koeficienti uz zavisne varija-
e, Kojih ima isto toliko, budu jednaki nul. Tada precstajii samo nezavisne varijacije,

pa da bi tako dobi?en izraz i ek bio j i i ici
jed ] ]Ednak nuh svi koefi i i j iti
., A . i] v 3 SV clenti uz n}lh m?ra]? Itakode bltl

8H, R*'S) 285

PAos e
aq [} ¢ 2qu
, (iél. 2...m {13.110
. 2H, #iS 2B
Gi= = 3 g
ep (3; ® o

3‘; asz(ll ;rigene Hann{zon-fwe Jednatine za degenerisane sisteme, koje zajedno sa jednadinama
-107) odreduju njihovo kretanje, MoZemo lako nadi i odgovarajucu opit: jedradinu
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kretanja, analogu jednadini (13.64), polazedi od obrasca (13.62) i zamenjujudi G, i P1 prema
gornjim Hamilton-ovim jednadinama
i 6F L8F ., @F & ma_g_(a_}_xo_

gt 3! o prok ==
UT Lo P ar A& g\ am

7505 208, 5 2K (ot ST g 228} 2F
Bmtla,apf Lioem\ ea g2 2ar] 2

Fosle grupisanja srodnih &lanova imamo

AE_ 3 (9F oMy OF )RS5, G (2% 00
de & \ow o dp daf (5 ? =i\da op
JF 0@\ OF
—i= =,

dm dau at

.ito se prema definiciji Poisson-ovih zagrada (13.63) moZe napisati u oblikur

d4F RS ~ 9F
— € T
= {F, Hol-+ a;; »s (F, Op]+ 77 (13.110

Ne ulazeéi dalje u Hamilton-ov formatizam degenerisanih sistema, navedimo samo neko-
tiko rezultata. Zbog toga §to je rang jakobijana (13.105) manji od n, pokazuje se da se svi
mnoZitelii Az ne mogu odrediti, izvestan njihov broj-ostaje proizvoljan. Usled toga u opitej
jedmagini kretanja (13.111) preostaje izvestan broj provzvolinih funkeija, o znall da poletad
uslovi ovde ne odreduju jednoznadno dalje kretanje sistema. Sem toga, ova poslednja &i-
nienica omoguéava da se izvedi efektivna redukcifa broja stepent slobode, koja se moZe izvesti
na taj nafin to se opita jednadina kretanja transformiSe u oblik gde preostaju samo nave-
dene proizvoline funkcije u vidu mnoZitelja. Ekvivalentan rezultat moZe se dobiti i uvede-
njern Dirac-ovih zagrada, koje predstavljzju generalisane Poisson-ove zagrade tako defi-
nisane da u njima otpadaju parcijalni izvodi po zavisnim promenljivama.

14. KANONSKE TRANSFORMACIE

14.1. Formulacija kanonskih tranformacija

Posmatrajmo sad izvesnu transformaciju stazih kanonskih promenljivih qu i pr u nove funk-
cije Qi i Py . .
Q=Q (g P Pi=Pi(qw po D G=12....,8 (4D
i pretpostavimo da se ovaj sistem jednalina mode refiti po starim promenijivama

Qi=qs (Qi> P, 1), pr=p1 (Qi> Pis 1) (i=1,2, ..., 1) (14.2)
za §to je potrebno i dovoljno da odgovarajuéi jakobijan bude razlidit od nule

I/} pevas Py ., P - -
Quueees Qi oo 7o) g (143

a(ql,---: Goy Plvss Pe)

bar za neke vrednosti promenljivih. Ako postoji takva funkcija

K=K (Qe P, 1)
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da Hamilton-ove fednadine (13.24) ovom transformaciiom zadrfavaju invarifantan oblik
I":—"—' . mp mem—— izl 2,.-. n, .4
. £ 3 Q[ Qi S { ’ )} (14 )
ova transformacija naziva se kanemske transformaciia,
PotraZimo sad uslov da neka data transformacija oblika (14.1) bude kanonska. Ranije smo

videll da su Hamilton-ove jednadine ekvivalentne Hamilton-ovom principu, koji prema
obrascima (12,37) i (13.25) mofemo napisati u obliku '

i<

Sf(g;lpi (‘li“‘“H)dtﬁO, (]4‘5)

to
a u novim kanonskim promenljivama Hamilton-ov princip glasi

31

n
SI(Z(H Qjmm) dt=0 (14.6)
Vfe= |
- to I
S druge strane, za ma kakvu funkciju F starih i novih promenljivih zbog poklapanja polo-
Zaja sistema pri pravom i zaobilaznom putn za t=te i t==fy bide

8 F (to) =0 3 F (1:)=0,
pa ¢emo imati

o

dF
8 "‘“&“E“ dt=3 {F (ti)wF(to)}WSF(u)m—S Frears

ta

tj. varifacija ovog integrala jednaka je
t:

JELI. y
de (147

14

Odavde vidimo da ée jednadine (14.5) i {(14.6) biti zadovoliene i ako se odgovarajudi podin-
tegralui izrazi razlikvju totalnim izvodom po vremenu uolene funkcije

< 3o aF

Z P i—H e Z PQi—-R+ —

=1 i1 dt
odnosno

n

n
2, Pt dgi—H dt= D! Pi d Q—Kdt+dF (14.8)
i=1 i=1

To je traZeni uslov da neka transformacifa oblika (14.1) bude kanonska, a ovako definisana
funkelja F naziva se generatrisa kanonske transformacije. Ako ovaj uslov napidemo i za druge
moguée promene kanonskih promenliivih za isto vreme dt

n n
2. P d q-Hdt= Y Py d’ QK de+d'F,

=1 f=1
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oduzimanjem ovih jednating, a imajuci u vidu definiciju pojma varijacije (12.22), dobijame
dregl, ekvivalentni oblik gornjeg uslova

n
3: pdq— 2 P3Q=3F 149
i=}

i=1

14.2, Tipovi generatrise

Poito jednadine (14.1) predstavljaju 2n veza izmedu starih i novih kanonskih pramenilji-

vih, od svih promenljivih qi, p1s Qi i P4 ima samo 2n nezavispih. Stoga se generatrisa
! i3 3

F moZe uzeti u jednom od sledecth tipova .

Fl (qia Qi: t); Fq (qh PEJ {)5 Fa (Ph Qi: t); F‘l (?1’ Pi) I) {14-}0)
Ako uzmemo prvi oblik generatrise, usiov (14.8) u eksplicitnom obliku glasi
n

Potto su promenkjive qi, Qu i t u ovom sludaju uzete kao nezavisne, odgovarajuéi koefi-
cienti na obema stranama moraju bitli medusobno Jedpaki

n D SF 30F, OF
= S Qut —dt (141D
o1 dq: —Hdt= _Zl Py d Q- Kdt+ ;l aqidqx-i- gj! G Q-+ 5~
1 e .

aF OF TUaR
= =Ppp——,  ~Hm K -
ot o 0 1+0Qx e
odnosno
d¢F
__6 ¥ | = __d 1 (i=1,2,...0); K=H - 1 (14.12)
p - 2 5Q; t

Ovi obrasci odreduju kanonsku transformaciju sa generatrisom tipa Fi(qs Qi 1),

Da bismo predli na drugi oblik generatrise, napisﬁmu uslov (14.11} u vidu

n . n n ‘
> p1dqi—Hdt=d ¥ P;Q1~—Z Q: d Pi—Rdt-+d Fy,
i=1

i=1 i=1
1j.

) n . n
i psdg—H di=— QldP;—Kdt+d(F1+Z PEQI) (14.13)
= i= .

i=1

1

Odavde vidimo da je jzraz u zagradi takav da je njegov diferencijal ]ineain? funkeija ::iifew
rencijala dqy, dPy i dt, te ga moZemo smatrati funkcijom od promenljivih g5, P1 i t

% -
Fa (qu P )=F1+ ) P Qs C (1414

j=1 .
Taj izraz predstavija generatrisu tipa Fe, a obrazac (14.13} tada u eksplicitnom obliku
glasi

n n R
Z P dagy—Hdt=— Z Q1dwaKd€+'§ié-&:dq1+

HE | f=1

(14.15)
n oF
L3 2E g
0Py at
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Pofto su sad promenljive qu, Pt i T nezavisne, uporedivanjem odgovarajuéih koeficienara
dobijameo

3Fy . am 9 ¥a

. O — Qb  —H=—K4—,
Pt dai QH_&Pt +ﬂt
odnosno
dF; 3 Fy 2 Fa
=T == {=1.2..., 0); K=H4{— .
P P Qs 3P, (=1 n) +37 (14.16)

Ovim cbrascima je odredena kanonska transformacija sa drugim tipom generatrise,

Odredivanje kanonske transformacije

PokaZimo sad kako se mofe nadl kanonska transformacija kad znamo generatrisu. Uzmimo
za generatrisu ma kakvu funkeiju oblika Fi(gr, Qu t), u tom slufaju kanonska transfor-
macija je odredend obrascima (14.12). Ako uvrstime funkcijz Fi u desne strane ovih jed~
nadine, parcijalni izvodi 0F)/dq i aF1/0Qu bide izvesne funkeije od promenljivih qs, Q
ity tako da ¢e prva dva sistema jednadina (14.12) dobid vid

Pr=01 (i, Qe 1)y " Pre=t (e, Quey 1) {=1,2, ..., n) (4.1

Refavanjem prvog sistema od n jednadina po velitinama 1, uz pretpostavku da je gene-
ratrisa Fp tako izabrana dz je

[ o pi
4 Qx

70 (14.18)
moZemo odrediti ove velitine u vidy

Qs=Qx (g, px, 1) (=1,2,..., ) ' (14.19)

Uvritavanjem ovih izraza u drugi sistem jednadina {14.17) neposredno dobijamo i veli-
dine Py - '

Py=Py {qx, px, ) (i=1,2,..., n) ‘ {14.20)

Dobijene jednadine predstavijaju trafenu kanonsku transformaciju oblika (14.1), pod us-
lovem da se ove jednadine mogu refiti po velidinama qi I pi. Staviiajn}ém ovih inverznih
funkeija u poslednji obrazac (14.12) dobidemo i nove Hamilton-ovu funkeiju K(Qy, Py, 1),

Na slian nadin'mofe se 1 iz generatrise tipa Felqy, Pi, 1) pomodu obrazaca (14.16) dobiti
odgovarsjuéa kanonska transformaciia i nova Hamilton-ova funkcija.
14.3, Primeri

1. Data je transformacija kanonskih promenljivih oblika
-Q1=ps, P= {3y (14.21)

Da bismo ispitali da i je ona kanonska, treba primeniti uslov (14.9) i videti da li se leva
strana moZe prikazati u vidu varijaclje neke velidine

n n n n n
Z prdQi— Z P13 Q= Z pi 8 qut Z a1 8 pr=a Z PLas
o ) o

i=1 i=1 fm ] p=1
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Odavde zakljutujemo da je transformacija zaista kanonska i da je odgovarajuéa genera-
trisa

n

n
Fe Y opigi= ) Qa - : (14.22)
=1 i=1
2. Data je generatrisz kanonske transformacije drugog tipa

o n
Fa{q, Pot)= D, D awcaw Py, _ (14.23)
‘ i=1 k=1 :

pri .c‘.cmu koeficienti ap zadovoliavaju uslov ortogonalnosti
. . )
Z agk age =0y (14.24)
k=1

Odéovara}uéu kanonsku tansformaciju moZemo naéi pomodu obrasca (14.16)

& Fa 2
= = a Py
P  qx i;,

i ove jednadine treba rediti po Py, mnofed ih sa aji i sumirajudi po indeksa k

n I I n
Z g pPr= Z Z agx ape Py Z By Pu=D,
o Kem| fas] =1
odnosno
. . :
Py= Z 4K Pie (14,25}

k=1

Drugi sistem obrazaca (14.16) neposredno odreduje i nove generalisane koordinate

a Fa o
- = 5 ag a, (14.26)
Q=5 L B T

odakle vidimo da se u ovom sludsju generalisane koordinate i impulsi transformida po
istom zakonu. Ako je ame==8i, generatrisa se svodi na

Fe(qs Py, )= i P (14.27)
i=1 , ‘ :
4 nadeveni transformacioni obrasci na
‘ Py=p;, Qi=aq: . (14.28)
i to je identi®na transformacija,
3. Posmatrajmo jod infinitezimalnu kanonsku transformaciju -
Qu=g1+8 Qs Proepr4-3 piy (14.29)

gde je | 8qui <€, 18p:i] <€ i p1l. Pofto se ova thansformacija beskonalnoe malo raz-
likuje od identi®ne, njena generatrisa ¢e se takode beskonalne malo raziikovati od genera-

trise (14.27}

it}
Fa(qu, Py, t)= Z qi Pite G {q, P (14.30)

iml



128

gde je e beskonadno mall parametar, Tada prema obrascima (14.16) imamo

o Fa Pt oG @ Fo + G
— = g , e —
S P . R MR,
o
a otuda, stavljajuéi aproksimativno G zm
f)PJ. t)pz
G
Px—-p1=?3ps~~x=--a'(}ql R Q=38 qi=¢ o (1431

QOvi obrasci odreduju posmatranu infinitezimalnu kanonsku transformaciju. U speciialnom
stucaju kad je

G=H (qy, pi)s e=dt, (14.32)

navedeni obrasci daju, na osnovu Hamilton-ovih jednadina {13.24)

ol
3 pim —dt ———==p dt, Seg=dt oH =g dt,
dqi dp’
ti.
8 pre=dpy, ¥ qu==daq {14.33)

Odavde vidimo da se pri ovoj transformaciji generalisane koordinate i impulsi menjaju na
takav natin da umesto vrednosti qi() 1 ps(t) uzimaju vrednosti qi{t-+de) § pu(t-+de). Prema
tome, promena mehanikog stanja sistems za vreme dt mode se dobiti pomocu infinitezi-
malne kanonske transformacije kod koje je G=H(q, ps), a kretanje sistema mode se sma-
trati kao kontinuirani niz ovakvih wzastopnih transformacija.

14.4. Invarijante kanonskih transformacija

Pozabavimo se sad velitinama koje ostaju nepromenjene pri ma kakvim kanonskim trans-
formacijama, to su tzv. invariiante hanonskih transformacija, Jedna takva velidina je Pois-
son-ova zagrada, definisana cbrascem (13.63)

[, v] Z“: (au dv Jdu dv) (1434
1, V== et s e | i
(o1 \WWaw apr Aps ow

za koju smo veé videli da igra znaajnu ulogu u Hamilion-ovorn formalizmu, U tom cilju
navedimo prethodno neke pomoéne relacije, koje se mogu dobiti na slededi nadin., Ako se

izvrdi kanonska transformaciia pomoéu generatrise oblika Filqs, Qu, t), prema obrascima
(14.12) imarmo

¢ 3K,
pi= ) Py — ,
d g o
a otuda '
d 02F o P
T e (14.35)
ot dqay & G

Na slidan nadin, polazedl od obrazaca (14.16) za generatrisu ¥, P 0

_uaF2 ng
T Y
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nalazimo
I o2 Fz.  aQn
aP  aqaPL dq”
odakle proizlazi
ob _9& (14.36)
opr oQn

Primenimo ove rezultate na osnovou Poisson-ovu zagradu [Qu, Pyl u odnosu na stare
kanonske promenljive

Bo/aQe 8P QO 31’1)
EQk’szi;;(aq' ap dpr  2aqn
p(s0: u 00 amy da
(ﬁqs aQ dp oQu

Yo

i=1

’a to je prema obraseu (13.73) § vrednost ove Poisson-ove zagrade u novim kanonskim pro-
menljivama, te tako debijamo

[Qs» Pilgor={Qs, Pilgep=3k1 (1437

Na potpuno slian nadin mofe se pokazati da vade I sledele relacije

EQK: Ql]qm*[Qka QI]Q:P=0) } . ' (14.38)
[P, Pﬂmp: Py, ?ﬂQ:?mo

odakle vidimo da osnowne Poisson-ove zagrade ostaju invarijantne pri kanonskim transfor-
macijama.

Za Poisson-ovu zagradu ma kojih dveju funkcija u(qi, p, 1) 1 v(qs, D1, 1) imademo, ako
izvode po starim kanonskim promenljivama izrazimo pomoéu novih

D /3w @vdu-_t)_y_)_"{(An __6_9_9_%“§_
{u.\.?}rm:,'"*iéi(aq1 ap1 dpi Oqs gt é,an dqy

LI Y de) ( 5,0v aQu, %.90v ?_I.)l)__(nz du anM&

+k31§§;g“glj Liaqu op: 0P op) LS 0Q« dm

0w g2 (§0x 20, S axon)
= 0Py dpl) ,:‘laQ} dqe . =haeP da

Ovaj izraz moZe se grupisati tako da se izdvoje izvodi funkcija u i v pe novim kanon.s:h_m
promentjivama S .

. DRy av B anéQ: 5Qk @Qa)
TR {ananimzl(am e e

Ju dv ,[0Qc 0P 0Qu an) du dv B (apk 2Qu
T aPlinI(aqi op dp da) oPx Qi A \oq op

3 P GQL)‘ du av m (aP_k oP) é&_@fﬁl‘)}
1

Tops 0ai/) oPe oMy Lilo ép 9 O
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dime se on svedi na osnovne Poisson-ove zagrade

2.3 fou 9 N :
ot 515 2 2 0, 01

e A Qe 2
du dv du v A
o s s Pilayp + o —— [Py, , {14.39)
3Qe OB, [Qi, Pilap 3P f)Q;[ e, Qilagsp -+

+..S)_P_. ..__._av IJ P] }
3Dy aP‘[ Iy K

Na osnovu cbrazaca (14.37) 1 (14.38) tako konaéno dobijamo

= Y rou v du dv
) sp== s "-'——‘8 T 8 -
[u, vlap k;! lgl [t} Q. 3P Kl - 2P 3O Ek)

i(au dv ou dv)
&\ Qe 0P 0Pk 9 Q)]

odnosno

[u, V]qm:Iu: V]Q:P - o (14.40)

Prema tome, Foisson-ova zagrada ma hojih dveju funkcija kanonskih promenlfivih pri bilo
kakvim hanonskim transformacijoma ostaje invarijantna, : : o

U tesnoj vezi sa Poisson-ovom zagradom je jedna velidina koja s¢ formalno daobija iz nje
uzajampom izmenom kanenskih promenijivih Qi, p1 1 funkeija u, v, pri femu se sad
kanonske promenljive smatraju izvesnim funkcijama oblika a=qu{u, v} 1 pr=pilu, v).
Tako definisanu velidinu, koja predstavija meku vrstu ,inverzne® Poisson-ove zagrade,
oznaditemo simbolom

R apr dp o S S
L v ) — EL L A 14.41
) i;,(au dv. duw av)' Lo dadl

i ona se naziva Lagrange-eva zagrada velifing u i v. Navedimo ovde jo3, bez dokaza, da

se uslov da transformacija bude kanonska (14.8) moze izraziti“i pomoéu’ osnovnih La-
grange-evih zagrada u obliky o ’

. ) o ’: =0
{aw ai}qp="1{px P1}gsp } (14.47)

{ae P} qip=28k

i da ove zagrade ostaju takode invarijantne pri ma kakvim kanonskim transformacijama
{0, Vigw={u, vlgp. e (14.43)

i4.5. ‘I'nf:egralne inva't"iian'te‘ T .

Da bismo dosli do izvesnih veliGina u obliku integrala koje predstavliaju invarijante, pot-
rafimo opitu varijaciju Hamilton-ovog dejstva (12.27) u sludaju kad: varitamo ne samo
poletni i keajnji poloZaj sisterha, ved i'podetni’i kedjnji trenutak veemena to i tz, ali ne
i vreme t izmedu ovih granica (si, 14.1). Tada se operacija variranja odnosi ne samo na
Tagrange-evu funkeiju L{g;, 41, 1), vet i na interval vremena di o

143 5 1)
Ldt+ S L3dr. : (14.44)
2 U

L to
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Prvi &lan, koji odgovara varijaciji dejstva pri konstaninim granicama, odreden je obrascem
12.35)

& v
0 ts 5t, t
Sl 141

U drﬁgoﬁ ldnu moZemo izmeniti redosled operacija variranja i diferenciranja i potom ga
transformisati parciialnom integracijom :

1 Co t: t1
SLSdt——: SLdSt:lLStI:;-—SStidt.
to ts to ’

Poslednji ¢lan otpada, jer ovde ne variramo vreme izmedu pranica, tj, 3t==0 za g <
<t ty, te imamo

t: |
S Lodte=T;8t:~LoStq,
to

gde Lo i Ly oznalavaju vrednost Lagrange—eve funkeije za t=ty 1 t==ty., Dvritavajuéi
nadene izraze u obrazac (14.44), dobijamo

ty

o fel d oL
= —— e e B e dE
Y fz(aq: i 53y et

jor 1
te

I L
DioTsaq] +Lidu—TLoSte  (14.45)
=1 04t :

o

Ovde prema slici imamo pribliZno
dqi{t)=3 qu—~qwdts,  dat)=3qu—E&ud,

pa se drugi &lan moZe napisati u vida

L }:1 n I
Z =gy = Z P dqit)— Z pro 8.q1 (o)==
{=1 941 o Q=1 i==1 .

n i n ’
= D pu(dqu—andt)— ) puid gio— 103 to).

j==1 tw=]

ge
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Tako izraz (14.45) za varijaciju dejstva dobija oblik
t1

B eL a4 ely. a
3 W g 2ok N
fz (aql dt af;,)sq’ det ) P 3 an

i=1 i=]
te

n n n
—( Z 9‘16“1_1'1) dn— Z pio & qua+ (Z psac';m—Lo) St
=] : h

je=] i=1
odnosno, na osnovu definicife Hamilton-ove funksiie (13.21)
3!

Sl daL n n
8 W Z (»d-m(-;——g; a—q:)s i dt-}-(.z pudqu—H; St;)m(Zmeﬁq;oMHo 3to)\14.46)
T

=1 i=1 =1
0

To je tralena oplta varijaciia dejstva sa promenljivim granicama, a ako se izmedu pro-
menjenog poletnog i krajnjeg polofaja sistem krede po pravom putu u saglasnosti sa La-
grange-evim jednaCinama, gornda varijaciia se svodi na

1

n
W= | D piSq-HSt

liml ite

(14.47)

Usgimo sad u profirenom faznom prostoru (sl 14.2}, u kome pod tagkom podrazumevamo

skup (qs+«.s Qay Py ..., Pa, U, proizvoljnu zatvorenu krivu Lo sa jednadinama u
parametarskom obliku

qi=q1° (&) Pr=po () t=10 (o) (14.48)

&)

sl 14.2

i ryfeka x{rednomma %= { e=up odgovara ista tatka na krivoj Lo, Svaka tafka M ove krive
anfaque izvesno stanje sistema i povucimo iz svake od njih kao poletnog stanja trajek-
torx;u- MN koja predstavlja odgovarajudi pravi put sistema. Takav pravi put odreden je
Hamilton-ovim jednadinama i tako dobijamo familiju pravih puteva

qr==4;s (t, o), p1=p1 (1, &), (1449)
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koje formiraju jednu cevastu povr§ prikazanu na slici, pri feru parametar « karakterife
polaznu talku M. . ] . )
Na toj povrsi izaberime sad neku drugu proizvoljnu zatvorend krivu Ly i poito svakoj

trajekiorija pravog puta MN, time je jednoznaéno odredena i odgovarajuca ta%ka N na
krivoj L1. Stoga jednacine krive L; moZemo takode napisati pomodu istog parametra

q=qt &)y pr=pit (a)y t=11(x) (14.50
Posmatrajmo sad dejstvo duf ma koje od ovih trajektorija
ty (o)
W) == L gt o), Gat, &), t]dt
to (o)

i potraZimo njegovu varijaciju kad sa vrednosti parametra o predemo na -8, tj. sa
trajektorije MN na susednu M'N’. Ona je odredena obrascem (14.47)

t () n i
. 5W () =8 S Ldi=W () 3a=| > pdq-HSt , (14.51)
' jeuf ts
to {o)

pri Gemu sad sve varijaciie pa desnoj strani potifu od odgoyarajuée promene parametra
Sa. Integraledi ovu jednadinu po « od w=0 do a=ap dobijamo

23]

%o 2143
I n
f8W=W{an)~W(0)MI(Z px‘_ﬁ‘qﬂ—ﬂxan)wf(z px“SQ1°-—HoSIo)=
im=i {1
i b h

mgg(ig p;ng—HSt)— 56 (:g piqu—HSt).

Ly Le
a polto je dejstvo W jednoznafno, bide W(oca)=W(0), odakle proizla;i f!a je

] n .
95.(2 pdq—-HI)= SE (Z p;Squst) (14.52)
i=1 =1

Lo 1

Odavde vidimo da za mehanicke sisteme sa potencijalnim silama i holoromnin idealnim ve-
zama Rrivolinijski integral

I= 95 (Zn: mSQj—-HSt) (14.53)
jar §

uzet duf proizvoline zatvorene konture u profivenom faznom prostoru ne menja svofu vrednost
pri proizvolinom pomeranju te konture duf cevaste poursi pravik puteva sistema. Ova velidina
naziva se integralna invarijanta Poincaré-Cartan-a. MoZe se pokazati da iz ove osobine
invarijantrosti navedenog integrala proizlazi da odgovarajuée diferencijalne jednadine pra-
vih puteva moraju imati upravo oblik Hamilton-ovih jednadina 1 obrnuto, tj. invarijantnost
integrala Poincaré-Cartan-a je ekvivalentna Hamilton-ovim jednadinama. U specijalnom
sluéajn 8t==0, kad se kontura sastofi iz tafaka koje prikazuju istovremena stanja sistema,
gornja veli¢ina se svodi na

n
L= 2 nda (14.54)
f==1 S e

i.to je tzv. Poincaré-ova integralna invarijania,

‘yrednosti paramétra ¢ u intervalu O < & < ap odgovara jedna tatka M, te i odredena '
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Pokaiimo sad da navedene velidine predstavljaju invarijante i u odnosu na kanonske trans-

formacije, U tom cilju podimo od usfova da transformacija bude kanonska (14.8) u-obliku

FEy ] i1

i integralimo obe stzane du? neke zatvorene krive L.

§(gmse-ss)- (grramse)- fon

L 1 . ) L
zde je fodgovaraiuéa kriva u faznom prostoru transformisanih kanonskih promenljivih,

Zbog jednoznadnosti generatrise bice § 3 F=(, odakle sledi da je

n n
56(2 plaqs—}im).—_—sg(z PjSQl——KSt), (14.56)
=1 el

L L

tj. integral Poincaré-Cartan-a duz ma kofe konture u profirenom faznom prostoru pri bile
kakvim kanonskim transfermacijama ostaje invarfjantan. Ovaj zakljufak ofevidno vazi i za
Poincaré-ovu integralnu invarijantu kao specijalan studaj.

Navedimo jo§ na kraju da se moZe pokazati da se ova poslednja invarijanta (14. 54) pri-
menom Stokes-ove integralne teoreme za visedimenzione prostore mofe transformxsati
i u povriinski integral :

T
I;=f D 8aidp _ ‘ (14.57)

je1

pri emu se integracija ve8i po ma kojoj hiperpovrst 8 koja je oividena konturom L. Gene-
ralizacijom ovih rezultata moZe se doéi do zakljucka da posto;e i integralne i mvan;ante viSeg
reda zakljuéno do reda n

S8 g

Tp= ff, . -qul,..Sqnspi..-Spn
““—w——-—-‘

Polto se ovde integracija vr§i po bilo kojoj oblasti u faznom prostoru, integrali ove vrstc
nazivaji se apsolutne integralne fnvarijante.

(i4.58;‘.

Navedene integraine invarijante prve ili druge veste od interesa su u raznim granama teo~
rijske fizike, kao na pr. u mehanici fluida, statistitkoj fiziel i kvantnoj teoriji atoma.
14.6. Hamilton~Jacobi-eva jednalina

Posmatrajmo sad takvu kanonsku transformaciju pri kojoj je nova Hamilton-ova funkeija
identi®ki jednaka nuli

K(Q,Put=0 - . ‘ g (14.59)

(f} p18g1~H 81) (Z I’xSmeKSt) =3F : (14.55)
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i uzmimo za géneran'isu-funkci;lu xipa Falqu, P, 1), koju oznatimo " ovde sa §

) F=Fa@nPut=S . L (14.60)

“Tada zbog uslova (14:5%) Hamxlton»ove Jednacme u novxm kanonskxm promenl;uama daju
. oK oK
Pi=— - =0, Q= = =0,
aQ; 0P
odakle dobijgmo - - ‘ - ‘ _
' Pr=ay=const, Qu=Bi=const (=1, 2,...n) (14.61)

Dakle, kanonska transformacija pri kojoj je nove Homilton-ova funkcifa identidki jednaka
riuli” daje kao nove kanonske premenljive konstante kretanja.

Na osnovu ovih obrazaca u posmatrano] generatrisi moZemo staviti Py=—qy
S==8(gy a1, 1),
pa prema obrascima (14.16), u kojima je sad generatrisa nepoznaig, i ustovu (14.59) imamo

. a8 CE : a8
W=, = e {f==1,2,..., 0} K=H+ — =0 14.62
P da 91 2 ar ¢ ] % at { .)
Pri tome je Hamilton-ova funkcija H izvesna funkcija generalisanih koordineta, génerali-
sanih impulsa i vremena, pa ako u tof funkciji smenimo generalisane impulse prema prvom
sisternu jednadina (14.62) sa 05/dq;

a3
H=H (q ps z)=H(qi. oz :),
Jqs

poslednja jednadina (14.62) dobija oblik

‘ 08l a8
“Z4H (ql, 22 x) =0, (14.63)
:}t dq

Ova ]ednaéma naziva se Hamzlton jacob: eva Jednacma iona 1gra osnoviu ulogu u ovom
metodu. To je parcijainag dzferenczjalna jednadina prveg reda, u kojoj je nepoznata Sunkeiia
generatrisa- S ove kanonske transfermacije, pri kojof je nova Hamilton-ova funkeija identifki
Jjednaka nuli, a nezavisng promenlifve §u sve generalisane hoordinate qi i vreme t. Re§en)e
ove jednaline zove se Hamilton-Jacobi-eva generatrisa,

Ako. Hamilton-ova funkcija H ne zavisi eksplicitno od vremena, Hamilton-Jacobi-eva

}ednaéma (14.63) gias:
at (Qs. dqi, o

U ovom sludaju potraZimo refenje ove jednafine u obliku

S (g1, o, =W (g1, o) — oty (14.64)
a stavljajudi ovaj izraz u prethodnu jednadinu i imajudi u vidu da je
28 as oW
ot dgr  dai
dobijamo .
H(Qia ‘,“"") =g, (14.65
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To je Hamilton-Jacobi-cva jednaling za funkciiu W, pri emu konstanta a; predstavia
konstantnu vrednost Hamilton-ove funkcije, koja se poklapa sa ukupnom energijom siste-
ma ako je H=X. Napomenimo da u slufaju koji razmatramo zbog &injenice da H ne zavisi
eksplicitno od vremena on je uvek integral kretanja, ali ne mora imati smisao energije,
Tako definisana funkcifa W naziva se karakteristiéna Hainilton-ova funkcija,

14.7. Hamilton-Jacobi~ev metod

Da bisme videli smisao Hamilton-Jacobi-eve generatrise, potragimo njen totalni izvad po
vrementt

it d .
=ay e R (14.66)

a na osnovu prvog obrasca (14.62) i Hamilton-Jacobi-eve jednadine (14.63) ovaj izraz
- moZemo napisati u oblikn

ds &,
= 2 Pai-H (14.67)
L = T

Prema definiciji Hamilton-ove funkeije (13.21) prethodni izraz jednak ie Lagrange-cvoj
funkciji

ds
=L,
dt
pa integracijom po vremenu od to do t dobijamo
!
= S L (g, qs ) dt, ‘ {14.68)
to

Poredenjem sa obrascern (12.27) vidimo da Hemilton-Jacobi-cva generatrisa prcdstaol}a '

Hamilton-ovo defstwo sa neodredenom gornjom gramcom

Medutim, to nam ne prufa i prakti¢no pravilo za nalaZenje ove funkcije, jer za izrafuna-

vanje gornjeg integrala potrebno je znati refenja Hamilton-ovih jednagina, koja napifimo
u obliku

W= (t qx®% pu®s  pr=pi {t, % pPi?), {14.69)

gde su qi® i py® poletne vrednosti generalisanih koordinata i impulsa, Ako ove funkciie
uvrstimo u integral (14.48)

t

S= SL Qe (t, 0 D™, Qu (t, an®, i), t] de

to x

I fzvr¥imo integraciju, dobiemo Hamilton-Jacobi-evu generatrisu kao funkciju od 1, gy®
ipe®

=8 (t, qu’ px®). (14.70)

Da bismo je prikazali u uobidajenom obliku, refimo prvi sistem jednadina (14.69) po kon-
stantama pu?

PO=fk (qu. ai% 1}
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i zamenimo sve pi® w izrazu (14.70) ovim funkcijama, dime dobljamo
§=5 [t; @ fx (@1, @, O]=8* (a1, 9% 1). : {1411

Hamilton-Jacobi-eva generatrisa prikazana kao funkéija od generalisanih koordinata, nje-
nih pofetnih vrednosti i veemena naziva se glawna Hamilton-ova funkeija,

PokaZimo sad kako se dati dinamitki problem moZe rediti pomodu Hamilton-Jacobi-eve
jednaine ako ne znamo refenja Hamilton-ovih jednafina. Kao §to je poznato iz matema-
tike, postoje dva osnovna tipa refenja parcijalnih diferencijalnih jednadina: opiti integrali,
koji zavise od proizvoljnih funkcija I potpuni integrali, koji zavise od proizvoljnih konstanti,
Ako imameo parcijalnu diferencijalnu jednadinu prvog reda sa jednom nepoznatom funkei-
jom 1 n nezavisno promenliivih xy

dz dz
Flxi,...,%n,32 — w3,

a ; raa ,5’};;
njeno refenje oblika
- 2=Q (K1,. .05 Xn Cyy . ovy )y (14.72)

ti. redenfe koje sadrZi toliko proizvolinik konstanti koltho i nezavisno promenlituih naziva

se potpun integral ove parcijalne diferencijalne jednaéine, Pri tome se pokazuje da je svaka

ovakva parcijalna diferencijalng jednadina prvog reda ekvivalentna jednom sistemu simul-
tanih obi¢nih diferencijalnih jednadina, koji je poznat pod imenom Lagrange-Charpy-ev
sistem,

Pretpostavimo sad da smo bilo kakvim putem naihi jedan potpun integral Hamilton-Jaco-
bi-eve jednadine (14.63) u obliku

* S=3 (ql, ooy Jas & Az 0, 35)“*‘3344, (14.73)

koji sadrdi n+ [ proizvolinih konstanti a; koliko i nezavisno promenljivih qs i t, i to takav
da je

a8

dqi das | FO 1479

To se obitno postife metodom razdvajanja promenijivih, koji se sastoji u tome da se trazi
refenje gornje jednadine u jednom od obiika

S=8;: (qu+ ... +Sa (Qa)+ Sn+1 (1)
ili
S=81{q)...85u(Qn). Saer(t),

tj. u obliku zbira ili proizvoda finkcija koje zavise samo od jedne nezavisno promenljive.
Podto u Hamilton-Jacobi-evoj jednadini figurifu samo parcijalni izvodi funkcije S, aditivna
konstanta an:1 nema nikakvog uticaja, te moZemo uzetl da je jednaka nuli

S=8(q, a, ) {14.75)
Formirajmo sad sistem jednalina sastavljen od prvog sistema jednadina (14.62) i jedna-

tina dobijenih diferenciranjem funkcija (14,75) po parametru ai i izjednadavanjem sz no-
vim proizvolinim konstantama by

T s P, "“;‘ =by =1,..., n). (14,76}
1
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?a bxs?én;?hpotpun integral vI:Iamiltoanacobi-eve jednacine mogli upotrebiti za refavanje
t:na“m:.h i dprol?!ema, pokaz.:r'no c_ig j_e o_v.aj sistem jednadina ekvivalentan sistemu Mamil-
on-ovih je nféma: U tom cilju diferencitajmo drugi par jédnadina (14.76) totalno po vr
men, imajudi u vidu da leva strand'zavisi od t kako direkino tako i preko svik rali o
nih koordinata 'qi o co e “gﬁﬁﬁl"?hﬁ*
02§ 'f“‘Zn:A iE
omot 2 daog BT L a4

S ‘druge strane, akd uvistime potpun integral (14.79) u : . .
‘ e potpun integral (14.75) w Hamilton-Jacobi-eva jednaing
(14.63) i diferenciramo ovu jednatinu po parametru ai, ‘dobicemo Jacobizevy jednatiay

92§ i oH 338 ..
dtday k,‘da(aS) dqedar

odnosno, s obzirom da je 95/dqyu=py

#s 2 25 om
atdar . & dqeom ope eIy

Jednatine (14.77) mogu se shvatizi kao sistem od n linearnih algebarskih iednaéiné 2 ';aci- :

;z?;»::;;ig:n:;rﬁjivih Qk,la jednaéine(ic&lfl:}) za odredivanje O0H [dpy. Pofto su odgovara
jenti uz ove velitine ist, sledi da i ove velidine k j jin na
i bt o > sledi da i ove velidire kao refenja gornjih ;edpac?ina

=l

=g G=L2m, S (1479
Diferencirajmo sad prvi par jednadina (14.76) tetalno po vremenu
2s aowes |
Py + kmig&;‘é“g; Qi P (14.80)

S’ d L - . .
" ;‘;g; :é:irane,‘ (aiko Hamxltor_:-ffacobhevu jednadinu (14.63) diferenciramo po promenljivoj
> im J‘ u vidu dg H zavisi od g kal;q direkino tako i preko svih 88/dq;, nalazimo

#S_ M & 9H . s

2 ! E =),

toq: daq [yt a(dS) dax dq;
6qk

a poto je, na osnovu obrasca {14.79)

. adH aH .
a(_g_s_.) = m == (ks
prethodna jednadina dobija oblik
28 D g OH
seoq +"kmi;még=w;;- - oo (148D

.Poredcnjem jednadina (14.80) i {14.81) zakljuétlxjemo—da'-:je‘r'-

oH

Cpr= b (i=1,"2.'.‘...,"n). _‘ (14.82)
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Prema tome, sistent jednafina (14.76), gde je S(qs, ag, ¥) jedan potpun integral Hamilton-Ja-
cobi-eve jednating, za bilo kakve vrednost konstanti a1 £ by predstavlja potpun sistem integrala
Hamilton-ovik jednaéi@a-kretanja. Ovaj: stav poznat je-pod imenom Jacobi-eva teorema.

fzaberimo sad za proizvoljne konstante ar i by uprave konstantne vrednosti novih genera-
lisanih impulsa a1 i iiovih generalisanih koordinata By, definisane obrascem (14.61)

.aimq‘uﬂi’i; T =Bi=Qs ) (14:83)
Tada potpun integral (14.75) dobia oblik ~ |
T s=Sa
i aké ovu funkciju uvrstimo u jednadine (14.62); dobiiamo sistem od 2n i_edx}aéinal

2S@ueny - 98@huD

=12, (1484
e T om B li=12...,m (14.84)

Leve strane ovih jednafina bice izvesne funkcije od promenljivih qu e i €, sii¢no jedna-
#inama (14.17), samo su ovde nepoznate generalisane koordinate q: i generalisani impulsi
pr. Refavanjem drugog sistema jednadina (14.84) po veliéir}ama g1 dobidemo ove veli-
gine u oblika ' o

qi=qi (G Pu) - (=152, ..., 1) : (14.85)

~ §to je zbog pretpostavke (14.74) uvek mogude, a uvritavanjem ovih izraza u prvi sistem
jednatina neposredno debijamo i velifine p . '

Cpimpi (o B (=12 ... 0) (14.86)

Ove jednadine odreduju sve generalisane koordinate i generalisane impulse, ti, nepoznate
finkcije u Hamilton-ovim jednadinama kao furikcije vremena, te predstavljaju refenja
Hamilton-ovih jednafing, a proizvoline konstante o B predstavijaju intégracione kon-
stante, odredene pofetnim uslovima, ’ :

Prema tome, ako nademo Jedan potpun integral Hamilton-Jacobi-eve jednaline, algebarskim
vefavanjem Jacobi-evog sistema fednating (14.84) po velitinama i § pr dobidemo refenja Ha-
milton-cvik jednaling. Na taf nafin reSavanje dinanmchog problema svedeno je na nalazenje
Jednog potpunog integrala Hamilroqucqﬁ-ew Jednatine.

14.8. Primer

Primenimo Hamilton-Jacobi-ev metod za refavanje tzv. Kepler-ovog problema, tj. problema
kretanja Cestice u ravai u polju priviagne centraine sile obrnuto srazmetne kvadraty rasto-

janja F= — — rq. Potencijalna energija ove Zestice 1 odnosu na nult nivon beskonad-
: 2 o e
nosti bice
M 3
k -k
Ulr)=— |\ Frdr= | —dre=—,
r3 T
Mo )

a odgovarajuéa Hamilton-ova funkcija mode se nepostedno dobitl iz obrasca (13.48), u

G Coaa o
kome zbog kretemja u ravni treba stavith J=-—, odakle sledi pge==mi? §==0
2

o D1/ ope?y K , .
C H(as po= —[pE ) - = (14.87)
. . 2m ) ;2 ) T
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Prema prvom sistemu jednadina (14.62) ovde treba staviti

. 08 . 08 .
Pr= PP Pe = 5’“; ’
tako da Hamilton-Jacobi-eva jednadina (14.63) za ovaj problem glasi
95, mL{ (isl)ﬂ}_ i (iﬁ)z} LY (14.88)
dt  2m)\ér P \do T

Powraiimo sad relenje ove jednadine metodom razdvajanja promenljivih, stavljajuéi

S=81 (1) +S2 (p3+ 83 (D) (14.89)

Tada prethodna jednadina dobija ablik u kome se
levu stranu, a promenljiva t na desou

() Lyl 1450
2m dr) 'rﬁ-(dq.n Tor dr 20)

Da bi funkeija od 1 i s leve strane mogla biti jednaka funkeiii od t s desne, ove
funkeije moraju se svesti pa jednu i to istu konstanty ‘

promenljive r i & mogu prebaciti na

1 dSz)2 . b fdSane k- dSg
P el B Sl ot ) SEUEA - =g,
2m (dr r? dtp) ro de
odakle sledi, integracijom druge jednadine i mnoZenjem prve sa 2mr®
d Sz )2 2mk d 5,2
Si=—ast, (-i) =12 {2 m g g 21 ~( 1)} (14.91)
de T dr

Podto je u drugoj jednadini leva strana funkeija samo od ¢, a desna funkeija samo od 15
obe ove funkcije takode se maoraju svesti na istu konstanty

d8s 2 ‘ 2mk [dS\e
(_"—E“ =% P2 mog i w( ! =yl
deo T dr

odakle se dobija

ds 2
Spumoy @, *é"f""“’“ Zmexz»}-zmk——% (14.92)
r r

Integracijom poslednje jednadine nalazimo

W
r i

ko da trafeno redenje (14.89) dobija oblik

S= f ,\/Zmocz+“%ﬂli—-ﬂi drtosp—agt (14.93)

r r2

To je potpun integral Hamilton-Jacobi-eve jednadine (14.63), koji zavisi od dveju integra-
cionih konstanti ey i eg. Identifikujuéi ove konstante 53 novim generalisanim impulsima
Pri Py, kojt su konstante kretanja, formirajmo odgovarajuéi Jacobi-ev sistem jednadina

(14.84)
' 45 9 2mk oy
Qr_daumdcu fJEmo:;H— g drte=h,

T T

|
|
|
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dag das r 2

2 C T amk ow® o
Qo 95 o f \/2;;1013—:—‘“"“"""‘*“’“(1: e

PI’; U e 1= X 5 ara alamm(}
’ men] FUCL Aa!’l!(‘ z analize’ za. ll.\(')d 1nl:egrala PO par metnit, n

. oy, dr ‘*-“‘1?“31 (34.94)
\/ 2mk ahy
r2 2 T Gf =fs e '——;'“
r r?
et +Be (14.95)
J o 2mk  ay?
21 oy T e
r r2

Integral u prvej jednadini moZe se izradunati smenom r==1/u, a posle integracije dobija
se jednadina putanje u obliku

o2

. mk (14.96)
r =

2 7
14 H.zazal— cos (cp +“—§31)
mk? o 2 ]

’ edna A i in festice

Konstanta o2 prema  prvoj j &ini posle (14.90} p.redskt,avljz;{ ukuprz: ie;;:rflil::l;a aio .
i jeg ¢ idimo da je putanja testice konusni prese sa ako
E, pa iz poslednjeg obrasca vidimo : D
i je E==os > 0, a parabola ako je E=xa=0, g

E=u, < 0, hiperbola ako je E=oz > 0, ; 5 ' :
(14.95) po;ie integracije dade nam polarnu koordinata r kao funkciju od vremena, §to ostav
ljamo &itaocu za vezbu.

14.9. Promenljive dejstvo-ugae

U mnogim granama fizike vaZnu ulogu igraju sisten"fi koji vr§e‘ perioéién? krze;axasi‘ 1-1;2
tome nas {esto ne interesuje detalino poznavanje ve::: sa.mfs‘ period kretamal.‘ v
mofZe se modifikovati Hamiiton-Jacobi-ev metod-, uzimajuéi za nove g.ende;a :)a;::etan?a s
pogodne kombinacije konstanti «; iz potpunog u?tf:graia, 3 sa.ma'peno icn:

koja femo primeniti ovaj metod mogu se podeliti u dve grupe:

-

Oc q,
Sl 143

- . - . . a-
{. Kretanja pri kojima su sve funkeije pi(t) i qt) perioditne sa istim pm?d?T za sxr -
k; par konjugovanih kanonskih promenljivih. Tada u_-faznom prosrorg projekeija ri'epna
zentativne tafke na svaku ravan opisuje zatvorenu putanju {sl. 14.3), a takvo kretanje
ziva se lbracifa.
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2. Kremanja pri kojima su samo funkeije () periodiZne, ali se pri uvedanju qi za neku
velidinu poloZaj sistema u stvari ne menja (sl .14.4), Tipitan primer-takvog kretanja je
rotacija krutog tela oko © nepomilne ose, kad pri uvedanju ugla obrtanja za 2w relo do-

lazi u isti poloZaj I stoga se. ova vista periodifnog kretanja:naziva rotacifa..

Pj

Sl 14.4

Posmatrajmo takva perioditna kretanja mstema kod kojik Hamilton-ova funkeiiz ne zavisi
eksplicitno od vremena | pretpostavimo da Hamilton-Jacobi-eva ;ednaéma {54 635} za takve
sisteme dozvaoljava razdvajanje promenijivih u obliky

W=Wi (qu)-+W2 Qo)+ ..
Tada prema obrascima (14.62) i (14.64) imamo
oW BW; (G, #1... on)
dq S

gde 8 desne strane figuride samo Jedna, odgcva:a)uéa generahsana koordmata, E;me dobi-
jamo funkeije obl:La .

A WaGe. . . 49

pi1= y S 4 98)

_'m=b:'(q1; o1y ... ;'_"ﬂ)

Uvedimo sad velitine difinisane obrascem

Je= Sg P, das, (14.99)

gde integraciju treba sprovesti po svim vrednostima gt u toku jednog ciklusa, Tako defi-
nisane velidine nazivaju se promenlfive defstva. Stavliajudi umesto p; izraz {14.98), do-

bijamo
W 3 82, 0n)
I §Mﬂdqi, (14.100)
7 dqs !

odakle vidimo da su velitine J; funkeije od n konstant
Fe==Ti(etty o ooy otn)

Stega ove velidine: i, kao konstantné i nezavisne, moZemo uzeli za nove generalisane impulse,
a re§ava)uca gorn]l sistem ;ednaéma po vehcmama G nalazimo

s a1y G2 w . (aton

£
‘
H
|
;
!
I
w1
sl
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Tada karakteristidnu - funkciju W moZemo Izraziti u obliku
| W:W(qg,... Qn,y Il;---]n); _
.5’:: I‘—I:&imji‘!‘ton-‘g)vﬁn funk&iiu_, .na _,osglovu }Ié:mil'mn-}acbbi»evc jednatine {14.65).
H—mm:xx (Jl, .,Jn) . ‘ 4. 102)

che generahsane koordmate, ko;e odgm araju vetzémama §1, prema drugom cbrascu (14.62)

odredene. su. relam;ama : , | ,
| LA 14.10%
éh oLt

One se nazivaju ngaone promenljive, a odgovarajuél drugi sistem Hamilton-ovih jednatina
(13.24) imade oblik

oHUu. D (T1y ey Jo)e (14.104)

gde smo rezuliat diferenciranja ovde oznagili sa vy, Qdavde integracijom neposredno do-
bijamo .
wi==y t+ 8 (14.105)

tj. ugaone promenljive kao nove generalisane koordinate su linearne funkcije vremena.

Da bismo videli smisao ovih velidina vs, zamislimo da koordinata gj izvréi jedan pun ciklus,
dok ostale koordinate ostamu nepromenjene. Tada ¢e promena ugaone promenljive wy
u toku jednog eiklusa biti

A Wi 568\“, 8 wy=

pa dobijamo, zamenjujudi wy izrazom (14.103)

A ow 2V
Y e YT Y oqern

a menjajudi jod red operacija i stavijajuéi 0 W[ q=p

KB oW J
= —— iy =T prdy) (14.107)
Awy= 2 Ii SE aqs o1} O}j 55

Dobijeni integral s desne strane prema obrascu (14.99) predstavija promenljivu dejstva
1ss tako da kenadno dobijamo

(14.166)

¢ Jy
A Wr—”g“i““—slg {14.108)

i

Oval obrazac odreduje ukupnu promenu ugsone promenljive. wi u toku iednog ciklusa
izazvanu promenom samo generalisane koordinate qp. Ako sa < oznadimo period pro-
menijive ‘qi, za j=1 prema obrascu (14.103) imameo

Awges Loy At==vy 7y,

a otuda, 8 obzirom na obrazac (14.104)

e ' (14.109)




Odavde vidimo da konstante vi predstavijaiu frekvencije ciklusa odgovarajuce promenljive
© ) @ ravnima (Qi P

" Na taj nafin, pomoéu promenljivih dejstvo-uzao moZemo nad §erx’odéfdporjediz—1ﬁi ciklusa

bez detaljnog ispitivanja kretanja sistema, Ako pam je-unapred poznato da je kretanje -

perioditno, treba prvo izralunati promenljive dejstva J; prema obrascu (14.100), a potom

ove jednatine rediti po veli®inama ay, &ime se dobijaju relacije oblika (14,101). Tada Hamil-

ton-ovu funkeiju treba izraziti pomoéu velitina Jy,... »Jn w vidu (14.102), a potom
Izviditi diferenciranje ove funkcije po promenljivama Ty, &me se prema obrascu (14.104)
neposredno dobijaju odgovarajuée frekvencije ciklusa posmatranog periodidnog kretanja.

v

: .t.._: Glava V.
* SPECIJALNI PROBLEMI

15. SISTEMI SA JEDNIM STEPENOM SLOBODE

15.1. Jednodimenziono kretanje

Pozabavimo se prvo najprostijim problemima mehanike, problemima sa jednim stepenom
slobode. Posmatrajmo jednodimenziono kretanje jedne ¢estice duf neke prave, koju wzmimo
za X-osu, u polju konzervativnih sila sa potencijalom U(x). Lagrange-eva funkcija takve
Lestice bide

1 . .
Lw—z-miz—U(x), {15.1}
a odgovarajuéa Lagrange-eva jednadina (10.3G)
d oL L
= —_0 15.2
dt ax 9x . as2

predstavljade diferencijalny jednadinu kretanja posmatrane Gestice.

Medutim, u problemima ove vrste nije uvek neophodno izvrdit integraciju ove jednadine
i tako dobiti konaéne jednadine kretanja, dovoline je neposredno poéi od njenog prvog
integrala — zakena odrfanja mehanilke energije

%«m,‘(wv ®)=E ‘ (15.3)

To je diferencijalna jednadina prvog reda, koja se mofe integralitl razdvajanjem promen-
Hivih

dx

2
oA BV,

“\F{f R = R

odakle se dobija
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U!ogu integracionih konstanti ovde igraju ukupna energija B i adiclonz konstanta C, koje

su odredene poletnim uslovima.

Polto kinetitka energifa ne mo¢ biti negativna, pri Kretéhfu-bésma:ﬁ*éiié Zestice ui:ﬁpna
energija mora biti veéa od potencijalne, tj. kretanje Lestice se vr#i samo u onim oblastima
u kojima je U(x) < H. Neka na pr. funkcija U(x) ima oblik kao na sl. 15.1 i prikasimo na

tom grafiku nive ukupne energije pravom U=E. Tada je kretanje destice moguée samo u
oblasti AB(x1 < x < x2) ili u oblasti desno od C(x > x3).

Tatke u kojima je potencijalna energija jednaka ukupnoj

U{x)=E (15.5)
Uiy
BTt CTT oSSR A, - =k
i : |
1 ]
A
! Lo
| I
X X3 Xy X
SL15.1

odreduju granice kretanja posmatrane Zestice i predstavljaju tadke u kojima je njena brzina
jednaka nuli, Ake je oblast kretanja ograni®ena dvema takvim tatkama, kretanje Zestice se
vedi u ogranifencj oblasti prostora i takvo kretanje naziva se Jfinitno. Ukoliko oblast kretanja
nije ogranifena bar sa jedne strane, za takvo kretanje kafemo da je fnfinitne,

Jednodimenziono finitno kretanje perioditno se ponavija izmedu keajnjih tadaka (na slici
izmedu A'i B), tj. predstaviia oscilatorno kretanje. Pri tome, zbog invarijantnosti diferen-
cijalaih jednalina kretanja u odnosu na transformaciju t - —t, yreme kretanja od %y do
Xz bice jednako vremenu obrmutog kretanja od xz do x1. Stoga je period oscilacija, tj.
vieme za koje ¢e se festica vratiti u prvobitno kinematitko stanje, jednako dvostrukom
vremenu za koje Ce Zestica preéi put od x1 do %z i prema obrascu (15.4) iznosi

x2 (B}
— d
(E)=vim | —SX (15.6)
VE-TU ) )
x1{B)

Ovde su x1(E} i x2(E) koreni jednadine (15.5) pri datoj vrednosti E § ovaj obrazac odreduje
_ period oscilovanja Zestice kao funkeiju od njene energije E,

15.2, Linearni oscilator

Jedno od najvaZnijih kretanja sa jednim stepenom slobode predstavija tzv. linearni oscilator.
Pod time se podrazumeva kretanje Zestice pod uticajem triju sila: priviadne sile srazmerne
rastojanju od ravnoteineg polofaja, otporne sile srazmerne brzini Sestice i prinudne sile
koja je periodi@na funkcija vremena, Kao primer takvog kretanja moze nam posluZiti oscila-
torno kretanje jedne male kuglice vezane za elastidnu oprugu (sl. 15.2), koja se nalazi u
gustoj gasovitoj sredini i na koju dejstvuje izvesna spoljna perioditna sila. Ovakva kretanja
igraju vaznu wogu u fizici, jer u niza fizidkih pojava imamo kretanja ovakve yrste.
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.Uzmimo pravac kretanja destice za X-0su, a njen ravnoteZni poloZaj za koordinatni podetak

i oznatimo prvu silu sa —kix, a drugu silu sa ~Kkax. Pofto se svaka periodifna funkeija

" moge pomoéu Fourier-ovog reda razloZiti u zbir sinusnih i kosinusnih funkeija, ograniimo
se na’ najprostiju prinudnu silu oblika ks cos (wt-+3). Tada dsnovna jedradina dinamike

glasi

mX = —kix—kox --ka cos (ewt-+£, (157

SL 15.2

a ako je papifemo u obliku

k k
% +w§5~,§ e g 08 (0 4B}
m m m

i uvedemo oznake

Ka ks ky
= Zﬂ———, . Bmm - . (15,8)
2e m’ @ m ) m
_ gornia jednadina dobija vid
§+2 o x +ewolx=a cos (& t+5) (15.9)

Proudimo sad redom razne mogudée siufajeve, pretpostavljajudi da je bar prva sila razlicita
od nule, 1. wo %0,

Cisto harmonijsko kretanje
Ako dejstvuje samo prva sila —kax, kad je w0 55 0, a8 p=a=0, jedna&ina {15.9) se svodi na
“ ¥+ oe2g=0 (15.10)

Polto su partikularni integrali ove diferencijalne jednadine coswet i sin e, njer% op#ti
intragral mofemo neposredno dobiti kao linearnu kombinaciju ovik partikularnih

%+ C1 €08 tagt+ Ca $in et (1511

do fega se moZe dofi i refavanjem odgovarajuée karakteristitne jednadine. Ako jod stavimo

Cr=2A cos , Co= ~Asina,
odaiv';Ie proizlazi
S— Ca
' - A2
R T as.12

10+
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gornii izraz prelazi u - .

x=4 cos {GJ t+a}’ : . ) o (15 13) geme—at (C]. eiwe’ t4-Cs e—imu't) R B 4‘ (15‘19)

8 Izraz u zagradi moZemo na osnovu Euler-ovog obrasca el = cosa-+isine svesti na
trigonometrijski oblik

gde su A i ¢ nove integracione Lonstante, koje’ zavise od poéetmh uslova. Odavdc v1dsmo
da je kretanje u ovom slufaju oscilstorno izmedu —A i 4A sa periodom

Zn P
T =2

[o15] &

(15.14) Crei @ tp-Cae~iod't = (C; +Cz) cos wo't+1{C1—Cy) sin wo’ t,

k Lo kb 1 q it # stavljajudi
disto harmonijsko kretanfe, a zavisnost elongacije x od vremena prikazana je na ) ;
TOI}; ;N e e e ? J Ci+Co=Acosa, HC1—Cs= —Asina,

i Fe se napisati
Kretanje sa otpornom silom gornj 1zraz moz P

Cirel®o’'t 4 Gy eimo s Acos (mo t-{—d):
Ako pored prve sile dejstvuje i druga, jednadina (15.9) glasi

§+2p ttootx=0 (15.15) te dobijame | f L
Sk A @b cos (o’ to) e (15.20)
U ovem sluZaju imamo, dakle, ameriizouane harmonijske Oscilgcije, tj.. takve oscilacije kod
kojih amplituda opada eksponencijalno sa vremenom (sl. 15.4), Pri tome
2= 2

. S . N (15213
i vy A eei-p? ‘

-t

51.15.3

' ‘ \/ N
Opéti integral ove linearne diferencijalne jednadine meoZemo naéi refavanjem oﬁgovarajuéé : Bt _ -

karakteristi¢ne Jednaéme

342 p At cap2=0. : EL g
odakle dobijamo EI :

: g ' Sl 15.4
M=ot Vg, dpmmp Vo o (15.16) i

Ovde mogu nastupiti trj sludaja: 1) p < e, D p>we i 3) pm=ap Ako su koreni ove

jednadine razliiti (prva dva slucaja), opid integral diferencijalne jednadine (15.14) ima-
ée vid ;

p:;::dstavlja kvaziperiod, tj. vreme posle kéga se dobija ista vrednost cos {wo’ t-+a), ali
krada amplituda,

x=C1 ehitL Gy ehat as.17m Ako je o > 0, 21 i Ap su realni i negativni, te mosemo staviti

Pri tome, ako je ¢ < wqg, A i Az su konjugovapo komipleksni

Apa= ey, e T
Mo —ptbiwe’,  dg= —p-iar’, gde su m i n apsolutne vrednosti ieraza (15.16). Tada opsd integral (15.17) dobija vid
gde je o » : x=Cy et 4 Cq et (15.22)
tag” == \/mazmpz (15.18) . tavlia o rav-
. ) To je aperioditno kretanje, pri kome se Sestca posle beskonadneg vremena zaustavl
i tada imamo .

: noteZnom poloZaju (sl. 15.5). Pri tome ana ili ne prolaz 1&1 samo jednom prolazi kroz rav-
i ~e=i teini poloZaj, $o zavisi od pofetnih uslova, . . .
%=Cy e("“-p+:mo')t+cze( e x_wf.'Jt‘ noteini p I8

El
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Ako su koreni karakteristi®ne jednadine jednaki (tredi studaj), opiei integral dxferenm;alne

jednadine (15.15) bide _ e .
1= Cy eMb4 Oy t ehat ‘ (‘ll‘5.23)

Ovde je, prema (15.16)
Ay =g -0
%4
oy B
\\/ %
81 155
te gornji izraz dobija oblik,
x=e-Pt (Ci+Ca 1), (15.24)

§to predstavlja granidan slufj aperiodidneg kretanja.

Kretanje sa prinudnom silom
Ako pored prve sile defstvuje i treda, jednatina (15.9) imace vid
¥ + wo? x=a cos (ot -+B). (15.25)

Op8tl integral ove nehomogene diferencijalne jednadine jednak je zbiru opiteg integrala

homogene jednatine (15.13) i partikularnog integrala nehomogene jednatine. PotraZimo
partikularni integral u obliku

%xp=C cos (wt+f). (15263

Zamenom u gornjoj jednadini dobifamo

=193 C 03 (@t--B) b 0t cos (wt-+f)=a cos (at+F),
a otuda

wpl—w?
te za.xp nalazimo

. _
B O (o 2+ ). ©o(s2n
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Op§tl integral gornje diferencijaine jednadine (15.25) tada glasi

x=A cos (oo t+a) +— : cos (e H‘ﬁ) (15.28)
. ' AT ’

. U ovom sluaju imamo prinudne neamortizovane oscilacije i one predstavljaju rezultat sla-
" 'ganja dva &isto harmonijska kretanja: sopstvenog sa periodom 2rfwe i primidnog sa pe-
“riadom 2=fw. Medutim, to ne znadi da i rezultujude kretanje mora biti harmonijsko, jer
‘. ybir dveju kosinusnih funkcija biée periodiéna funkcija samo ako su njihove pericde sa-
" merljive.

" Gornji izraz moZemo transformisati u pogodniji oblik, stavljajuéi w=co+38

x=A [cos wot cos e-sin wot sin o] + [cos exot cos (S t+P)—

02— a2

o 5in wot sin (3 1+ P)]=cos oot [A cos o + Smeos (3Pl —

"302_

a
—sinwst | Asinas ~————sin(d t+[3)]
wef—w?

i uvodedi nove veliine R{f) I (1) relacijama

A cos (H,_m__f_____ cos (B t-+B)=R{t) cos 1)
wa? —w?
(15.29)
Asina+———sin (3t+B=R (D) sin g (1)
wa?—w?

“Tako uvedene veliine bide funkcije vremena, a prethodni fzraz mofemo napisati u obliku

x=R (1) cos [sot-+p (O] (15.30)

Odavde vidimo da se rezultar slaganja ovih dveju harmonijskih oscilaciia moZe shvatitl
kao kvaztharmenifsko kretenje, &ija amplituda R(1) i faza o{t) su funkcije vremena. To je
tov. podrhtavare sa naizmeni®nim pojalavanjem i slablienjem oscilacija (sl. 15.6), koje
je perioditno samo tada kad su frekvencije sopstvenog i prinudnog kretanja samerljive.

_(ﬂﬂ /\“7\'"7\ T [\
B ATE

-t

SL 15,8

Ispitajmo jo§ sludaj kad je wp=1t, ti. kad su frekvencije sopstvenog i prinudnog kretanja
medusobno jednake. Taj slufaj poznat je pod imenom rezongnciia i tada su gornji rezultatd
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direktno neprimenljivi, Ako obrazac (15.28) transformifemo dodavanjem i-oduzimanjem

izzaza a cos (et @}_l(mogu &%)
x=4 cos (w9 t+oc)—§--w~;—§"—2 cos {wat- {3}+—-——2—a~w-;« [cos (e B} — cos (wot+0)]
e —w L3 e L

i prva dva lana, koji predstavliaju linearnu kombinaciju funkcija cos ot i sin wot, na-
- pifemo 1 obliku A% cos (wet-+a?), gde su A’ 1 & nove integracione konstante, - dobijamo

x=A’ cos (wot-+a?) + ﬁ[(eos (@t B)—cos(wo t+[) (15.31)
e

Da zaista gornji izraz moZemo napisati na taj na&in, sledi iz toga $10 se nove integracione
konstante mogu odrediti iz pofetnih uslova 1 u sludaiu <o = eq. Naime, za t=0 imacemo

T a
Xo=A" cose’ - ————— (cog B —cos B)= A’ cos o’
wo?—w?

a a
Ko = =A@ 8in @' + (o sin B + wo sin B)= — A" e sin o' 4 - sin B,
0% — o? +a
¢ime su A’ i &’ potpuno odredeni. Tada pri @ — o drugi Zlan izraza (15.31) postaje
necdreden oblika 0/0, a smatrajuéi ovaj ¥lan funkeijom od © i primenjujudi na njega
1"Hospital-ovo pravilo, nalazimo

1 - T —151 t t
i SRRt lotef) (o ten(etkl) |t (wo t48)
Wl wp?—w? W e —2 2o
Tako gornji integral za e=ws dobija vid
a
x=A" cos (wo t+oc')+i-— U'sin (o t4-B). (15.32)
@

Odavde vidimo da # sludaju rezonancije amplituda oscilaciia raste linearno sa vremenont,
fime i3¢ezava stacionarni oscilatorni redim.

U opitem sludaju, kgd dejstvuju sve navedene sile, redenje problema dobide s.e' kao zbir
opdtég integrala odgovarajuée homogene jednadine i partikularnog integrala posmatrane
nehomogene jednadine, §to ostavljamo Sitagen za vedbu,

15.3, Matematitko kiatno

Kao primer prinudnog kretanja Zestice sa jednim stepenom slobode uzmimo matematicke
Rlatno, tj. kretanje destice po krugu u vertikainoj ravai pod uticajem Zemljine teze (sl 15.7).
Podto je ovo kretanje po liniji, ono ima samo Jjedan stepen slobode, a poloZaj ove Zestice pot-
puno je odreden uglom skretanja o od vertikale: Stoga moZemo ovaj ugao uzeti za gene-
ralisanu koordinatu 1 primeniti Lagrange-eve jednadine {10.30)

4 2L 3% . (15.33)
dt 3¢ dq .. '
Gvde je s=Ro, pa je kinetitka energija
1 . 1 ) .
T =-2-m32m-5-mR3<p3 (15.34)

a potencijalna energija u odnosu na najnizi poloZaj je

Uﬁmg;mzﬁgR{iL«coscp) S O (153%)

-153
: 'I'ada je Lagrange-sva funkcija
. . ; L==T-f-1}=—li~mR3 é,ﬂ_%ﬁng(la;;os @)s o (15.36)
| .p.a.,.ima:i‘iq -
éi*'m R2p ?““L"megR sin 9,
I o9
ShL 157
te jednaéina (15.33) dobija oblik
2 (m R2g)+mg Rsin 9=0,
de
tj.
as.yn

g .
& +—— sin @=0.
9+ R @

To je diferencijalna jednadina kretanja matematitkog klatna. Njen prvi integral moZemo
nadi ako je pomnofimo sa de

;éldq;z-—%sin(pd%

a poito je .

goraju jednadinu mogemno napisatl u obliku

“odp= ——si (15.38)
= _———singd
dg g Snede
Integracijom ove jednadine dobijamo
| L £ £ : (15.39)
- g2e—"w 00§ g Co= —(cos ¢+ C),
2¥ TR F R

j i i j u odr-
gde je Cmi C integraciona konstanta, Ovaj prvi integral ekvivalentan je aakon

Zanja energije

%'m R? g2+mgR (1—cos )=E, (15.40)
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iz koga sledi

i, g B .
— B -1 :
2% TR CRmbE o

§to je istog obiika kao i jednacina (15.39), samo izrafeno pomocu druge integracione kon-

stante: C'= ~— —1, gde je E sad nova integraciona konstanta,
mgR

Analizom dobijenog prvog integrala mofemo ispitati moguce vrste kretanja matematickog
klatna. Ako je C’ > 1, uvek je ¢8> 0, te ugao ¢ nema ni maksimuma ni minimuma
i kretanje je progresivno. Ako je C'=|, bide $2 % 0, pri femu znak jednakosti va#i sa-
mo 24 @, te je ovo kretanje kao granifan shidaj prethodnog asimptorsko. Ake je —] <
< C" < 1, postoje dva ugla o 2 koje je & =0, takvo kretanje je oscilatorno izmedu ra
dva ugla, Na pr. za C'=0 moguéi su samo oni uglovi za koje je cose =0, ti. ugao

Fid o~ . PR s
@ se menja izmedu —— i — Akc je C'= —1, bide ¢2 <0, pri Zemu znak jedna.
2 2

kosti ovde vadi samo za @=0, te &estica stalno miruje u ravaoteZnom poloZaju, Najzad,
ako je C' < —I, uvek je §% < 01 kretanje nije uopite mogude.

Konafna jednadina kretanjé

Ogranitimo se u daljem izlaganju na oscilatorno kretanje, Tada je —] < C’ < 1, pa
moZemo staviti

Cla= —cos a, . (15.41)

uvodedi tako umesto integracione konstante C novu integracionu konstantu e, Jedna-~
¢ina (15.39) tada dobija oblik

., 28
q;awT{ {cos @ —cos o) {154
i iz nje moiemo videti smisao konstante o. Naime, ako je ®=-to, bide d=0, te g

dostiZe u tom sludaju maksimum ilj minimum. Prema tome, konstanta o predstaviia maksi-
malnu apsolutne vrednose ugla ¢, 4. amplitdu oscilacifa. Polto je

I &
CO5 =1 —2 5ind -z—‘, cogp=1—2 sin?—.
]

prethodnu jednadinn moZemo napisati 1 u obliku

4 &%
= —ﬁg(sizﬁ —2— — sin? *E"-) {15.43)

. de g f o ¢
— B in% — _gin? ——
R q2J sin 3 sin 5

a posle razdvajanja promenijivih

Qdavde imamo

@
d—=
“g“dt wm—_m.g__%,_

R .
i sinz—“"-—sinz 2
2 2

-  pri Gemu wgmg_wraéunam
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— A -d r )
J Bow | o2 , (15.44)
R o ein® 2
J k? v gin 2
Q

(15.45)

..pa integracijom dobijamo

. .gdﬁ smo stavili

, o
=sin-—,
k=s 2

o od trenutka kad je Zestica bila u najniZem pf;loiaiu.
Ako uvedemo novu promenljiiva u obrascem
sin > =k v, (15.46)
2

")dakle imamo
N ] k du

@ P S
cosT-dy =k du o=

prethodnu jednadinu moZemo napisati u obliku

138
g du _ C 3547
R T Vi—o—ku
Q

Integral na levoj strani ove jednadine

¢ du
"“"“f VA (-7
Q9

redstavlja tzv. eliptitki integral prve vrste i ne moie S? izraziti pom
gmkcija. Ovaj integral je izvesna funkcija gornje granice

ocu elementarnih

J=f (‘-1):

i ia, ova inverzna
. " : o
a ako pak Zelimo da prikafemo gornju granicu kao funkciju sa}.mf}g mt?z‘x;z :; A
k. ¥e izraziti ¢ i ija i oznad
ij orofu elementarnih funkeija
takode se ne moée izraziti pom nih fukel
funkcija > nie moze | .

- i, T
eSS A

u=sn J

" L. . invsna elip-
Ovako uvedena funkciia sn, definisana inverzijom gornjeg mtegr:'ﬂ;, nazg:esc ;;: i ek
tiZka funkeija i na bazi teorije eliptitkih funkcija postoje i numer.l-é & ];amr m, :o otk
~%5 95 Svaku vrednost argumenta moZe naéi vrednost ove funkeije. e.‘15 11 ;anauze
:':inkciiama mode se naéi u. svakom opfirnijem udibeniku matematicke X

: B '
U najem shudaju je J = ,\/ Y t, pa imamo

Y 15.48%
u=sn (N/M%{ t) ' ' (
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Prema obrascima (15.46) i (15.48) tada dobijamo

. sin "?—;k sn (/\'/_5.17 ) :
2 R

i ova: jec}na&ina odreduje ugac skretanja ¢ kao funkeiju vremena, te predstavlja
kona¢nu jednadinu kretanja matematitkog klatna.

(15.49)

Period oscilacija
Da bisme naili period oscilacija, primenimo jednadinu (15.47) nz najvigi poloZaj matema-

ti¢kog klatna. Tada vreme t predstavlja Cetvrtinu pezioda =, a promenljiva u prema obrasca
{15.46) u tom poloZaju ima vrednost jedinice, te imamo ' h

s I
Jﬁ;= J du
R 4 p VI Ik uy’

a odavde nalazimo

1
r%d,\/gf__w%_di{_%_
5 V=08 (1= kuy

{15.50)
Ovaj integral mo¥emo transformisati smenom
u=sin v, du=cos vdv, (5.5
gime dobijamo
. 3 |
- ﬁ f dy
g 3 +/{—k¥sint v Us.52)

Ako - podintegralnu funkeiju razvijemo u red po stepenima od k2 sin? v, imamo

1
. ey i 1-3
{1 —k?sin?v) 2m1—i—~wkasin2v#%k4 int
5 W sin® v

135 o
2.4.6 51 v L,

2 1:3:5-... @a~1)
1+ — L LA T Lan sin
,{§; 246 ... 2n Fosnmy

IOSEG e S'al\l élal! ovog I'ﬂda, sem Prvo ma
9 11 Od Odgo'afa}ué"-g élana Gpada}uéeg gea

1-+k2s5in® v-+k sind v4-K8 gint v e,

ovaj red.}e lllliformn ki nver)| e
gentan za sve vredno . i
3 RKony STL v, te se moze lnteg'rahﬂ Eian po Cla]l.,

) _
m.._—i- .

oo g St
g & 7246 ..m knsmm"Jd"’
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[N1H]

O R[=, Zr3s.@-n : i
1=4\/§[?+ngam k2 sin®® v gy (1533

Q

Ovaj integral mofe se izrafunati uzastopnom parcijalnom integracijom i na taj nadin se
- nalazi
: =

2

- 1°3-5...Cn—-D =
sin® v dy = ——mein .
2:4:6.2n 2

1]

. Rz & 1:3-5+ (2n—1) Blﬂ
o Jz{:ﬁ'z[ 2-4-6...2n k2 2|’

n=1

WEYLIING S S
= e 2 2-4) " 2-4-6

te dobijamo

g

(15.54)

Ovaj obrazac odreduje period oscilacija matematickog klatna. Imajudi u vidu da k prema
obrascu (15.45) zavisi od amplitude «, vidimo da period oscilacija zavisi ne samo. od duZine
Rlatna i ubrzanfa Zemliine tefe wed i od amplitude oscilacija.

Sludaj 'malih oscilacija

Ispitajmo jo¥ sludaj vrlo malih oscilacija matematikog klatna. Tada je «, a takede i k vrlo
malo u odnosu na jedinicy, pa u jednadini {15.47) moZemo zanemariti k*

u
£, du i (15.55)
—“tem | ————===arcsinu .
R W/ T-ud
¢
Inverzijom ovog obrasca dobijame
u==8in -gmt R
(\/ R )
a pofto u ovom sludaju prema obrascu (15.46) pribiiZno imamo
.9
sin —
2.9
us= =,
-
sin —
2
prethednu jednatinu moZemo napisati u obliku
(15.56)

el
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Odgovla.rajuéi period oscilaciia moZemo naéi iz obrasea (15.54), zanemarujuédi danove sa
stepenima od k2%, &ime u prvej aproksimaciji dobijamo

.'—"ﬂZTﬂJ";. 5,57

Dol?ucni obrasci odreduju konaénu jednadinu kretanja i period vrlo malih oscilacija mate-~
n_lazsékog klaEna: Odavde vidimo da se u shedajn vrlo malih oscilacija ugao shretanja menja
Zisto harmonijski sa vremenom, a period oscilaciia ne zavisi od njzgove amplitude

U ]u 1983 P iCH) TE1ja matemary 1 i1 11 ):oééen v ZyVijan
OVOIn shaga ote, alna ene: ja a a3 6].(0 klas a dobija
g ¥ id. Ra: ]

o5 =] ~— "~1-q>2+ -
2 )
i zanemarujuéi vide stepene, mofemo obrazac (15.35) napisati u obliku
U=mgR (1 ~cos ¢d=mg R (1-—1+ -é—- 92) ,
1.
i .
= -i—ngqﬂ. (15.58)

Ako prikaZemo p{).tf:nci}alnu energiju kao funkciju ugla ¢ (sl 15.8), dobi¢emo parabolu sa
te:‘:}en‘om u koordinatnom podetku. Pri datoj ukupnoj energiji matemnatickog klatna B kree
tanje je mogude samo u onoj oblast uglova u kojoj je U < E. Granice ove oblasti su

redene uS]DVOXII U—E ito 8} pre et‘ a P
odred 8U apscise pres n[h t 58[(3 OTTIHE a.IabO & 1 ivoa g

U

U

H

E

>

- 0 o ¥

Sl 15.8

Nﬁpo‘;n.en.h:no na.krajn da s.mo silu reakciju kod matematickog klatna veé odredili pomodu
prirodnih jednatina kretanja i ona je data obrascem (9.35) za ma koji poloZaj klatna

16, MALE OSCILACIIE
16.1. Stabilna ravnoteZa sistema

Po A - * a - y

ho!s;zzt;zzm? ;ekl sxste‘m ée‘st:ca 82 n stepeni stobode { pretpostavito da je ovaj sistem

Ao Tl 1 konzervativan i neka je njegov poloZaj odreden pomotu generalisanih koor-
41,92 . . . ; 9o, Ako 31 u nekom poloZaju sistema sve sile kofe defstungu na Eestice

Jednake nuli, bite i sve generalisane sile {10.14) takode jednzke nuli

U
Q== (Ta'qT)f" G=L2..om (s
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. { tada kaZemo da se sistem Zestica nalazi u ravnote#i. Pretpostavimo jof 1 da je v tom polo-

a2 U s . . , .
Faju sistema (~—-——) # 0, tada gornji uslovi kazuju da pri rawnotedi sistema Zestica pod
a qs? 70 " :
faz U L . N
aslovom ( 5% O njegova potencijalna energija ima ekstremum.
2 q:2fe

Tzvedimo sada sistem malo iz ravnoteZnog poloZaja, davii njegovim Zesticama male brzine,
Ako pri tome sistem stalno ostaje u okolini svog ravnoteZnog poloZaja, kaZemo da je rayno-
teZa stabilna, a u protivnom slufaju sestabilna. Pretpostavimo da je sistem u poloZaju mi-
nimuma potencijalne energije (sl. 16.1) sa energijom E=Uo. Ako sistem izvedemo malo

Ul

St 18.1

iz ovog polofaja povedavajudi mu energiju za AE, to ¢e izazvati povedanje njegove potenci-
jalne energije i jedan deo primljene encrgije upotrebice se na ovo povecanje potencijalne
energije, a drugi na dobijanje kinetitke energije. Podto je sistem po pretpostavci konzer-
vativan, vaii zaken o odrZanju mehanitke energije

T+-U=E= const, (16.2)

te svako dalje povedanje potencijalne energije mora izazvati smanjenje kinetitke energije.
Kada se sistemn &estica toliko udalji od ravnotefnog poloZaja da mu potencijalna energija
bude Us+AE, kinetitka energija ée se svest na nulu, te de se sistem zaustaviti u tom po-
lo¥aju. Potom &e pod dejstvom sila pofeti da se vrada ka svom ravnoteinom poloZaju i
nastavide da vrdi male oscilacije oko ovog poloZaja. Stoga je ovakvo kretanje ogranifeno i
sistem ¢e stalno ostati u okolini svog ravnoteinog poloZaja, te je ravnoteZa stabilna. Ako bi
pek sistem bio u polo¥aju maksimuma potencijalne energije (sl 16.2), svako udaljavanje
sistema iz ravnoteZnog poloZaja izazvale bi smanjenje potencijalne energije, a time i pove-
Zanje kinetitke energije. Stoga bi se u tom shudaju sistem sve vife udaljavao od svog rav-
notefnog polofaja, te bi ravnoteZa bila nestabilna. Prema tome, mofemo redi: -

Ako u polozaju ravnotefe holonomnog konzervativmog sistema festica potencijalna energija
ima minimun, ravnoteXa sistema je stabilna, Ovaj stav poznat je pod imenom Leferne-Di-
richlet-ova teorema i predstavlja samo dovolfan, ali ne i potreban uslov stabilnosti ravaotede.
Naime, sistem Zestica mode biti u stabilnoj ravnote#i i u konfiguraciji u kojoj potencijalna
energija nema minimum, Kao §to je poznato iz matematike, za jednu funkciju U1, Q2 -+ »
qe) od n nezavisno promenliivih.poloaji stacionarnih tadaka se odreduju redavanjem jed-
nadina
a

—— =0 G=1,2...,0)
dq



budu zadovoljeni joi i sledeéi uslovi

()
dqi® Jo\da: dqg/e

a2y
( )>0’ >0,...,
aq12/h a2y 22U

e vre))

dqz dqu d ga?

(azU) ( U ) ( Jrpe )
aaq? Jo aQqu"; I} aqlaQB 0

{16.3)

o

Gaomhorarn)e (55)
OGndqQi/o\daadaa/e 9ga? Jo

i demu se vrednosti drugih izvoda uzimaju u adki 9% qa% ..., g% Napisane deter-.
P q ‘

minante, kofe sve moraju biti pozitivne da bi bio u pitanju minimurm, nazivaju se Sylves
ter~ove determinante,

Kao primer stabilne ravnote?e moZe nam sluZiti matematitko klatno u svom najniZem,
ravnoteZniom poloZaju, Ake klatno malo izvedemo iz ravaoteZnog poloZaja, ono ée podet
da +13i male oscilacije oko ovog polodaia, te je ova ravnotefa stabilna i u tom poloZaju
potencijalna energija klatna, odredena obrascem (15.58), ima minimum, kao $to se vidi i
iz s& 15.8. : )

'16.2, Diferencijalne jedna&ine malik oscilaciia

Izaberimo sad generalisane koordinate sistema tako da ih ratunamo od poloZaja njegove
stabilte ravnotede, tj. da u tom poloZaju one budu jednake nuli '

{Qne=0 (=1, 2, ..., o) - - (16.4)
Pretpostavimo jod da je kinetitka energija sistema hémogena kvadratna funkcija genera-

lisanih brzina .

ay q1 éjf (16.5)

" a &a bi 1’(‘:§ana' q18, qzﬂ’ + v 4% gornjih jednadina odgovarala minimuma, potrebno e da
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Pri tome su koeficijenti ay izvesne funkiije generalisanih‘ koordinata, pa ako ih razvijemo
Taylor-ov red oko poloZaja stabilne ravnoteZe, § obzirom na uslove (16.4) imamo
u -

e S B day . e
T oa{Qi, .0, Ged=ay(0,. ., 0) b sé:z > o % .
Zhog malog udaljavanja sistema od ravnoteinog poloZaja sve generalisane koordinate g
imaji stalno male vrednosti, pa moZfemo zanemarit vide Zlanove
ag R ag (..., 0, (16.6)
te oko polofaja stabilne ravnotefe mo¥emo uzeti da su koeficijenti ayy u {zrazu za knetichu

energiju konstanini.

Pronéimo sad potencijalnu energiju sistema, Ciji smo nu]‘ti nivo premf: prvom ?S;O‘:; (16.133})i
odredili tako da potencijalna energija u poloZaju stabilne ravnoteZe I_mde jednaka n

UW,...,0)=0 (16.7)

Razvijmo potencijalnu energiju u Taylorov red oke polofaja stabilne ravnotede

2 /30 1 2 a ( iR b) ) B
. m— - Q.
U(q,....,qnnauco,...,0)+g’(aql)oqﬁ > i§: ;§1 aon o

§ obzirom na uslove (16.7) 1 (16.3) prva dva &lana otpadaju, a zbog xﬁal.ih vre.dnosn <N
oko polofaja stabilne ravnotefe molemo zadriat samo tredi #lan, koji je oblika

1 n
U= —
2 4

Prema tome, oko polodaja stabilne ravnotefe potencijalna energija sistema uvek se moke pri-
kazati kao homogena kvadratna funkcija gerzeral;samh koordinata.

by grqs {16.8)

INE

j=1

Ako u izrazima (16.5) i (16.8) uzajamno izmenimo indekse i i j i potom izmenimo red
sumiranja, debifemo

13 2 1 i i . s
T=— ag 4y qe=— ag 41 41
2 i;, i§I 2.4
1 n - 1 1 113
U= — by qyqu =~ Z by q195s
2 igl i‘§1 24 =
pa poredenjem sa polaznim izrazima vidimo da je,
ay=ay by=by; . (16.9)

Dakle, kosficiienti ayy § by u izrazima za kinetilhu » potencijalnu energifu si simetrisni.
Formirajmo sad odgovarajuée Lagrange-eve jednaline

4 6L___c_3_1:.__._= (i=1,2,..., 1)
dr a4 aq

Prema obrascima (16.5) i (16.8) Lagrange-eva ﬁmk.ci}'a je

n =n .
L=T—U= — (&1 d—bir s 2, (16.10)
. 2 &=t :
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a pﬁétc se svaki par indeksa dva puta pojavljuje, bite

LaL R oL 5
= dygqy e by qy
aq{ i{;l ’ c)q; . i§l

pa Lagrange-eve jednadine glase

2 .
ayds+ Z biyg=0 (i=1,2,,..,n) (16.11)
i=1 j=1

N

Ovaj sistem od n simultanih diferencifalnih jednagina, linearan po drugim izvodima gene-
ralisanih koordinata, predstavlja diferenciialne jednadine malih oscilacija holonomnog kon-
zervativnog sistema Zestica oko polofaja stabilne ravnotede.

16.3. Normalne koordinate sistema
PotraZimo sad partikularne integrale sistema jednadina (16.11) u obliku

Qy=Aysin {es t+d) G=1,2, ..., n) (16.12)

Zamenom ovik izraza u gornjem sistemu jednadina dobijamo

o ]
— 2 et Agsin @i+ D' by Aysin (o th§)=0,
i=1 j=1

)13

2 (y—alap) Al=0  (i=1,2,...,n) (16.13)
=1 . ,

To je sistem od n linearnih homogenih jednadina sa n nepoznatih A;. Kao %o je poznato
iz matematike, da bi sistem linearnih homogenih-jednadina imao redenja razlidita od nule,
determinanta njegnvipkoeficijqng:a mora biti jednaka nuli, &0 u ovom sludaju dovodi do

uslova
Aby—ofay| =0 (16.14)

Ova jednadina naziva se karakteristitng jednading i ona odreduje mogude vrednosti e?,
Pofto je gornja determinanta n-tog reds, to je algebarska jednatina n-tog reda po w2, pa femo
oznaditi korene ove jednaline sa ep®{k=1, 2, ..., n)., Velidine wx odredene na ovaj
nalin nezivaju se svofstvene frekvencije sistema.

PokaZimo da su svi koreni »? ove jednadine realni i pozitivni. U tom cilju pomnogimo jed-
nadine (16.13) sa A i sumirajmo tako dovijene jednadine po i

n n
2 2, (bu—w?a) Ay Ai=0,

=1 j=1
odakle dobijamo
noon
Z Z bis Ay Ay
oie izl (16.15)

n  n
Z Z ag A1 Ay

j=l g

Polto-izrazi u brojitelju i imenitelju imaju formalno isti obiik kao potencijalna odnosno
kinetitka energija (16.5) 1 {16.8),  onc su obe pozitivro definitne, i navedeni izrazi u gor-
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jern obrascu su realnt i pozitivni, te istu osobinu mora imati i w?, Prema tome, svi korem:

. Barakteristitne jednaline w? su realni i pozitivni,

Svakoin korenu katakteristiéne jednaline cx? odgova{e} ;edan .s'isf;_emwlipeazjxﬁh homogenih
jednadina (I6.i3), iz koga moZemo odrediti odgovarajuée Ifc:ef:cx]cnte Ajs odrec!.ene gamo
do proizvolinog multiplikativiiog faktora, koje demo O'Zl_laéltl sa A,.;,, a oc?gov?m;“.tée kgfn.
stante ¥ oznafimo sa Wi Odgovarajuéi partikularni integrali diferencijalnih jednalina
(16,11} odredeni su tada obrascima (16.12)

Q== Agc sin (ot -+ (=1 2...., n), (16.15)

2 pofto su ove diferencijalne jednatine linearne, linearne kombinacije ovakvih partikular-
nih integrala predstavljaju takode integrale jednafina (16.11} :

n
a=  CxAxsin(oxt+d) (=1,2...,m) 1617y
k=1

Ovi izrazi sadrie 2n proizwoljnih konstanti Cy { Qu, kofe su odredene paé’e'tm'm uslfm'ma, ‘stoga
oni predstavljaju opste integrale posmatranih difercacijalnib jednatina malih oscilacija
sistema.

Prema tome, male oscilacije holonomnog konzervativnog sisiema Cestica oke po.l‘oéa_‘ia stabilne
ravnoteSe mogy se uvek prikazati kao superpozicija &sto harmomijskih oscilacifa sistena kao

~-~celine, : :

Umesto generalisanik koordinata q; uvedimo sad nove velitine Qu relacijama
o
a= ) AuQx, (16.18)
k=1

gde su keeficijenti Ay odredeni sistemom jednadin (16.13) za w==wy i tako (-i.efinis;{nc
velitine Qu nazivaju se normalne il glavne koordinate sistema. Lagrange-eva funkcija u ovim
koordinatama dobija oblik

1 . N _1_
L= ;%ZAH ngmmqm -5 2

i i

Dby ZAnQ:ZAijm-
3 i m

1

1 . . ____,,,L - A
=—2‘¥ %:Q:QmEEBUAuAjm 2§§QIQ sz:bﬁf\n Jmy

§to moZemo napisati i konciznije

Ly > 2Q Ii }n:B QQ {16.19)
Lo — o1 Qt Q. — im A Uy N
2 ,;1 m‘?::, “ 2 & 2
gde smo uveli oznake
n n n n
ton = Z 2, MAaAm,  Bm= o by An Agen. C{16.20)
[ES TN | i=1 i=1

Dz bismo pokazali da se ova Lagrange-eva funkcija moZe uprostit, napiiimo iedna?éine
(16.13) za m-ti koren karakteristi¢ne jednadine, pa pomnoZimo svaku od njih sa Ay 1 su-
mirgjmo po indeksu i
Z Z (bu—mm2 au) Aym Ap=0. (¢ 6.21)
i

Z3 1-ti koren, izmenom indeksa i i j kao i I i m, imademo

2 2. (onen® ay) An Aga=0,
R

11*
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iby
. A
(i —wom?) Z Z 2y An Bym=0.
i=1 je=t

Ako je 135 m, odavde neposredno sledi da je gornja dvostruka suma jednaka nuli, tj,

n n
am= ) Y ayAnAm=0 (Im) (16.22)

im1 jal

Na slidan nalin, pifuéi relaciju (16.21) u obliku

2 Z by An Ajm= wpn? Z Z ay An Ay
i i g

i

zakljulujemo da i izraz s leve strane mora bit jednak nuli

o n
Bim= > > byAuAm=0  (i#m) (16.23)

il jesj

Stoga u Lagrange-evoj funkeiji {16.19) otpadaju svi meSoviti tlanovi, pa debijama

-
L=— P — 16.
> 121 cn Qe — — Igl Bu Qu (16.24)

Pofto je L=T—U, iz prethodnog izraza vidimo da kinetiéka i potencijalna energija u
novim generalisanim koordinatama imaju oblik

Il . 1 a
T= Z o Qs8, - 1; Bn Q:2, (16,25

Y. w sormalnim koordinatama sistema kinetiéha § potencijalna energija fmafu oblik sume Esto
kvadratnih Hanova, Odavde neposredno dobijamo i diferencijalne jednadine kretanja u
ovim koordinatama, naime

d ; ,
= (o1 Qa)—(~fu Q=0
di

odnosno, na osnovu obrasca (16.15)

Q+et Q=0 (=1,2,..., 1) (16.26)

Prema tome, nvodenfem normabiih koordinata sistema diferencijalne jednaéine malik vscilacija
raspadafu se na n medusobno nezavisnih Jednolina, od kojik svaka opisuge jednu Sisto harmonij-
sk oscilacifu sistema hao celine,

16.4. Primer

Kao primer wzmimo male spreghrite oscilacije dvaju matemati®kih klatna (sl, 16.3) iste du-
Zine 1 i mase m, spojenik elastifnom oprugom &ji je koeficijent elastidnosti k, a dugina u
nedeformisanom stanju jednaka rastojanju izmedu tadaka vedanja. Ovaj sistem ima doa
stepena slobode 1 za generalisane koordinate uzmimo uglove skretanja od vertikale g; i oz,
Kinetitka energija ovog sistema jednaka je zbiru kinetidkih energija oba klatna i prema obras-
cu (15.34) ima oblik

Taemi? (124 52%) (16.27m;

e |

pa coduzimanjem ovik jednadina dobijamo, s obzirors na simetridnost koeficijenata gy
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S fo'encijalna energija sastoji se iz gravitacione energije oba klatna i elasti¢ne energije opmge:-
preko koje se vr3i uzajamno dejstvo klatna. Prva energija prema obrascu (15.58) iznosi

s -y mgl (p12-+pa?),

Sl 183

2 poto je elastitna sila u opruzi srazmerna njenom izduZenju iz ravnoteZinog poloZaja
Fe= —kx= —kl (pa—o1),

druga energija bide

* X
1 |
Ua=—dex=kf xdx= Eim3=—2—klz(93m91)2.
0 0 ‘
te je ukupna potencijalna energija
1
= gl (919 - Kl (g —au)? (628)

Poredenjem dobijenih izraza sa izrazima {16.5) i (16.8) vidimo da je
ap=mi?, ags==1ml¥, ars=0, }

bii=mgl+kl?,  bee=mgl+kl?, bra= —ki

(16.29)

Sistem jednalina (16.13), koji za dva stepena slobode u opftem slufaju ima oblik
(b1~ 811} A1+ (bie—e? 212} Aa=0
(ba1—w? az1) Ar+ (boa—e?® age) Ag=0
u ovom slufaju glasi
(mgl+ k2 — w2 mi?) Ay —Ki2 Ag=0
k1% Ay (gl K12 02 ml2) Ag=e),

a uvodedi oznake
' ples ;f., %= (16.30)
posle deobe sa ml® dobijamo

{—wi+tw+n%) Ay—n? Ay=Q
—n? Ay+(— 0+ ap?+a?) Ag=0

| (16.31)
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Kéraktéris'tiéna jednatina (16.14} predstavija tada uslov da gornji sistem linearnih homo- -

genih jednadina ima rcﬁenj_a razlitita od nule

|~ %4 tag2+n2 —n? ' :
- ot el = ) - (1632
Ova jednaina u razvijenom obliku glasi
{(—witw®+n2—ni=0,
a otuda
—wfag?+ni= 4n?,
pa su koreni ove jednadine .
w1t gl we?= w42 n? . 163

Tada bilo koja od jednadina (16.31) odreduje odgovarajuce odnose koeficijenata ﬁf— s
- = e - Al
tj. koeficijente A3 i As. odredene do maltiplikativnog faktora. Stavljanjem prve vrednosti
u prm'jgdnaéinu imamo

0% Ar—n? A==,
a otuda, oznalavajuéi ove koeficijente odgovarajudim indeksom 1, dobijamo
Az = An (16.34)
Za drugu vrednost we? bide
~n2 Ay—n? Agu=,
pa uvodedi indeks 2 dobijamo
‘ Anz== —Aja (16.35)
Tada su opdti integral o.dredeni obrascitna (16.17) ‘
' o1 =C1. Aqnsin (wat+ 1)+ Ca Ae sin (s t- a)
2=y Az sin (wrt-b $1)+Ce Aga sin (w2 t-+{s),
a podto je ovde prema obrascima (16.34) i ('16.35)
Ci Aa=Ci Aqy, Cz Azz - —Cs Asz,

uvodedt nove konstante

Cy'=Cy Ayy. Co'=Cy Asa, (16.36)

dobijamo

1= Gt sin (1 t-+4n) -+ Ca’ sin (w2 t-+ )
) (16,39

oa=Cy" sin {1 t+€,'31)——c‘a' sint (wat4- ng)

?n éer?m Su (31’, Ca’, Os § ¢ Integracione konstante, odredene poetnim uslovima. Ove
jednadine moZemo napisati i u obliku

P1=A sin @1t+B cos et-+ C sin wat-+ D cos szt
) ) (16.38)
Pa=A sinwit+ B cos eojt—C sin wet—D cos @at

187

gdesu A, B, CiD nove integracione konstante. Ovi obrasci predstavljaju konane fednadine
kretanja.

‘Talasni udari

Pretpostavimo sad da je clastiéna sprega slaba, tj. da je
n < wo (16,39

Tada prema drugom obrascu (16.33) pribliZno imamo

SRS 2 I 2n?
we= A @t 2n? =g \/1.;.3»{-1;:@9 (l-l-'”‘”‘“ — ),

@o

pa s obzirom i na prvi obrazac (16.35) dobijamo

. i

. 01 == 02 2 Wy (1-1*‘““"';) (16.40)
(A%}

Dakle, u sluéafu slabe elastilne sprege svofstvene frekvencife wy i s se vrle malo medusobno
razlikuiu. ’ o

Uzmimo pri tome da n trenutku 1=0 samo jedno klatno malo izvedemo iz ravnoteinog
poloZaja za ugao go i potom ga pustimo, tj. da je

pro=ga0  Qa=0 §n=0 $n=0 (16.41)

‘Uvr§tavanjem ovih pofetnih uslova u jednaline (16.38) imamo

?OWB"‘"D: OMBMD’

O=Aw-+Cuw, O0=Aw—Cuw,
a otuda

1 1
A=0, B=-—2~ @0, C=0, D=“§“<pn,
pa dobijamo
1 1
L= 0 (€08 @ U €08 62 1) Fr=" 0 (€05 ey L ~cos w3 t),

§to moZemo napisati i u obliku

0 -+ g [T ST
0 COS t cos 5 -t

L
3

I

o

116.42)

oy -+ tag . Wiz

2

2= —op $in

Ovde je prema obrascima (16.40)

1 (ot 1 ¢ n?
= (o Ao, e (3] = QIBY RS —
2 1+ wz) KMo 5 (o 23 e’
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pa konadno dobijamo

. na
‘?ﬂm(qm cos — t) cos wo t
20

(1643

. n?
Pz={¢¢ 51 t) 5in ot
260

To su konaéne jednadine kretanja pod navedenim uslovima. Njihove amplitude (izrazi u

zagradama) predstavljaju periodidne funkcije viemena sa kruZnom frekvencijom cwa=
n? ‘
= . odnesne periodom
2ep

2n dmwo
TR T e

¥
WA n?

) . .. Iin
dok je period funkcija van zagrada T="—, pa je niikov odnos zbog uslova (16.39)

W
T 2o®
Pl (16.44)

\IANPN
% vr\uf\uﬂvf\v,\ a) -

NAAY A WA

Sl 16.4

Stoga se o:re amplitude sporo menjaju u toku vremena u odnosu na izraze van zagrada,
pa ih moZemo interpretirati kao sporo promenliive amplitude.

P.rema tome, doa matematicka klatna vezana slabom elastitnom spregom pod navedenim uslo-
vima viSe harmonijske oscilacije sa sporo promenljivim amplitudama, kao gto je prikazano na
sl 1(?.4. U podetnom trenutku amplituda prvog klatna ima maksimalan vrednost @0, @
amplituda drugog je nula; potorn amplituda prvog opada, a drugog raste i posle vreme,na
j iju'w?t:mpi.imda ;;rv_og postaje nula, a drugog 6. Dalji proces ponavlja se u obrnutom
oiava. 1 koiof se pal . . S .
pedul i; gi,s m', udan{ ] se Ralzmeniéno pojalavaju i slabe oscilacije klatna, poznata je pod

17. CENTRALNO KRETANJE
17.1. OpSte osobine centralnog kretanja

Kretanje Sestice pri kome sila koja defstonje na nju prolazi stalno broz jednu talku prostora
{':sI. 17.1) naziva se eentralno kretanje, a odgovaraiuca sila centrama sile. Ova vrsta kretanja
je cfd velikog znadaja, jer u takve sile spadaju gravitacione i elektridne sile, Pretpostavimo
da e u stalngf taiki izvor sile i ozna¥imo sa r vektor polodaja posmatrane Sestice u odnosu
na izvor sile. Tada prema definiciji centralnog kretanja sila ¥ u svakom trenutky mora biti

“kolinearna 34 j
" &aju moZe zavisiti od poloZaja, brzine i vremena.
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edinitnim vektorom rp vektora poloZaja, a faktor srazmernosti y opitem slu-

F=f(z,v,t) 10 {17.1)

81171

Medutim, od vedeg interesa su jedino takve sile &iji intenzitet zavisi samo od intenziteta

- pektora poloiaia

F=f(r) o (7.2

i mi éemo se u daljem izlaganju ograniditi samo na ovaj tip centraine sile { pod centralnim
kretanjern podrazumevademo uvek kretanje Zestica pod uticajem tekve sile.

PokaZimo pre svega nekoliko opitih osobina centralnog kretanja. Moment sile u odnosu
na stalnu tadku O zbog kolinearnosti vektora r i ro je ‘

L=rx F=2x{{) re=0,
pa va#i zakon o konstantnosti momenta impulsa {5.54)
M=rxmv=C (17.3)

Prema tome, pri centralnom kretanju moment impulsa Eestice u adnosu na izvor sile je stalan.
Poito je prema obrascu (13.12) sektorska brzina, 1j. povriina koju opife vektor poloZaja po
jedinici vremens, srazmierna momentu impulsa, i ona je takode konstantna

48 & (17.4)

dt

Pri centralnom kretanju sektorskg brazing je stalna w toku wremena. (drugi Keplerov zakonj.
Sem toga, na osnovy obrasca (17.3) vidimeo da vektor polofaja r (si. 17.2) mora uvek bitd
notmalan na stalpom vektoru C, te stalno le¥i u ravni normalnoj na vektoru G. Dahle,
centralno Bretanje uvek se vrfi u jednoj ravni, te ima dva stepena slobode.
Da bismo pokazali jo§ jednu bitnu osobinu centralnog kretanja sa silom oblika (17.2),
uvedimo velidinu :

13

Ur)=— S f{r)dr (17.5)

To
Tada imamo
U ()= —1{{x),
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pa centralnu silu mofemo napisati u obliku

F=f(gro= —U' () 2o= —~U' (@ gradr,
1. A ' ‘ v

F=—grad U{)

:;F-“é’

.8l 172

Prema tome, centralne sile oblika ¥ =f1) vo su wvek honzervativ
odreden obrascem (17.5) i on zavisi od zakona sile H$
zakon o odrZznju mehanitke energije (5.32)

T+U=E=const
Dakle, pri centralnom kretanju uhupna energija Zestice,
gije, ostaje stalna.

Izrazimo analiti¢ki navedene zakone o adrZan,
centraino kretanje vr#i u jednoj ravni,
koordinate u ovoj ravni (sL. 17.3), uzim;

momenta impulsa prema obrascu (13.16) moZemo nepisati u obliku

M=m:? g =const

8L 17.3

Podto je potencijalna energija odredena obrascem {17.5),
gije na osnovu obrasca (3.15) dobija oblik

1 . .
Em“é"m (r2b1? $84 U (£) =const

Navedeni obrasei predstavijaju dva prva integrala kretanja,

{17.6)

ne. Pri tome je potenciia
). Podto su sile konzervativne, va¥

(1;7.7)

4. zbir kinetithe i potencijalne sner-

ju momenta impulsa i energije. Polto sle
a intenzitet sile zavisi samo od r, nzmimo polarne
ajudi za pol stalnu tatkn O, Tada zakon o odrianju

(17.8}

zakon o odrfanju mehanidke ener-

(17.9)

3a bis .
o grange-cve jednatine (10.30) za £ {9

- pa,
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172 Jednatine putanje pri centralnom kretanju

. . . menimo
4i jednatine putanje za centralno kretanje sa silom oblika (17.2), primeni
mo naj :

g oL oL 4 oL oL _

@ o oxr 405 0¢

- an ’ :
DR .
L [s)a+8 navedenog Dbl’asca (2.16} Lag{ﬂ.nge"ﬁua fus lkCl a [)()S]nalrane Cestice
Na osn 1€

1 ol aes (17,10
=T~Us—m(r2+12¢H-U (5
1,=T-1 3 r
imajudi u vidu obrazac (17.5) dobijamo
aL_‘ . gg“mm{ q'af‘.,__.‘U' (r)ﬂmr éz,‘}_f(r}
PR ar —_— i
oL
i mr . =9,
’ | d¢ e de
te Lagrange-eve jednaline glase
d - (17.11)
— 2 LYo
mi - gt @=0 T fmete)=0

j j i dno s¢ na-
T diferencijalne jednadine centralnog kretanja. Iz druge jednaline neposte
o su
lazi jedan prvi integral . -
mr? ¢ =const,
i j tanta pred-
to je prema obrascu {17.8) zakon o odrzanju momenta impulsa, te gornja kons p
a

i Z iminisati vreme iz di-
ravlia moment impulsa. Pomoéu ovog prvog integrala moZemo eliminisati
stavl . : g Pr
ferencijalnih jednalina kretanja, stavljajudi

pa imamo

M @ (1 M@ 1y M M & (i)
i d@a(?)?mw-gg;;(r mr?  mirf def \r

T j i .11), dobijamo
Uvritavajudi gornji izraz za & i ovaj izraz za T u prvu jednadinu (17.11),

2
M @ i)mﬁwdf(r)=0,
mr? de? \r mz®

.

Feni 2/ Mi2 % napisati 1 obliku
jto posle mnodenja sa —mr |M? moZemo nap

@ 1y 1 mri() (17.13)
FE1 O b

P d i f "
OVS ]ednaé!lla naziva s¢ anet-o‘o ObTQZGC 1 ona pre stavl a d! ewm:z;alnu ;ednaﬁmu plltanfe

i ij j & ioj je nepoznata funkcija —,
Pri datom zakonu sile £(r) to je diferencijalna jednadina u kojoj je nep N
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a nezavisno promenljiva o, te cemo refavanjem ove jednadine dobit konadnu jednadinu

putanje u polarnim koordinatama u obliku
' 1
—=Fy (@)
r

Jednagini putanje moZemo dat | drugi, integralni oblik, polazeéi od doa proa integrala
kretanja: zakona o odrianju momenta impulsa (17.8) i zakona o odrianju energiie (17.9).
Iz prvog zakona imamo

pa stavijajudi ove izraze u zakon o odrZanju energije dobijamo

1 M? fdrye t M2
N i U () =E 17.14
2 mr‘*(dtp) +2 mra+ ® (7.14)

Odavde je

- =\/2m[B~U<r>1—M“,
ré deg r2

pa moZemo razdvojiti promerijive

M dr

g ,\/Zm[EhU(r)]w%f

d g

te integraciiom dobijamo

o= | X N , (17.15)
I - MZ
\/mm-mmi- ik
To r

pri demu ry odgovara ugly g+==0. Ova jednatina predstavlia honadny Jednalinu putanje u
integralnom obliku. Pri datom zakonu sile U(r) ie odredeno obrascem (17.5), te integral na
desnoj strani predstavlja izvesnu odredenu funkeiju od 1, pa rezultat integracije daje ko-
nadnu jednadinu putanje u polarnim koordinatama u obliku

P=q {r),

a inverzijom ove funkeije moferno dobiti jednadinu putanje i u obliku

=F; (9)

17.3. Kepler-ov problem

Medu centralnim silama specijalan znadaj imaju sile koje opadaju sa kvadratom rastojanja,
tj. koje su oblika

k
= .;2' o, (17¢16)

pri femu k mofe biti kako pozitivno tako i negativao. Takva sila je npr. Newtonova sila
opite gravitachje :

m) m
F=-G “"““era;rn, @717

|
|
E
]
i
1

kol
“rastojanju r. Problem odred
" fereov problem. o

" Potencijalna energija koja od
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: i ju Zesti m;: 1 me na medusobnom
' je si j ivladenia dveju Cestica s ma_sama. -
o uza}ammigvfxfja kretanja pod uticajem sila oblika (17.16} naziva se Kep_-

govara ovoj sili 'prer}m obrascu (17.5) iznosi

T

k k_k

Um== | gdr =77
o

uzmema da PO!B??C? alﬂa energya u bes. Oﬂaﬁnﬂsn L’dﬂaka ﬂull bice =0l 2 dO"
e H 4 & J 5 Bl Ig » P
a ako

bijame
U (r)ﬂ}i- (Ugeor = 0) (17.18)
T

. o 15
Dz bismo nash jednadinu putanje, stavimo gornjl 12raz i obrazac (17.15)

M dr

3

= 2 m? k2 M E\_E)Q
J( M +sz)~( P

To

odakle vidimo da je zgodno _uvesti smen

M mk M ax ‘ (17.19)
T M TE 2
i staviti
m?k? (17.20)
a? = —=4-2 mE

Tada dobijameo

X
Xo
X
- 2 —arccos S —arc cos =
LA Y . & a
b7 ]

Zaja u kome
pri demu donja granica xo odgovara uglu g==0. Ako ugac ¢ raéunamo_od poloZaj

. R, i dﬂ st S2 Ip nha osn S~
i j 1 Judl ovy T !

TR } >

riumna um, t3. u k()]Ile [+ Q, 0z aafava 411 [4) yre [s} T osnovu ()bra
<a (1 ].14) 1Imamo

M2k 1.2

—=E

1
2 mr® 1o




Tﬁda je
M mk .M mk
D om M M :
a i k2 B > “';“"“““’“"”‘;‘““'“?wm =],
4 2mB mikt M 2mk
M M? ro? o
pa ¢e biti

Xa
arc cos "“‘;‘"=B!‘C cos 1=0,

te prethodni obrazac dobija oblik

M mk
X
©=8r¢ €08 —=grc cos L Mm
a e ke (17.22)
VT +2mE ‘
Inverzijom ove funkcije dobijamo
M omk
r M
oy =cos ¢,
M +2mE
a otuda
M m? k2 mk
" —cosq:’\/ M2 ‘~{*2mE—-~E&—
Ako ovu jednadinu refimo po r, dobitemo
Mz
o= ..__..E“...w....__ = - mkm—.__
m? k2 mk T2MEE’
cos g +2mE -~ — - Tr——
,\/ A M 1 Cos?/\/1+mk3
§to- se moZe napisati kraée u obliku
re P
I—cooms’ (17.23)
gde smo stavili
M2 ZMRE
pm-»mk , g /J]-J,— o (17424)

Kao §to je poznato iz matematike, jednadina (17,23
0 23} predatavija konussi presek sa 2lom
u polu koordinatnog sistema (dskle u centru sile) § to eli
L ipsu oko
je e>1, a parabolu ako je em], ’ Jo £ < 1 Biperbetu s

Prema tome, pod uticajem cantraine sile hoj

i ¢ ja epada sa kvadratom rastofanja festiea episufe
konusni presek.sa Lidom u fzvoru sile § 10 elipsu ako jo B < 0, Mporbolu ako fo B ;z ‘gf
parabolu ako je E=0 (proi Kepleroy zakon).

" Eestice mo¥e biti
“pojno sili, bice
- putanja festice moke
“ gkih jezgara {(Rutherford-ov eksperiment).

_ Akd je k < 0, §to odgovara privladnoj sili, bie prema cbrascu (17.18) U(r) < 0, te
. ukupna energija moZe biti 1 pozitivna, i negativna i nula. Stoga u shifaju k < O putanja

i elipsa, i hiperbola i parabola. Medutim, ko je k > 0, ¥to odgovara od-
C U (D) > 0, t¢ j& ukupna -energija uvek pozirivna. Stoga  sldajn .k > 0,
biti samo kiperbola, kao na pr. u sludaju rasejanja e-Cestica u polju atom-

- Eliptitke putanje
. ZadeZimo se posebno na sludaju kada je putanja festice eliptitka (s1. 17.4), kada je k <0

i E < 0. Tada je

pd premsa obrascima {17.24) imamo

. P mk

- 1—e? ( EMZE) ’
o 11 14
!
i

mk?
M

(.
N

Sh 174

ol

tj. dobijamo .
k
- a=—= (17.25)

odakle nalazimo

M2
s e 17.26
2mE ( )
Pofto je k < 0 i E < 0, dobijene velidine su realne i pozitivne,

Dakle, kod eliptichih putanja velika poluosa zavisi samo od energije, a mala poluosa kako ed
energife tako © od momenta impuisa,

Nadimo jod zavisnost izmedu perioda obila¥enja estice, koju oznadimo sa T, | velike po-
luose 4. Podto je sektorska brzina stalna, ona je jednaka odnosu povrine elipse abw 1 pe-
rioda T, pa prema obrascima (13.12) i (17.24) imamo

(dS)a (M)z' (abrr)‘a a%-apw® a¥ e M

bl BN Bestaunnlll - Bangminnlt IE ——— >

dt/ m/ \ T T TZmk
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a odavde dobijamo

T2 4n?m

T —_=— . . W2 .

al k

Dakle, odnos kvadrata perioda obila¥enja i kuba velike poluose kod svik eliptikih putanja je
stalan (treéi Keplerov zahon).

17.4. OpSti problem dvaju tela

Sva dosadainja rasudivanja vafe pod pretpostavkom da je izvor sila nepokretan, tj. da se
u njemu nalazi festica neuporedivo vede mase od mase Sestice tije kretanje posmatramo i
tada se u izvoru sile nalazi i centar masa obeju festica, Medutim, u reainosti taj uslov nije
Cesto zadovoljen i stoga proudimo opiti slufej pokretnog izvora sile, 1j. sludaj kada se obe
destice kretu pod dejstvom centralne sile njihovog uzajamnog dejstva. Tada sila koja dej-
stvitje na Cesticu mase my kao i sila koja dejstvuje na festicu mase rma (sl. 17.5) uvek prolaze
kroz centar masa obefu estica, te centar masa ovde igra wlogu 1acke u prostoru kroz koju
uvek prolaze centraine sile. Stoga u ranijim dokazima treba samo stalnu tadku O zameniti
centrom masg, te se u ovom: sludaju kretanje vrii u ravni hoja se uniformno krede zajedno sa

centrom masa, ostajuéi stalno paralelna sama sebi, ali zbog kretanja obeju festica imamo
Setiri stepena slobode,
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PoloZaj obeju &estica u ravni kretanja mofemo odrediti pomodéu njibovih vektora poloZaja
r1 1 ry, ali je pogodnije umesto njih uvesti vektor poloZaia centra masa re, odreden obrascemn
(5.24), 1 njihov relativni vektor poloZdja r

my ¥y --me re
g e r=r;—rs (17.28%
my - ma

Tz ovih jednadina napisanih u obliku
my 1 -+ re==(my +1m2) re, ri—ra=r
moZemo odrediti y i vy, mnofenjem druge sa ms odnosno —my i sabiranjem sa prvom
my ¥i-+ma vy == (m+me) retms

. Mg rz-tmi Pp==(m1+ms) Te—my ¥,

a otuda
=% + i r by b ¢ 1 (17.29
1= T — 2 I g e e g
- e my+ms 2 ] mitma )

177
‘Brzine ovih festica tada iznose |
. o | . .
L L — =fa=Ve—"—V, 17.30
= TIWVH— -y v, . ve=re A mitme . ¢ e )
: gde ie
V=V Ve (17.3D

" pelativia brzina prve &estice u odnosu na drugu. Kinetitka energija ovih Zestica na osnovir

gornjih obrazaca je

i I . 1 2y 2msg Vo vs mg? vg] .
e T SR - v YRR -
T= 2 me vt 2 mave 2 M| Ve my+ms ¢ (my+ms)?

w}-—;—- me [Vc2*“ ;n%‘vc-v+&“££jz)—g ve ]=% (m;+mz) v02+-"!2_ wg:_i_—m;—; Ve,
& qvodeéi oznake
; m=m; +ma, m—mr%:«mn’; , (17.32)
prethedni izraz moZemo napisati u obliku
T =im Vo4 *;* @ vE,

e Lﬁgrange-eva funkcija sisterna od ovih dveju destica u slutaju da su one izolovane iznosi

1 1
LaToU=—mv+ - uvi-U ) (17.33)

Ovde m predstavlja ukupnu masu sistema, & yu definisano drugim obrascem (17.32),
naziva se redukovana masa. Ako je ma 3> ma, bide

my
HE Ramy,

mj
14
msz

ito odgovara prethodnom sludaju,
Ako ravan kretanja uzmemo za XOY ravan, a za generalisane koordinate uzmemo koordi- )

nate centra masa X i Ve i relativne koordinate x i ¥, kretanje ovih Zestica je odredeno
Langrange-evim jednadinama

d oL JL

4 4L 3k .
dt d%e O%Xe di 0¥e e
4oL oL _ 4oL oL
dt ax ox dt ay 2y

Ovde Lagrange-eva funkcija u eksplicitnom obliku glasi
L= m (ke +F¥ +rp {Z24 93} = Ulx, 1),

pa dobijamo

m¥Ee=0, - m¥e=0-
3uU U (17.34)
g =T pf e Py
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§:o mbiemo napisati 1 w vektorskom obliku, imajuéi u vidu da je F= —grad U
mrc-0 . y.i‘-‘*F {17.35)

Prva jednadina odmdu)e kretan]e centra masa, a druva reIanvno kre:an}e éesnca Na 08~
novu gornjih jednadina mofemo redi:

-

Svako kretanfe dveju festica pod uzajamnim uticajem centralnik sila mode se svesti na unie
Jormng translatorno kretanje centra masa, u kome bi bila honcentrisana ukupna masa estica,
i na relativno kretanfe ovik dveju Costica, kofe je ekvivalentno kretanju jedne zamisljene Eeszzce
sa redukovanom masom oko druge nepokretne festice u cenmtru masa,

Opiti Kepler-ov problem

Ako centralne sile koje dejstvuju izmedu dveju Zestica opadaju sa kvadratom rasto]an;a
imamo opfti Kepler-ov problem. Tada je sila oblika (17.16)

k
F="r~; ro,

pa sistem jednadina (17.35) dobija oblik
m¥ c==0, ui=—1rg - (17.36)

Prva jednatina kazuje da se centar masa kreée uniformno, a druga odreduje relativno kre-
tanje ovih dveju festica. Ona je istog oblika kao i jednadina kretanja prve Zestice sa nepo-
kretnim centrom privlaenja u centru masa s tom razlikom #to umesto mase m sto;r redu-
kovana masa (2. Stoga svi ranije dobijeni obrasei i zakljudel problema dvaju tela vae i u
ovem slulaju s tom razlikom da svuda wmesto mase m treba staviti redukovanu masu p i da
pod r treba podrazwmevari rastojanje od centra masa.

i8. SUDAR! CHSTICA

18.1. Elastitni sudar dveju festica

Posmatrajmo sad elastiéni sudar dveju Zestica, pod kojim éemo podrazumevati takvo uza-
Jamno defstvo izmedu nfih pri kome jedna festica pod uticajem centralne sile koja potiée od druge
skrene za izvestan ugao od svog proobitnog pravea, §to je na velikim rastojanjima od mesta
sudara ekvivalentno elastitnom sudaru duveju fvrstibh kugli. Poito smo na osnovy jednadina
(17.35) videli da se svako centraino kretanje dveju izolovanih Zestica mo?e svesti na uni-
formne kretanje centra masa i refativne kretanje ovik dvcju éesuca, jednostavnije je posma-
trati sudar dveju Zestica u sistemu vezanom za njihov centar masa. U ovom sistemu dolazi
do izraza samo relationo kretanfe Sestica, 8ime je brof stepent slobode sveden na dva. Nepokretni
sistern naziva se tada laboraterifski sistem, a sistem & e pofetak vezan za centar masa ovih
Zestica sistens centra masa, pri &emu se drugi u odnosu na prvi krede uniformno kao i sam
centar masa. Podto su svi inercijaini sistemi ekvivalentni, 2 sistem od ovih dveju Zestica
je izolovan, u oba sisterna vafe isti zakoni odrfanja, te hako u laboratorijshom tako 1 u sistemn
centra masa vafe zakoni odrianfa energije i fmpulsa. :

Brzine &estica u oba sistema

Neka su brzine ovih dveju Zestica u laboratorijskom sistemu (sl. 18.1) pre sudara v i va,
a posle sudara vy* i vo' | neka pri sudarn prva Zestica skrene za izvestan ugao &, Pri
tome su ma slici prikazani poloZaji obeju Zestica kako pre tako i posle sudara kao i

|
|
|
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- -'po!oiaj centra masa u trenutkn sudara, ti. u trenutku kada se Sestice nalaze najbliZe jedna
" drugoj., Uzmimo da druga festica pre sudara miruje, tada je brzina prve Zestice istovremeno

i relativna brzina prve festice u odnosu na drugu

vi=v,  va=0, < CToasn

pri demu ova relativaa brzina mora biti unapred data kao i mase obeju Cestica.

VY
1 m1
£
4
,
.
s
Jf
sy ,’ —r ——
Vl C./ F w Vz
P S -
m, A my
‘\
hY
X
A}
\\
AJ
LY
A
‘\
~m,
y
81, 181

U sisternu centra masa (sl 18.2) oznatimo sve odgovarajuce velifine indeksom nula, kao
§to je prikazano na slici, pri emu su opet prikazani poloZaji obejti estica pre i posle su-

Via
Fmy
I3
- I
Oy
Vio c/% Vao
st = e R E
my £ my
'J
I
i
I
'I
m;
Vi
81 18.2

dara i poloZaj centra masa u trenutku sadara. Podetak ovog sistema, centar masa na osnove
obrasca (17.28) i (18.1) krede se u odnosu na laboratorijski siste_m brzmom
my V1 mz va Iy

Vo = - —, {18.2)
mp--ma my-+mz

12#
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Brzine Zestica pre sudara u ovom sistemu prema obrascima (17.30} imaju vrednosti

mz
. V152V~ Vowme i yp 3.
mi+mg
(18.3)
my
V3055 Vg o Vg o mm e
my+ma
Ukupni impuls sistema od ovih dveju Zestica pre sudara iznosi
. mg m
Po=ny Vio+ iz vag=11 Ve-mz
mi-bmg my+ms
tj.
Po=pio-+pan=0 (18.4)

Dakle, ukupni impuls obefu Festica u sistemu centra masa Jednak je nuli, Posto ukupni impuls
mora ostati isti i posle sudara, bie :

P’ =P’ -+ P’ =0 (15.5)
Impulsi Zestica posle sudara ostaju medusobno fsti po intenzitetu, @ suprotno usmerent.

Pofto je uzajamno dejstvo posmatramih Sestica na velikim medusobnim rastojanjima jed-
nake nuli, ukupna energija sistema od ovih dveju festica na velikim rastojanjima svodi se
na kinetitku energiju. Prema obrascu (18.4) je pzo=pre, pa ukupna energija pre sudara

izniosi
1 1 1 i 1 me+1my
Bg = 2 2 o —— 2.__[_.%._.)_.:.._ b ——————
] 2 1my DPro - 2 ma Pzo 2 Pro (ml e 5 Pio My g
$to prema drugom obrascu (17.32) moZemo napisati u obiikn
1
Eo = —p1et. (18.6)
2u
Ma osnovu obrasca (18.5) je Pao"=pi¢’, pa ukupna energija posle sudsra bice
1 1 1 1 1 1 me-+m
By = s p1g i e ppgft= — ;2 (‘—“ + ‘""“““‘*) =~ p1o"? —
2my 2ms 2 m;  mg 2 my ma
fi.
. .
EQ’ == ‘;"‘ 5)10'2, (18.7)
]

Pofto ukupna energija mora ostati ista i posie sudara, izjednafujudi izraze (18.6) i (18.7)
dobijamo da je p1o’=pio, 2 pofto je prema obrascima (18.4) i (18.5) pro=paw i pro’=par’,
bide i Pue’ == pag

P’ =Dis, Pav’==pao (18.8)
Impulsi Zestica posle sudara po intenzitetn ostafie nepromenjeni.

Zbog nepromenljivosti masa isti zakljudcl vade i za brzine Zestica, pa s obzirom i na obra-
zac (18.5) moZemo redi: ’ ’

U sistemu contra masa rezultat sudara doefu Sestica svodi se na obrtanje brzing obeju Zestica,

kofe ostaju nepromenjene po intenzitetu, @ suprotno usmerene. Ova osobina znatno uprodéava
odnose pri sudaru u sistemu centrs -masa.

8

| Akc a no oznadimo jedinidni vektor u praven brzine prve festice posle sudara vio’, prema
" obrascima (18.3) i gornjem zalljulku brzine lestica posle sudara w sisternu centra masa -

bike o -
. . my
. g
vig s —ee——— ¥ Ry, V2o = — T Vg, (18.9)
ma+me my-+me

Tada s obzirom na obrazac (18.2) brzine Jestica posle sudara u laboratorijskom sistemu
imaju vrednosti '

m & g —
v =Vet+Vvid'= v -
my - me my-+ma
! : (18.10)
mi my

va' s Ve o+ Voo = v ao

F v —
miy -z my -+ ma

Pri tome pravac jediniénog vektora no, keji odreduje pravac kretanja. prfxe Zestice p?sle sudara
o sistemu centra masa, zavisi od zakona uzajamnog defstva Eestica § njihovog uzajfz::{nog po-
Ib.:éaja u toku sudara, te se o njemnu ne moZe nifta reéi na osnovn zakona odrianja impulsa

i energije.

i8.2. Uglovi skretanja u oba sistema

Potradimo sad zavisnost izmedu uglova skretanja prve Cestice (sl 183} u labor.atoriiskom
sistemnu i sistemu centra masa. Neka su ovi uglovi skretanja 8 i 9o, kao 3to je prikazano na
slici. Tada je

MM’ MM’
wh= oM T oo oM

ES

z‘),n-é:_.:‘

8L 183

tj.
g sin% (18.11)
Vet vio'cosdo
Posto je prema obrascima (18.9) i (18.2)
ma mi v
e _I—r_l_r*-ma * vc_-_ mpbme
bi¢e
Ve T2 : (18.12)
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pa prethodni obrazac posle deobe brojitelja i imenitelja sa vio’ moZemo napisati u obliku

e i sin fq
tg f=-

mi

— 4-cos $o
.Mz

Ovaj obrazac daje nam vezu izmedu uglova skretanja u laboratorijskom sistemu i sistemu

centra masa i iz njega vidimo da zavisnost izmedu uglova % i B¢ zavisi samo od odnosa masa
obefu Zestica.

Ako je mi < ma, prema obrascu {18.12) bide v, < vio’, pa e tatka O leZati u unutrai-
njosti kruga na sl 18.3. Tada ugao § mode imati sve vrednost kako manje tako i vede od

™ . . s g s . .x . .
3¢ Sto zavisi od prirode centralnih sila i uzajamnog poloZaja Zestica, te u sludain my < ma

prua Zestica posle sudara u laboratorijskom sistemu moZe skrenuti za protzvelian ugao. Ako je
my > ma, bife ve > Vi, kao na slici, pa ugao & ne imofe preéi izvesnu maksimalnu
vrednost, koju dostiZe kad prava OM zauzme poloZaj tangenté ON. Ta maksimalna vred-
nost prema slici je odredena obrascem o

Vi’ mg
=, : (18.14)

. Ve my

sin Ymax =

e n slufaju my > ma -proa festica posle sudara u laboratorijskom sistemu ne mofe shrenuti
ife od izvesnog maksimalnog wgla, koji zavisi od odnosa masa, Najzad, ako je my=m,, to
e moZe smatrati kao grani®an shudaj prethodnog, pa dobijamo sin 8g4e=1 odnosno

™ -
‘9‘max= '5‘. ’

U poslednjern slufaju my=ms obrazac (18.13) dobija znatno prostijfi oblik. Tada imamo

: . 90 B . %
. 2sin—cos—  sin—
. sinfg "2 2 2_1»5‘»_0
1+cos 9o %0 % B3’
) 2 cos? — CO§ o
S N »-‘2‘ g
pa dobijamo
90/"
A= 8.15
5 (18.13)

Dakle, v sindaju my=mq ugao skretanja e laboratorijskom sistemu wvek je polovina od ngla
skretanfa u sistemu centra masa.

18.3. Gubitak energije Sestice pri sudaru

Na osnovu dobijenih rezultata moZemo nadi i gubitak energije prve destice pri sudaru u

laboratorijskom sistemu. Energija prve Zestice posle sudara 1t ovom sistemu prema prvom
obrascu (18.10) iznosi

P A o | mt mz 2
El=—m1V13mMm; v g Vg | ==
2 my+ma mr;{-mz
i m [ msZ v 2 my mg v? S0+ ma? v?
=y | e L e cOg ————me
2 {my-+mz)? - (my--mg)? ¢ {mi+ mz)‘a] ?

(18.133
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By = L ﬂi__ {m:®+2 my ma cos So-bma?). - (18.16)
2 (mi4mz)? .

: 1 " .
i ¢ ila — my v, promena njene energije je
" Podto je energija prve Cestice pre sudara bila 7 TV P

1 i me v 2 H zon
P e T emi2 42 my ma cos Sodme?)
AE1=E1—Ey = 5y VT {my +ma)? P

2
J_mv (2 my ma =2 m ma cos So),
2 (my+mz)?

.2 mo ve

_ } - 03 D0). 18.17
T (m+me)? ¢

AR

O;raj obrazac odreduje gubitak energije proe estice fm sztdam. u Icfbaratg:i{f?zn;as;ze::‘fm:
funkeiji od ugla skreranja u sistemt cenm? masa. Ako.ze!;mo da 1zra2t_mo §giti )0 Iy e
¢iji od ugla skretanja u aboratorijskom sx‘st‘emu 9, taj prcﬁaz‘ moze. se izvrditi p

(18.11), gime bismo sve velitine izrazili u laboratorijskom sistemu..

Ako su mase Zestica jednzke, 1. ako je mi==Rlg, prethodni obrazac dobija prostiji oblik.
Tada je .

2 ‘ Be .
my3 v oy v 281'.!!2?‘“2 w= By sin®—,
A By Py (1 — cos Hg) == P! 2 2

fto 3 obzirom na obrazac (18.13) moZemo napisati u obliku
AB1=E sinz%e =E; s5in? &. (18.18)

Ovaj obrazac odreduje gubitak energije prve Zestice pri sudaru sa Eesﬁcopdxste n;::t:i;;
funkeifi od ugla skretanja u laboratorijskom sistemnu, te ¢e energiie prve 1 druge

posle sudara biti .
Ey'=E1—AB1=FE; cos?$ (18.19)
Ey'==AE;=E; sin? $

18.4. Rasejanje &Cestica

Proutimo sad elastini sudar Zestica uzimajuéi u obzir i odredeni zakon r;)‘lhqvoi ;zrza:ﬁ;
nog déj'stva. Posmatrajmo skretanje jedne Zestice mase my (5L 18‘.‘4) u po 11; ;:;:nna e
sa potencijalom T(r), koje potite od druge destice mase rf!z. Ranfje smcf ‘:1 en,m ey
obrasca (17.35), da je kretanje Zestice w polju pokretnog izvora §:!a ekvt.\; eny o e
nom kretanju &estice redukovane mase 4 u polju ne.pokreu.xog izvora sila u © o imamc; )
Stoga ée biti pogodnije posmatrati ovo skretanje Zestice u sistemu centra masd, g :

gamo dva stepena slobode.

Neka je C centar masa, u kome zamitfjamo nepomié?n izvor sil.a, izvuéena: hm)aagusﬁz
Zestice sa masom i, vio i vao poletna i krainja‘bmm?. te éesnce,'a a‘}_o njen ?gsamo -
tanja, ti. ugao izmedu asimptota putanje. Podto .mtenzuet qentralmh sx!z; z‘avxslohzf > o
rastojanja od izvora sila, putanfa Jestice fe simetrifna u od;.zosu'na pravy koja prui‘e e
centar smase i najolizu tafhu putanje, i neka je o ugac izmedu ove ose sime i
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pntebztn(.)g pravee Cestice, Tada prema slici vidimo da izmedu uglova 90 i postoji sie-
_deca zavisnost

=22, R C (18209
te se problem odredivanja ugla skretanja 8o svodi na problem nalafenja ugla =,

Odredivanje ugla skretanja

Uvec.l-xmo polarne koordinate u ravni putanje, uzimajuél centar masa C za poi, a osu si-
meirije za polaznu osu. Ako imamo u vidu da posmatrana putanja u sistemu cenira masa

olcig?vara kretanju Zestice redukovane mase #, jednadina ove putanje prema obrascu (17 15)
glasi ‘

‘ 3
M dr
?= ;; %"W""M“m“é"
N/ZyL{E—Ucrﬁ—~~»:;—
) ra =

gde ro odgovara n‘ajbiiioj talki putanie A. Za beskonaéno udaljenu tatku na putanji bide
= 00, g=g, pa imamo

e Eri__ dr
" = 5 (18.21)
2p [E-U )] - —
Io =

1 ovaj obrazac odreduje ugao «, a time i ugao skretanja 9.

U ov j i j

oo omv pr'oblemu pogodno je umesto konstanti kretanja E i M uvesti dve druge konstante:
Zinu Cestice u beshonainosti Vi, koja ima vrednost V= | Vi = | vea |, i tzv. para~

:zerar szfdan.z s ko}i‘ se defini§e kao rastojanje na kome bi festica profla od izvora sila
ad polje sla ne b dejstvovalo. Tada je

1 -
="2_'{J«V032, M‘—‘P[J-VCD- (18.22)

Sb?kﬂbrasd izraZavaju stare konstante kretanja pomoéu novih, pa obrazac (18.21) dobija
i

-

U pivVe dr

r 1 2 Ayl |
\/29[_“%2&@ _etptvet
Te 2 12

o ==
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n
d
o ,?“ww :::.___f-:_'::"..".':ﬁ,.“rm‘_‘ . . i
e [ 2U® (18.23)
17 pve?

1 O]

Ako je dat zakon uzajamnog dejstva Zestica U(r) i brzina Zestice u beskonalnosti Ve

ovaj obrazac zajedno sa obrascem (18.20) odreduie ugao skretanja $o u funkeiji od parametra
sudara ¢ :
Ho=20 (p)

O ovoj funkeiji pretpostavimo samo da je jednoznaéna i monotona i da se moe rediti po ¢
p =3 ($a) (18.24)

Npt. ko je centralna sila odbojna i opada sa rastojanjem, ukoliko Zestica prode bliZe iz-
voru sila utoliko ée vise skrenuti, 1. ukoliko je manje p utoliko je veée Ho. U tom sluaju
gornja funkeija ¢e biti izvesna monotono opadajuéa funkcija.

18.5. Efikasni presek raseianiém

U fizidkim problemima obitno se ne radi o individualnom skretaniu Sestica, ved o rasefa-
nju paralelnog snopa istik Gestica koje dolaze sa istom brzinom V. Razligite Cestice u snopu
imaju razlitite parametre sudara (sl. 18.5) i stoga skreéu pod razlititim uglovima, Pretpo-

8l 18.5

stavimo da je snep festica homogen, pa oznadimo sa 0 tzv. gustinu fluksa, 1. broj Sestica koje-

u jedinici vremena predu kroz jedinicu povrdine normalnog preseka snopa,asa d N broj
rasejanih Cestica koje u jedinici vremena skrenu za ugao izmedu P9 1 Bo+dTe, Tada se
odnos '

d N

d gom (18.25)
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ti. ednos broja rasefanih Cestica u jedinici wremena u intervalu (B0, Bo+dBe) § gustine flubsa
upadnik estica naziva diferenciialni efikasni presek rasefanja. Zbir ovik velikina po svim
moguéim uglovima T : = oo

dN
duwgd Go= Sm* : - (18.26)

n
naziva se ukupns efikasnt presek rasejanja; on je odreden prirodom uzajamnog dejstva destica
i1 predstavlja vaZnu karakteristiku procesa rasejanja.

Ako sa p i p-+-dp oznadimo dva parametra sudara i posmatramo upadne festice koje imaju
perametar sudarau tom intervalu, one de skrenuti za ugao koji lefi u intervatn (%, 8o+ d80),
kao 3to je prikazano na shci 18.5. Broj Gestica koje u jediniel vremena skrenu za ugao iz-
medu %o i Do-+dBe jednak je broju estica koje na velikom rastojanju od izvora sila produ
u jedinici vremena kroz krufni prsten poluprednika ¢ i p+dp, te iznosi

dN=2rpds  n {18.271
Tada je diferencijalni efikasni presek
dN
dog= ——=2npdg, (18.28)
n
Y. diferencijalni efikasni presek rasefanja jednak je povrsini krusnog prsiena izmedu p i 5+ dg,
koji odgovara intervalu ugla skretanja (o, Ho-4+dd). :

Ovu veli¢inu mofemo izraziti i u funkeiji od ugla skretanja na osnovu funkcije (18.24),
koja ped wdinjenim pretpostavkama predstavlia poznaru funkciju od 9 i

S0

d
dop=27p (90) =5 % 4 9o (18.29)
TG

Imzjuéi u vidu da je prostorni ugao koji odgovara intervalu (%o, Bo--d8q)
d wo== 27 sin o d Ho;

poslednji obrazac mofema napissti u obliku

LB da(Do) 4

d
o sinfe d o

wo. (18.30)

Ovi obrasci odreduju diferencijalni efibosni preseh rasefanja u funkeiji od wela skretanja u
sistemte centra masa. Ako Felimo da predemo u laboratorijski sistem, treba samo u dobije-
nim izrazima predi sa ugla % na ugao & pomotu obrasca (18.13).

18.6. Primer

Kao primer uzmimeo elasti¢no rasejanje &vrste kugle na nepomitnoj dvrstoj kagli (s1. 18.6).
Ako sa 2 oznadimo zbir njihovih polupreénika, sudar nastupa kada se centar pokretne kugle
nade na rastofanju a od centra nepokretne. Poito pri dodint idealno Zvrstih kugli nastaju
beskonalno velike odbojne sile u pravcu normale, potencijal je ohlika
Q zar>a
U{r)= { E (18.3D

W, r<a

Prema slici tada imamo

p=asinc,

ot ¢ prems oy (1820

=1 dobijamo

N Sl 186

B0 (183
fe=g cos-:z*“ .

i 18.24).
QOva }edﬂaélila da]e nam zavisnost lznledu =] 1‘30, t]. ptEdSta\-l]B fuﬂ.kcl]u Obhka ( 4)

janj glasi
Diferencijalni efikasni presek rasejan)a prema obrascu (18.29) tada

{}o a o

dp — e gin — d o
m2ne ———d$=-—2macos

dage 219‘”}0 o 2 2

.
2
dog= = sin90d 9, (18.33)

j < 0, Kad
i Zemu treba imati u vidu da pri porastu p ugao &0 opada, te je tada dfe

. za vrednosti od a do < ugao e ostaje

¢ raste od 0 do a, Ho opada od = do 0, a zatim
jednak nuli, te je ukupni efikasni presek

2

wad . _’r_;il.g_.')
Go=s — wiw—-sm«‘}od«%w 2 T
=

” Gg == 2% 7t (18.34)
i i janja i iz nj idimo da je on jednak

i j i resek rasejanja i iz njega vidimo !
O obrazac odredule HH D et T poluprefnik jednsk zbiru poluprednika

povriini glavnog poprednog preseka kugle, i je
posmatranih dveju kugli,




Glava V1
KRETANJE KRUTOG TELA

18. KINEMATICKI ELEMENTI KRUTOG TELA

19.1. Odredivanje poloZaja krutog tela

Kruto telo je takav sistem Zestica &ija se medusobna rastojanja ne menjaju u toku vremena.
Ovako definisano kruto telo predstavlja idealizovan pojam, ali u velikom broju shudajeva
srednja medusobna rastojanja molekula Zvrstih tela skoro se ne menjaju ni pod uticajem sila,
te se mnoga tela vrlo pribliZno ponafaju kao kruta,

Tspitajmo pre svega koliko stepeni slobode ima slobodno kruto telo. Njegov poloZaj potpuno
je odreden trima tachama hoje ne leZe na istoj pravoj. Za odredivanje poloZaja prve sacke
potrebne su tri koordinate (X1, Y1, zp), za drugu tafku zbog uslova nepromenljivosti
njenog rastojanja od prve .
] (kz=%1)2+ (Yo~ y1)¥+ (22 21)E=const

sam{)_su dve koordinate nezavisne, a za treéu tatku zbog uslova nepromentiivosti njenog
rastojanja od prvih dveju

(%3 —K2)2+ (ya— ¥y (Za — 21)P == const,
(Xamxﬁ)‘z+(Ysmy2)2+(23—*22)2=00f15t

samo iedna' koordinata je nezavisna.

Prema tome, ma kakvo slobodno krute telo od proizvolinog broja Zestica ima Sest stepeni slobode,

PoloZaj ktutog‘tél:_q mode se odrediti na taj nagin to se za njega évrsto vele jedan koordinatni
sistern AX/Y' 2/ (s1, 19.1), koji se krede na isti natin kao i samo kruto telo. Tada je poloZaj

- Rrutog tela w ma kom trenuthu odreden polofajem ovegy Eoordinatnog sistema AX!Y'Z'

vezanog za njega. PoloZaj novog koordinatnog podetka, koji se naziva pol krutog tela,
odreden je wegovim koordinatama (Xas¥as zp) 1 ove tri koordinate istovremeno od-
reduju - rranslatorno kretanje krutog rela. Poloaj novih koordinatnih osa mofe se od-

rediti na dva nadina: pomoéu kosimusa pravaca i pomotu 1zv. Euler-ovih uglova, koji
istovremeno odreduju i rotaciono kretanje krutog tela. ’

{J prvom natinu odredivanja poloZaja novih osa koristimo kosinuse pravaca novih jedinitnih
vekrora ey, ez’ 1 ey’ koje moZemo oznaditi prema femi

£ _ﬁf.sk'%%
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]

[ &1 & &
e’ | an ous s
el e ge g - 9
e | om wsr am :

{zmedu njith postoje medutim 3est veza

e;r N E',‘U: !; EE’ . ej’m() (i, j:‘:lgz):’J:

8L 19.1 . N

§to moZemo napisati i analitidki koncizno u obliku

\ ‘
D and=1 (i=1,2,3) I (19.2)
k=1 T o :

i
Z ake=0 ' G,j=1,2,3), ey
k=1 N N

te su samo tri kosinusa pravea nezavisna. Stoga pri upotrebi kosinusa pravaca moramo stalno
voditi ratuna o ovim vezama, $to znatno. oteFava rad sa njlma,

U drugom natinu odredivanja polo¥zja novih osa koristimo samo 178 nesavisna ugla i stoga
je ovaj nadin pogodniji od prethodnog. Ako sistem OXYZ pomerimo translatorno u tadku
A (s 19.2), koordinatne ravni XAY i X'AY’ seku se po Izvesnoj pravoj AN ko}a
se naziva dfworna linifa, Tada se poloZaj novih osa mo¥e odrediti pomodu ova i ug-
iat ngla § dzmedu X ose i Evorne lnife AN, ugle & fzmedn Z ove i Z¢ ovse i ugla-g
iamedu, fvorne l:m;e AN . X' ose. Ova tri -ugla naziveju se. Buler-ovf uglovs, pri Zemmn
se festo ugao ¢ naziva wgao precesife, ugao 9 upao nutacife, & ugA0 P ugao rotarie.
Koordmatm sistem AXYZ mode se tada dovesii u polofaj koordinatnog sistema AX'Y'Z'
pomodu triju uzastopnih rotacija: rotaciie oko Z, ose za ugao. @, saim rotacije oko Sovrne
linife AN za ugao 9 i nafzad roracife oko 27 ose xa ngao @, odakle vidimo da ova i ngla zaista
odreduju poloZaj novog koordinatnog sistema u odnosu na star,

Na taj nadin polofaj krutog tela moe se odrediti pomodu Sest nesavisnih veliting, koliko ima
i stepeni slobode, te ove velidine molemo smatrati kao generalisane koordinare krutog rela,

-~ Kre

i1

tanje kmtog tela je potpuno odredero zho znamo kako se ove velidine menjaju u toku
yremena. Na pr. ako znamo fankcije

Ra==xa (0, ya=ya (0, S BasE (0, } (19.4)
4’=¢ (), ‘ F=3 (1}, o= (t)y .

one potpuno odreduju kretanje keutog tela i predstavijaju konadne fednating kretanja.

: Zz

Sl 18.2

19.2. Ortogonalne transformacije

a N r ) £ '
Zadriimo se na transformacijama iz nepomidnog sistema AXYZ usistern AX'Y'Z" vezan za
kruto telo. Radi konciznijeg pisanja uvedimo oznake

X1=X, X2== ¥, Xg==2Z (19.5)
i izrazimo nove koordinate: kao funkcije - starih
3 3
K w=r e = (Z b e:) cey = Z x; (et - ey,
jet =1

$to prema shemi (1941).moiemo napisati u obliku

3

= D o Xs (1m1 25 3} _ {(19.6) -

juz 1
Ove transformacije koordinata karakteridn se time da pn posmatrano; rotaciji koordinatnih
osa intenzitet bilo kog vektora polodaja ostaje nepromenjgn

(19.7)

N ;A
Ispitajmo sad uslove koje motaju zadovol}avatl koef :cx;ent: a5 da bi ovaj zahtav bio zadovo-
Yen. Stavijajuéi izeaz (19.6) u levu stranu relacije (19.7), dobt;amo

13
. ig:} X t= Z ( Z £31] XJ] (kgl 2311 xu) 21 L Z 2§ ok Xy Xk

== \je=i

ili, menjajuéi redosled sumiranja

3
ixx’z'—- Fi (Z ccnam):qu (19.8)

i=1 jok==1 \i==1
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** Da bi se ovaj izraz sveo na desnu stranu relacije {19.7), mora biti

3
Z oy =1 za j=k

HEY

3
Z aif g == s I5Ek,
=1
a ove uslove moZemo napisati konciznije pomody Kronecker-ovog simbola

3
2, s om=3y (19.9)

i=1

3to je ekvivalentno sa (19.2) i (19.3).
S\;aka linearna tralr?sformacija koordinata oblika (19.6) pri kejoj koeficijenti zadovoljavaju
ustove (19.9), a koji u o?stem slutaju ne moraju predstavljati koeficijente pravea, naziva se
ertogonalna transformacija, a shema odgovarajucih koeficijenata

Uxy Oin g

A= Lo ogn agg (19.10)
og) gy oas/)

marri sformacty j nadi
kr:ca ove transformacije, Na taj nadin prelaz od nepokretnog sistema ka sistemu vezanom
za kruto telo predstavlia jednu ortogonalna transformaciju,

Navedimo kao primer rotaciju si i
ju sisterna AXYZ u ravni oko Z ose za u
prema slici neposredno vidi da je 820 Gl 19.9: Tada se

X = OM =0N"+M/N"
kao i
yJ:MMumMNH ““N’M’,
10 moZemo izraziti pomoéu starih koordinata i ugla rotacije ¢ u obliku

(19.11)

¥'=xcos g-+ysin p
¥ —%sin p+ycos o

Yl

Sl 19.3

Matrica ove transformacije bice

A cos @ sin @
wgin o cos g ’ (19.12)

193

‘¥oju se lako mofe pokazati da je ortogonalna..Naime, ako formirame transponovanu s
|

€05 Q -~ 5H1 P
e ,
sin g Cos §

B trlCU i, definisanu formilom ~ij = A,;. imadero

a njihov proizvod bi¢e jedinitna matrica

M*m( Lo )wl, (19.13)

%io 32 ekvivalentno definiciji ortoganalne matwice A = A . Sem toga, neposredno se vi-
’;d_j_ da e determinanta ove matrice |cx.ij1=1,§to sve va%i 1 u op¥ten slufaju.
L

" ‘Matricu ove ortogonalne wansformacije moZemo smatrati i kao operator koji dejstvujudi na

. komponente (x, ¥) vektora poloZaja r prevodi ih u komponente (X', ¥') tog istog vektora u

“novomn sistemu. Medutim ova istu matricu moZemo interpretirati i kao operator koji
- dejstvujuéi na vekior r prevodi ga u vektor z” u dstom koordinatnom sistemnu (sl 19.4).
" Obe ove interpretacije su ekvivalentne, pri femu je u mehanici krutin tela- pogodnija
prva, dok je za druge ciljeve Cesto korisnija druga.

SL 194

19,3, Euler-ova i Chasles~ova teorema

Proudimo sad osnovne forme kretanja krutog tela, na koje se moZe razlofiti svako sloZeno
kretanje. Translacija krutog tela predstavlja takvo njegovo pomeranje pri kome se sve tatke
ovog tela pomere za istu velidinu Ar, Rotacifa krutog tela predstavija pak takvo njegovo po-
meranje pri kome se sve tafke obrnu za isti ugao Aex oko neke ose. Pokaimo sad da se svako
kretanje krutog tela sa jednom nepomiénom tatkom mofe ostvarith pomodu jedne rotacije
oko neke odredene ose, @ da se ma kakvo pomeranje krutog tela u prostoru moZe razloZiti
na jednu translaciju i rotaciju. )

1J tom cilju posmatrajmeo prvo siudaj kad kruto telo ima jednu nepomifnu tatku i uzmimo
ovs tadku O za pol. Opisimo iz ove tatke sferu proizvolinog poluprednika (sl. 19.3) i uodimo
dve tatke A i B krutog tela koje lefe na ovej sferi u poletnom poloZaju krutog tela. U konad-
nom poloZaju ove tafke ée zauzeti nove poloZaje A1 B, koji zbog nepromentjivosti rastojanja
izmedu bilo koje dve 1atke krutog tela moraju takode leadi na istoj sferl. Spojimo ove tatke

Ean Fain L
A i B, kao i tadke A’ i B’ lucima odgovarajucih glavnih krugova AB i A'B, a isto

tako i poZetne i krajnje poloZaje ovih tafaka, A i A" odnosno Bi B, paizsredina ovih luko-

va povucimo velike krugove normalne na njil, koje se seku w iszvesnoj tatki C.

13
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Da bismo pokazali da tatka C odreduje polofaj ose ekvivalentne rotacije, spojimo joi C sa
navedenim tatkama A i B odnosno A’ i B lucima velikih krugova, fime dobijamo dva sferna

e . ~~ . .
trougla CABi CA'B’, Ova dva trougla su podudariia, jerje f\% = A’B’ prema samoj konstruk-
o™ ~ e . o~ Lo ~
ciji, AC==A"C zbog toga $to tatka C le3i na visini povudenoj u sredini luka AA, a BC=BC

L) .
zato §to CleZi na visini luka BB, Odavde proizlazi da uglovi kod temena C ovih sfernih troug-
lova moraju biti medusobno jednaki

FACBus XA'CBR =g, {(19.14)

Sl 195

Tada se putanja prve od ovih uofenih tataka ?A’ moZe prikazati kao rezultat rotacije oko ose
OC, koja prolazi kroz nepomitan pol ¢ i tagku G, za ugao FACA =a+f. S druge strane,
ugao ¥ BCB na osnovu obrasca (19.14) moge se napisati 1 obliku -
LBCB = LBCA’+ XACB =p +a,
odakle proizlazi da je
FACA = BCB =u+f, (19.15)

N
To znadi da se putanja i druge od ovih Zestica BB’ mode dobiti rotacijom oko iste ose QC
2a #sti ugao -+, &ime se sferni trougao CAB prevodi u poloZaj CA'B".

Dakle, ma kakvo kretanje krutog tela oko jedne nepontitne tatke ekvivalentno fe jednof jedinof

“rotacifi oko odredene ose koja profazi kroz tu tadhu. To je tzv. Buler-ova teorema, a na osnovu

prethodnog odeljka vidimo da se svako takvo Kretanje krutog tela moZe shvatiti i kao jedna
ortogonalna transformacija.

U optem slufaju, kad nemame ni jednu nepomidnu tafkn (sl 19.6), izaberimo ma
koju tatku O za pol i wodimo poloZaje sistema vezanog za kruto tele u pofetnom i ko-
naZnom njegovom poleZaju OXYZ i AX'Y’?". Tada na osnovu prethodne teoreme mo-
Zemo prvo paletni poloZaj sistema OXYZ prevesti jednoni rotacijom oko izvesne ose u
poloZaj QX'Y'Z’, &ije su koordinatne ose paralelne konadnim pravcima pokretnog siste-
ma, a zatim translacijom za OA prevesti sistem OX'Y’Z’ u konadni poloZaj AX'Y'Z’. Do
istog rezultata moZemo dodi i ake izmenimo redosled, tj. ako prvo izvriimo ovu transia-
¢iju, 2 potemn rotaciju krutog tela za isti ugao oko ose paralelne prethodnoj. Takve rotaci-
ie, koje zamenjuju niz wzastopnih realnih rotacia krutog tela oko razliditih trenutnih osa
rotacija, predstavljaju ekuivalentne rotacife, koje se zajedno sa translaciiom uvek mogu ta-
ko izabrati da prevedemo posmatrano kruto telo iz podetnog u bilo koji unapred dati

krajnji poloZaj. -

L
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tame, mia kakvo kretanje krutog tela u prostoru nioke se uvek razloFiri na translaciju,
Prome . oizvoling izabranog pola { rotaciju krutog tela oko odredene ose

in odgovara pomeranjt pr i ' ; .
:Zj-: ;rflazi kroz izabrani pol. Ovaj stav poznat je pod imenom Chasles-ova teorema i pred

‘ gravlja osnovnu teoremu U kinematici krutog tela. .

Zi

S 19.6

19.4. Konalne rotacije krutog tela

Proudimo sad detaljnije konaéne rotacije krutog tela oko nepomidne o:se, koje su prc.:ma Eu}er—
atne bilo kakvom njegovom kretanju oke jedne nepomilne talke.

~ovoj teoremi ekvivale AQC (sl 19.7) i oz~

Neka se posmatrano kruto telo obrne za ugao « oko stalne ose

- } o .
nadimo sa wo jedini@ni vektor ove ose, usmerene na onu stranu odakle se ?dx c.izv:‘;) :
rotacija vrii u pozitivhom smeru. tJokimo bilo koju tadku M krutog tela, ona &e pri ovo}

N - .- st -
rotacifi opis#ti jzvestan kruzni Ink MM’ sa centrom na osirotacije, iji je centralni ugao

& MOM’=c.

SL 197

Odredimo sad vektor poloZaja ¢’ uotene tadke posle rotacije krutogvtr‘:ia u ?dn‘os.a} na 1zazia;1;
pol A na osi rotacije u funkelji od njenog potetnog vektora peloZaja r, jedini¢nog vekto
‘ . rotaciie i du2

- - ans . PO " ase
ose rotacije to 1 ugla rotacije «e. U tom cilju rastavimo vektore r i v dui

13*
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pravaca paralelnih sa OM 1 OM’, &je jediniéne vektore oznatimo sa Ip i Iy’ a poluprednik
kruZnog luka OM odnosno OM sap :

r=A0 wetpl  r=AG-wotpls (19.16)

JediniZni vektor 1o moie se izrazit pomoéu jediniénog vektora lo i jedinidnog vektora wo X 1o
normalnog na lo

Io'=cos x lp-+sin « (o x Io)
Velitina AD moZe se pak napisati kao

- -

AO=T1 cos {r, wol=1" wo,
pa uvritavanjem ovih izraza u drugi obrazac (19.16) nalazimo

ey

7= p cos o fo+ g sin « (wox o)+ (r - wo) tro (1917
Pomocu, prvog obrasca (19.16) mofemo jo§ climinisati jedinini vekeor 1g

- . - =

pla=r—AD wo=r—(r" wo) o,
pa prethodni izraz za »* konatno dobija oblik

- — —r wr e

r'=cos o [ (r - o) o] +5in o g0 X {r— {2 - oo} wol-} (- wg) =)
odnosno

e —y

r'=cosa rsin o (e X )+ ws (r- o) (1 —cos &) : - (19.18)

Ovaj obrazac, koji odreduje vektor polofaja posmatrane taCke u poloZaju posle rotacije oko
stalne ose, naziva se Buler-ov obrazac.

Da bismo nadli samo pomeranje tatke M, zamislimo da se kruto telo obrne oko iste ose iz
kona&nog poloZaja u suprotnom smeru za isti ugao «. Tada u gornjem obrascu treba samo iz~
meniti uloge vektora poloZaja r i v’ uz istovremenu zamenu & sa -~z

b —

r=cos & ¥ ~sin % {weX ¥)-hwo {27 wo) (1 —cos a),
a oduzimanjem gornjih jednadina dobijamo

—r

» — 1= G085 o (r—r)-+sin @ wo X (x4 1)+ 00 (F—cos @) (r—r") - wo

Polro je vektor ¢~ r normalan na osu rotacije, poslednji 2lan otpada, pa se prethodni obrazac
svodi na

(1-+eos @) (2" —x)=sin « to X (0+17) (19.1%9)

Ako ovde jof stavimo
14 cor 2¢ 2.2 $i 2 si 2 a
8 o= 2 08 win in e=2 sin — cos —
2 2 2’

dobi¢emo

[+ 3
rr=1g — g X (F+1'),
2
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§.t6 'ﬁoiemo napisati konciznije u obliku ,
R r'__rmwx(r.’.r/)’ (19.20)
. "g'dé‘ smo stavili
w=tg = oo (19.20
2

. Oi,gazac (19.20) odreduje vektor pomeranja tacke M pri rotaciji oko stalne ose za ugac w

§ poznat je pod imenom Rodrigues-ov obrazac. Sama rotasiia kr}nog t_ela Potpnno je odre-
dena vektorom (19.21), koji ima pravac i smer. ose rotacije, a mfenzttet .J-ednal<dta1?gensu
poluugla obrianja i tako definisan vektor w naziva se *virzor kfmac.ne ro:ac_z-;e. Mf: uu;-;, on
nema uobifajene osobine vektora u odnosu na o_peram;u sablramait rotacija, na.uz}'le 'uen.z_a
wzastoprin rotacijama krutog tela sa zerzorima wWiiws rze od'{;ovam ]edﬂf‘l rezu{tujuca ro'ta,cz;a
sa verzorom wi-+wa, 12 toga proizlazi i da konadne rotacxfe mfu. Fomummvne, . ak.o se izv ‘r-ée
dve uzastopne rotacije krutog tela, njegov krajnji poloZaj zavisice od redosleda ovih rotacija.

19.5. Elementarne rotacije. Ugaona brzina

Od posebnog interesa su elementarne rotacije krutog tela, koje se vr_§e. u beskox;aino ma?m:n
intervalu vremena, Pri rotacionom kretanju krutog tela u op‘s’tem. sluca)u osa rotacije menjaée
svoj pravac u toku veemena. Medutim, u beskona&no malom mtﬁn-alu }’remena (1, t+de)
mo¥emo smatrati da je pravac ose rotacije stalan i takva m.tac;;a naz_wa se.flemmmma
rotacija krutog tela. Za to vreme sve tagke krutog tela, kao i Pf‘ kona&no} rofaciji ?ko stz-ﬂne
ose, obrnu s za isti ugaoe d w oko ose roacije (sl 19.8). Pri tome z2 pol A izaberimo
opet neku tatku na osi rotacije.

Sl 19.8

U ovom sludaju verzor (19.21) koji se mofe pridrugiti ovoj rotaciji dobija prostiji oblik.

. de da .
Naime, zbog beskenadno malih ugleva obrtanja d ¢ moZemo stavid tg —E—z~2—, pa de bit

do — da -
WEIE Ty e Ty e

a ako jo§ uvedemo vektor

— —

dassda v, 7 (1‘9.22)
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verzor elementarne rotacije moZemo napisati u obliku

dax (19.23)

i
V= ——
2
~* - aw k) * a
Tuke definisan vektor d « naziva se vektor elementarne rotacife i svakoj elementarnoj rotaciji
krutog tela potpuno jednoznadno modfe se pridrufid odredeni vektor d o kao i obrnuto, tj.
svakem vektoru d o odgovara potpune odredena elementarna rotacija,

Odgovarajude elementarno pomeranje ma koje tatke M krutog tela pri elementarnoj rotaciji
neposredno se moZe dobiti iz obrasca (19.20). U ovom sludeju moZemo pribliZno staviti
r+ ¢ 2 v, pa navedeni obrazac daje

1 —
dre=y —r=wxX(rtriy—daex2r,
2

.
dr=MM'=daxr, (19.24)

éime je odredeno trafeno glementarno pomeranje rloEene tacke u funkeiji njenog relativnog

vekiora poloZaja v 1 vektora elementarne rotacije d o, Ova] rezultat se neposredno vidi i sa
slike, jer je intenziter vektora d »

drixMM=pda=dar sinp={daxrs},

dok je njegov pravac normaian na ravni koju &ine vektori d « i #, 2 uperen je od nas na drugu
stranu,

Ako vektor elementarne rotacije d ¢ podelimo odgovarajuéim intervalom vremena di, tako
definisan vektor

~ do do (19.25)

[ S i & 1 .

dt dt

naziva se wgapna brzina kruiog tela. Prema samoj definiciii ovog poima intenzitet ugaone
braine predstavlia ugao za koji se chrne kruto telo po jedinici vremena, njegov pravac poklapa
58 s@ pravcem fremtne ose rotacije, a uperen je na onu stranu odakle se vidi da se rotacija vri
u pozitivnom smeru. Ova veli€ing, kao i d &, ne zavisi od izbora tatke M i dok brzina pola vy
karakteride translatorno kretanje, ugaons brzina predstavlja osnovnu karakteristiku rotacio-
nog kretanja krutog tela.

Ispitajmo jos osobine elementarnih rotacija krutog tela. Ako imamo dve elementarne rotacije

predstavijene vektorima d—czl i dw;;, odgovarajuda elementarna pomeranja tacke M prema
cbrascu (19.24) hide

j—

d'r=daoi Xz, d” p=dugXr,

Fa je ukupno elementarno pomeranje

de=(doy+das)xr (19.26)

Qdavde vidimo da dve elementarne votacije daju rovn elementarnu rotaciju predstavijenu vek-
torom

(i.&.‘“—‘“ d:], -{-(i-;2,

a smisao toga sastoji se u slededem. Ako kruto telo jednom elementarnom rotacijom prevede~
mo iz polodaja T u poloZaj IT, a potom iz poloia)a IT u poloZaj III, moguée je ovo kruto telo

195

dn'ektno pzevesti iz polozaia Iu poloza} 1 jednom jedinom elementamom rotacuom koja j jc'

'odredena vektorom da= d a4 du ag. Za elementarne rotacije izvriene u obmutom redosiedu

d rm(&_;cg+£;)xr,

pa zbog vazema komutativhog zakona za sabiranje vektora vidimo da su elementarne rotacife

' komutatwne, &to nije bio sludaj sa konadnim rotacijama.

' 19 6 Apsolutm i relativni izvod vektora

anemmo sad dobijeni rezultat na naiazen;e veze izmedu tzv. apsolutnog i relativnog izvo-

" da. Ako posmatramo ma kakvu vektorsku velitinu G, kao na pr. vektor poloZaja ili moment

. impuisa, moZemo je posmatrati kako iz nepokretnog sistema tako i iz sistema vezanog za kruto
- telo i oznatimo odgovarajuée elementarne promene te velidine sa (d G)ypg 0dnosno (d Geey.
* Njena elementarna promena (dG)ye) posmatrana iz sistema vezanog za kruto telo potite od

njene apsolutne promene i promene usled same rotacije krutog tela

y (d G)re1=(d Gaps+(d Glrot (19.27)

A

sk 19.9 81 1%.10

Odgovarajude elementarno pomeranje one tatke krutog tela kofa se u trenutku t poklapa sa
krajem vektora G (sk 19.9) prema obrascu {19.24) iznosi, imajuéi u vidu da ovde ulogu rela-
tivnog vektora polofaja igra vektor G

=dax G

Medutim, sa gledifta posmatrada iz sistema vezanog za kruto telo (sl 19.10) kraj vektora
G pomerio se u odnosu na prethodni poloZaj u suprotnom smeru za istu velidinu i to ele-
mentarno pomeranje predstavlja odgovarajuéu promenu usled same rotacije krutog tela

« G)rot.” QQ'=—PF,
odnosno
(d Gpor=—dxx G (19.28)

Tada prema obrascu {19.2'0 imamo

(d Glaps=(d Ore1—(d Ghrot=(d G)re1 +dax G,
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a odavde deoborn sa dt dobijamo, s obzirom na definiciiu ugaone brzine (19.25)

9), ~(8), +ixe
— iz | ——— I .
dt aps dt ragl ( 2}

Ovaj obrazac daje nam vezu izmedu apsolutnog i refativnog izvoda ma kakvog vektora,

19.7. Ugaona brzina i Buler-ovi uglovi

Izrazimo sad ugaonu brzinu‘krutog tela pomodu Euler-ovih uglova, Posmatrajmo stoga tri
infinitezimalne Euler-ove rotacije za d §, d 81 d ¢ 1 predstavimo ih vektorima cﬁ;, Ziml"} i "a“:p,
pa imajudi u vidu dz nekoliko elementarnih rotacija daje nova elementarnu rotaciju, prika-
zanu vekiorom d"o“:: imamo

— —

i —> .
da=dd+dd+do (19.30)
Ako sa mg oznadimo jedinidni vektor évorne linije, prema obrascu {19.22) bide

damd¢e3+df}na~}~dcpe3’,
pa ugaona brzina iznosi
v ode
mm‘"“a:m@es-l—g}no—f—cpes (12.31)

Ovim obrascem je 1zraZena ugaona brzine pomodn Evler-ovih uglova.

Nadimo jod projekcije ugaone brzine na ose nepokretnog i pokretnog koordinatnog sistema.
Niena projekcija na X osu dobice se skalarnim mnoZenjem sa jediniénim vektorom e

iy == e1=¢, eg-e1+ 5 ng- e1+c} ey’ e (19.32)
Prema sl 19,11 vidimo da je

es- er=0, g eL=Cos P

Ako jediniéni vektor es’ rastavimo u ravni ZAZ’ na dve komponente: duz Z ose i duf prave
AP normalne na Z osi, i ako jediniéni vektor odgovarajuée ose oznadimo sa 1p, irnademo

es’ =008 & eg-+sind Iy,

Sl 19.11

pa ¢e bit
7
ea’. er==cos ez - ey+sing lg - ep=sind cos (—-———-k{)) =gin & sin
: 2

-

.
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'I‘alm dobijamo @y, a na slidan nadin i druge dve komponente
wx=s§ cos B+ sinf sin g,
wy=§ sinG—o sinPcosd | (19.33)
W= 1i) 4o cosd
.Proiekcija ugaone brzine na X’ osu je '
mx’=<:' er=4 e e’ +Hmo e+ es e 19.39

: . P es - 81" =0
. Ovde jc g 81 =05 P ]

o o o o
" a ako jediniéni vektor €3 rastavimo u ravni ZAZ  na .dv.e‘ komponente : q-duz Zz c:se‘ i duﬁ
: prave normalne na 2’ osi, i ako jedinitni vektor odgovarajuce ose oznatimo sa 1¢". iman

235008 8 Ea’-——ﬁiﬂ ki3 ]0':

pa je _

“ ea-er=cos S en’ - e —sin B 1y £’ == —sin & cos (—i——:-q)ﬂsm dsing

Tako dobijamo wx' 2 na.sl?éan natin i @y’ i @ 7
wx’ = sindsing+Hcosg
s dy 81 § si (19.35)
oy =dsineose—HungQ
g = cos I+ @ ,
iz gornjih relacija. moZemo nadi . i kvadrat ugaone brzine,idizanjem na kvadrat izraza
019.31) =~ . T 3
Wit 5219242 §hea not2 ¢ et e H2 Do T,
tj. dobijamo ..
o2=§t+§2+ $242 §§ cos (19.38)
Pri tome napominjemo da kvadrat ugaone brzine nije jednak zbiru kvadrata vremenskih

izvoda Euler-ovih uglova stoga 3to iedin_iéni vektori es, 1o § ey’ u Izeazu (1930 nisn medu-~
sobno normalni.

19.8. Brzina i ubrzanje tataka krutog tela

Posmatrajmo sad proizvolino elementarno pomeranje kmtog tela u intewaév; v;:en::?
{t, t-+dt) i neka pri teme pol A doden poloz‘;ai A’ (sl 19.!:.’.): Tada siprema: Mas e:sz-a‘{i n:
teoremi (odeljak 19.3) kruto telo moFe dovest u krajnji poloZaj zranslefcz_!om duf 2 0-
rotatijom oko izvesne o5& koja prolazi Rroz talhku AL Odgovam§uce elementarnoofA
meranje ma koje tatke M knutog tela, &ji relativni vektor pe}t‘)ia]a’u od.nosu nap :
oznatimo sa ¥, mole se tada razloZiti na elementarna pomeranja koja potitn od transla
cije i od rotacije |

. dre=(dr)y+ (Aot . (19.30
Ovde mofemo stavit _

dr=vdt, (dr)p=va db

a prems obrascu (15.24) je

——n

(dl')rptzd X'y
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te imamo

e
v dtmva diddas s

Si18.12

Decbom sa dt, a imajué u vidu definicifu ugaone brzine (19.25) dobijamo

VWA +wXr (19.38) "

Qvai obrazac odreduje brzinu ma koje tatke M krutog tela sa relativnim vektorom poloZaja
r u odnosu na pol A. Prvi &lan predstavija translatornu, a drugi rotacionu komponentu
brzine. Odgovarajudi skalarni obrasci glase

Va=Vax by (Z—2a) e, (Y—v4i) ]

VysmVay+ @y (X—Xp)— ox (3—2Z4) J (19.3%)

Vz=Vaz+ oy (¥~ ya)— oy (X~Xa)

Polto -]e pol A .isti za sve tatke krutog tela, velitine xa, Vas Zas Yaxy Vay § vag
ne zavise od koordinata tacke M, te imamo

AL I ava vy
oy oz o ox ®
av,% dvg vz
oz @ ox O Gy Tem
a odavde dobijamo
dv"_wf)..":’.’__ © dvx vy dvy  dvx
ay 3z = ET 3z *"ax‘=2ﬁ)y, ax“""ay g2(1)7. (19.40}

zrazi na levoj s.traru su komponente vektora rot v, te gornje obrasce moZerno napisati i u
vektorskom obliku

b

ot v=2¢u {1941
Dakle, razo-r brzz':lze ma kofe ratke krutog tela ne zavisi od poloaja te takke i predstavlia wmeru
ttgaone brzing pri rotacionom kretanfu krutog tela.

i;d}hsx;o jod ubrzanje posmatrane tadke M. U tom cilju diferencirajmo pe vremenu izraz

—y

A=V Vao+oX e +omx *, (19.42)

'a'ﬁo§to je prema sl. 19.12 i navedenom obrascu (19.38)
- e R TAs l"'mvw—v,;é;xr',
goml* izraz dobija konadno oblik
| | awaA+j)xr‘+:)><(c:xr’), {19.43)

Sl 19.13

Zme je odredeno ubrzanje ma koje tacke M krutog tela. Prvi &lan precistavlja.translatornu, a
brzanja. Pri tome krajnji &lan predstavlja komponentu

ruga dva rotzcionu komponenta u
o stalno wbr-

ubrzanja uperenu od tatke M ka osi rotacije (sl 1_9.13) i stoga se naziva centrip

zarje.

29. DINAMICKI ELEMENTI KRUTOG TELA

20.1. Karakteristike rasporeda masa

Pre nego §to predemo na proudavanje kretanja krutog tela pod uticajem sila, pozabavimo se

veli¢inama koje ne zavise ni od stanja kretanja krutog tela ni od sila koje na njega dejstvuju,
Takva jedna velidina je cencar masa (centar inercije), definisan obarascem (5.24)

ZZ““* ™ (20.1)
ity .

cara krutog tela. PoloZaj centra’ masa zavisi
a njegov smiszo odreden obrascem (5.26},
im sludajevima predstavlja

Pz

gde sumiranje ovde treba vrditi po svim Zesti
jedino od rasporeda masa posmatranog _teh?, ) S
dolazi do punog izraZaja upravo u mehanici krutih tela i u mr_xog.
translatornog kretanja krutog tela, U sludaju kontinuirane raspodele masa sume

predstavnika ! 1 podeie 1
u gormjem obrascu prelaze u integrale, a elemente mase my moZemo napisati u jednom od
oblika .
; pdv
dm== o 4S (20.2)
adl
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gde su p, o i X zapreminska, povriinska odnosno linijska gustina, take da zraz (20. 1} pre-
lazi u

r dm

Bo g i e

. (20.3)
S dm

Druga veZna velitina, sa kojom erno se sresti u daljem izlaganju je moment inercije, koii se

mode uvesti na slededi nadin. Neka posmatrano kruto telo rotira oko stalne ose ¢iji je jediniéni
vektor oo {(sL. 20.1} i za pol A uzmime ma koju tatku na osi rotacije. Tada je brzina bilo koje

-

€estice krutog rela prema obrascu {(19.38) vy=w x 1/, pa je njegova kinetidka energija

i 1 ”
= Jomy vyt s 2 Dimy (@ x e,

Sl 201

a stavljajudi ovde w=w wo, prethodni izraz moiemo napisati u obliku

T =‘;_“J o, | (20.4)

gde smo uvell oznaku

T=% my (@oX 1y}2 (20.5)

Ova velidina, u kojoj se sumiranje takode protefe na sve festice krutog tela, naziva se
moment inercife krutog tela u odnosu na woleny osu rotacije, Ako za svaku Sesticu krutog 1ela

ZDAMO Rjenu masu m, i njen relativan vektor paloZaja vy’ kao i pravac ose rotacije, tj. njen
—

jedini&ni vektor wp, moment inercije je potpuno odreden. Odavde 'zakljuéujcmo da moment
ingrcife krutog tela u odnosu na nebu osu rotacije zavisi hako od rasporeds masa krutog tela

tako 1 od pologaja ove ose rotacije,
Gornjem jzrazu moZemo dati i drugl, za praksu pogodniji oblik. Prema slici vidimo da je

—r

i IR : -
fwo X1y j==t’y sin By =d,,

!
|
i
|
|
f
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d ed .norm'alno rastojanje v-te festice od ose rotacije, pa moment inercije dobija vid- -
gae je d

I=% my, dvi, (20.6}

Seeel oo _ C . L -
" to predstavija uobidajen izraz za moment inercije. Medutim, za teorijska razmatranja g
- §to pri

aniji je oblik (20 5),jer u njemu eksplicitno figurie pravac ose rotacije, U sludaju konti-
godn -

iui g imo nor-
“nirane raspodele masa suma u izrazu (20.6) prelazi u integral, pa ako sar’ oznalimo
" nuir uin
“‘malno rastojanje elementa mase dm od ose rotacije, imamo

{= S r'tdm, (20.7)

. gde za dm treba staviti jedan od fzraza (20.2).

20.2. Osnovne osobine momenta inercije

. . im0 sa
Proudimo sad kako moment inercije krutog tela zavisi od pravca ose rotacje. Oznatimo
T

[+4 ij i Y 1t Agiid

; ¢ i e Si ¢ prav trenntne o8¢ rotacte u Odn su na sistem VEZ Zia (s}
. &, B 1y kosinus a tne ose dnosu AX Y2 veza . k
Y telo, ti. stavimo

wy=a ey +5 eg’ -y ey, (20.8)
i i it} ifimo
pa izrazimo moment inercije pomoéu ovih kosinusa pravaca, U om gli)u_._FFansforn??u
-+ ey N T
jzraz (woX ry)? u pogodniii oblik

(ﬁ;o % 1 Ry’ sin By)t=ry'2 (1 —cos? Byf)= ry'2—(ry’ cos By
ti. ~
(00 X By PRy 2 (000 - £y P (20.9)

Imajudi u vidu da je a2 +yE=1, posiednji izraz moiema napisati i u obliku

(oo ryYim (64 BH79) (b1 22y ) — (e Xy B Y Y 2
a? (yy 2+ 207 HB @Y (P D~
—2af %y vy — 2oy Xy 3 — 2By Y 2y
pa momenti inefcije {20.5) dobija oblik
F=q? B omy (yy3 2y )+ £ my (zy2txy'®) vy 2 omy (5y'® +¥E—
w223 Tomy 3y ¥y —2 ey Emy sy 2z~ 2By Zmy 2y
Ako za koeficijente uz Kosinuse pravaca uvedemo oznake

Tyy=5 my (29250
Lay=—Z my Xy 3/ ' {20.10)

) B My (Yv’2 -+ z\r’z}’
Toz=X my Xy 24+,

K -’
Txzo — 20y Xy 2\;' Iyz My ¥y 2y

prethodni izraz konaéno moZemo napisati u obliku

1= Tne 22+ Ty B Loz ¥24+ 2 Ly 0B+ 2 Tz ay+2 Ty By (20.11)

Navedene izraze (20.10) mofemo konciznije napisati na )edms?t'tren naém,‘ ako Eozf,if;?uf
y-te Sestice oznadimo sa Xy (i=1,2,3), a indekse x, ¥, z ovih veliting zamenimo odg
ém brojevima 1, 2,3 . o ‘

! ’ 113=2 my (1" S —X1" X" . (20 12)
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Zaista, za j=1, =1 imademo

In=Xm, (ry/2—xu =
. ) ; y (g 2%y =T my, (Ky2 2+ %0 =
. . ; * / 4 o wa'2)=E m ¢ i1
2 zai=1,j=2 bice ‘ : o v i
Lz =—Z my %1 %ya’= ~E my %’ vy’
itd. Ako jo§ kosinuse prave
a trenutne ose rotacije oznadi i
» n m =
{20.11) moke se koncizno napisati u obliku o s o (=123,

3 1

I=
_ i§1 ;;1 Tag s . (20.13)

vaj obrazac izraZ ; i
odmjnsu . sisltzez:zf:; n;?g:ex;; r;n::gi: i;x;;?jj :;1:} u fu:akciii kosinusa pravaca ose rotacije u

s . s t uz kosinuse pravaca, definisani ;

(Q010), i s o rserds s o st AV 2. Pt s 755,
prva trf koo :iientavx pIe s:t;vl;a]u kvadrate rastojanja tatke My od keordinatnih o\;a,
Jinaine ose, 2 druga tr;;,o egc;e % I}rema otfrascu {2'0. 6.) su momenti inercije u odnosu na koo;-_’
ose, Ako znamo ove velitine limf'l!a e Ixzf Iyz nazivaju se p rotzvod inercije za odgovarajude
masa krutog tela @ odnosa n; ; s;: m(::;rim’izfraéunan‘ pod pretpostavkom da znamo raspored
inercije krutog tela u odnosu em AXY'Z, pomo€u obrasca (20.11) moZemo naéi moment
koordinate svake: fest a ma koju osu rotacije koja prolazi kroz pol A. Pri tome su
ce krutog tela (xy', ¥y, 297} 1 odnosu na sistem AX/Y'Z’ vezan za

kruto telo nepro ji vremen, (o 1 gorn, p
]Xleni]]vc u toku 2, { i ii
: 2 e g TH )’ﬂaﬁlgﬂtl’i Jo'izﬂﬂ'df T-HE?C‘I'.Q 3 SI‘SI&)?HI
1\}{ Y z U Iﬂku k‘.letama kﬂ:tog tela ne menjaju. ‘ ’

sam obrazac

Elipsoid inercije

Da bismo geo ijski pri i
geometrijski prikazali raspored momenata inercije krutog tela po pravcima ose

-

IOtaCije, pIeneSinlO i poia A
Z u Praveu ose rOEaCi‘e ] vou .e ini v 9]
) i l €y t}' a pravca ) d!nlénﬂg ekt I'd M0 (Si.
20.2 > Eel éln-u 3 gde je I moment iﬂe ij i}
Icle u Odnosu na fu osu I'Dtacl}e. Na {ai nacin

dobijamo neku tadku M, &ii je vektor poloZaja

i -
VI o (20.14)

Y'.

xr

81 20.2

od . . .
govarajuce koordinate krajs ovako definisancg vektora iznose, s obzirom na obrzac (20.8)

A s 1

1 1
gy Y e e L,
V1 VRl vIr : (2015}

Lopa st

 Ova jednatina predstavlja
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ose rotacije, ti. kad jediniini vektor we menjef:.évoj poloZaj u prostor
prolazeci stalno kroz tagku A, menjade se i moment inercije T ut odﬁbsu na tu osu rotacije,
te.e se pri tome menjati i intenzitet vektora . PotraZimo sad geo_metriisko mesto krajeva
guéim praveima ose rotacije. Podto obrazac (20.11) odrediije morment

vektora ¢’ pri svim mo
inercije krutog telau funkeiji kosinusa pravaca ose rotacije, eliminifimo ove kosinuse pravaca

Kad se menja pravac

' wBiy pomodu tog obrasca i obrazaca (20.15). 1z ovih poslednijih imamo

y=1/12,

o= \/I_x‘, Bu \/i_y’,
avljajudi ove izraze u obrazac (20.10) dobijamo

[melax D02+ Tyy Ty 34122 12742 Iy Ixy 21 2 4212 197,

1.

Ixx X’2+ Iyy y’z"i”lzz z’2+2 Ixy x’y'-}-l Ixz x‘zl‘["‘z Iyz Y’z'=1 (20.16)
trafeno geometrijsko mesto krajeva vektora #’. Kao $to je poznato
iz matematike, ona predstavija izvesnu centralnu povr§ drugog reda. Ako iskljudimo trivi-
jalan slutaj kad se sve Sestice krutog tela nalaze na samoj osi rotacije, moment inercije I ni za
jednu osu rotacije ne mode biti jedmak nuli, a intenzitet vekiora ¢’ prema obrascu (20.14)
nikad ne mofe biti beskonatan, te ova povrd nema tadaka u beskonadnosti. Stoga gornja
jednadind moZe predstavijati samo elipsoid, tzv. elipsoid inercije, koji nam daje raspored.
niomenata inercije po raznim praucima ose rotacije 1 odnosu na izabranu tafku A,

Svakom rasporedit masa krutog tela u sisternu AX'Y'Z’ odgovaraju odredeni moraent i
proizvodi inercije za ove koordinatne ose, te i odredena jednadina elipsoida inercije. Medutim,
i svakoj jednaini elipsoida inercije obiika (20.16) odgovaraju odredeni moment i proizvodi
inercije za odgovarajude koordinatne ose. Stoga pri transformaciji koordinatnog sisterna ne
morarmo transformisati ove momente i proizvode inercije, veé samo jednalinu elipsoida
_inerciie i iz transformisane jedpaline moZemo nepostedno protitati momente i proizvode

inercije 1 novom sistemu.

Zakoni transformacije momenta inercije

Ispitajmo jo§ kako se transformite skup Is, koji 2z dati pravac ose rotacije potpuno odreduje
moment inercije, pri transformacijama sistema AX'Y'Z’ vezanog za kruto telo, Posmatrajmo
prvo paralelni prenos sistema AX'Y'Z’ u polofaj AXY L za AL’ =a (sl. 20.3). Ako velitine
Ij; u novom sistemu oznadimo sa 1, prema obrascu (20.12) imacemo

'y=2% my (ry™? Byttt xvj“): . {20-17)
gde je " vektor poloZaja v-te Zestice u odnosu na novi koordinatni poietak A’ Ovde je
ry’ =A'AFTy =2y
pa zamenom u gornjem izrazu dobijamo .
Py my [y’ —a)% Sy—(xyt’—ar) Gy —adi=Z my (zv® Big—xo’ Xys) T+
+¥my @2 3y—map-Emy@ry -2 Biy— %ot 2Ky A1),

{1o se na osnovi navedenog obrasca (20.12) i définiciie centra masa (20.1) méie napisati u
obliku ‘.
Ty=Fy+m (a? Sy—ara)=mi2 (ro - a) Su--(te’)l 31-;-(1‘0')} atl, (20.]3)

gde je xe’ vektor poloZaja centra masa u odnosu na pol A,
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Ovaj obrazac izraZeva zakon tramformacie skupa 1iy pritransieii koovdinatnog sistena.
Alko se za pol A izabere ba$ centar masa, bide #.°==0, pa se gornji zakon svodi na prostiji
oblik :

Iu'=1u{°)+m@9 81]-—21 21), (20‘19)

SL 203

pri emu smo sa Iyyf) oznadili komponente ovog skupa u odnosu na sistem sa koordinatnim
poCetkom u centru masa. ‘

Na osnovi ovog obrasca moZemo naéi i vezu izmedu komponenata 1.z u odnosu na dve
pargleine ose CZ' I AZ. U tom sludaju imademo L

Loz’ =T2.® +m (22—a,0)=1,,0) +m (as2+a,%),
odnosno

Lo/ =Izl®+mds,  d=y/altart, (20.20)

gde d predstavlja rastojanje izmedu ovih osa. Ova relacija poznata je pod imenom Steiner-ova

teorema i izra¥ava vezu txmedu momenata inercije u odnosu na doe paralelne o0se, od kojih jedna
prolazi kroz centar masa.

Da bismo ispitali prirodu skupa koeficijenata (20.10), potraZimo kako se transformisu ove
veli¢ine pri rotaciji koordinatnih osa, U tom cilju podimo od obrases {20,13)

3 3
iI= Z Z Izjotj:q
j=1 =1

i izrazimo th u odnosu na sistem AX"Y*Z'* dobijen rotacijorn sistema AXY'Z! oko pola A
(sk. 20.4). U odnosu na ovaj sistem prema gornjem obrascu imamo

3 1
I= Z D T’ e o,
S8 I P |

gde smo zapetom naznadili da se sve ove velidine odnose na novi sistem, pri demu sam mo-
ment inercije I kao skalarna veli¢ina mora biti nezavisna od koordinatnog sistema. Tako
dobijamo

3

3
2
k=1 1

3 3
B’ o’ o’ == Z Z T w0y 2. (20.21)
]

=1 =1

A - . .
-’ Izrazimo sad kosinuge pravacz. g U Pryom sisi

i 8% Poito su ove velidine koord
- pakon transformacije me kog ve

209

emu 8 u funkciji od velidina. 2'c u sistemu

inate jediniénog vektora ose rotacije we, primenimo opiti
kiora A pri rotaciii keordinatnih osa. Kae 3to je poznato,
(+. na pr. D Muticki i B. Miti¢: Matematitke esnove reorijoke fizike, odeijak 1.1), kompo-
. Ib » LA i

nente ma kog vektora pri rotaciji koordinatnih osa transformidu se po zakonu

3
A= Z i A axs=cos (e, e, (20.22)
k=1 .

8L 204

i inatni re. U nasem
gde su koeficijenti atis kosinusi pravea novih koordinatnih osa 1 odnosu na sta
sludaju imamo

3 .
a= ), daar, (20.23)
k=1
pa zamenoin U obrascu (20.21) dobijamo
3 3
3 3 303 ) )
Z T o 2 = Z Z Iy ( Z Otgd G ) (Z 2y 1 )
Remt [l fe=1 =1 k=1 f=1

ili, posle izmene reds sumiranja

3 3 35 43 3 )
Z T ow’ o = Z Z (Z Z otic 001} Iu) oy’ 2y’

kel Jusl Re= b [=1 \d=xl j==1

3

Potto ova jednakost ireba da vaZl za ma koji pravac ose rotacije, edgovarajuc koeficijenti
moraju biti medusobno jednaki

3 3
Cha = Z Z gt ¢y Tige (20.24)

FEY I 2
ij i : . Uporedi-
Ovaj obrazac izraZava zakon transformacije skupa Iy pri rotaciji koordinatnh osa g p.émm
vanjem ovog obrasca sa odgovarajuéim zakonom transformacije ma kog tenzora u Kiasi
smishy (v. isti ndzbenik, odeljak 4.1)

303
A= Z Z otiet cay Ay (20.25)

el juxl

mozemeo zakljudin sledede:

14
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Skup kocficijenata Tu, 4. shup momenata i proizvoda inercije u odnosi na izabran sistem, pri -
rotacifi koordinatnih osa transformile se kao tenzor, te predstavija tenzor sa navedenim hompo-
* nentama. Ovako definisan tenzor naziva se tenzor inecrije, a njegov mehanilki smisao upozna- -

¢emo kasnije, kad budemo govorili 0 momentu impulsa krutog tela.

20.3. Primeri

1. Odredimo poloZaj centra masa homogenog pravog konusa poluprednika R i visine h
(sl. 20.5) i izaberimo koordinatni sistem kao na slici, za Z -osom uperenom nadote, Koordi-
nate centra masa prema obrascu (20.3) u opitemn sludaju glase

Sxdm Sydm Szdm .
» Vo= , Zem P, (20.26)
Sdm Sdm Sdm

Polto je ovo telo homogeno i simetritno u odnosu na svoju osu, koja je istovremeno i Z -osa,
bite XowsYer 0, tj. centar masa le#i na njegovoj osi simetriji. Da bismo izratunali z., stavimo
dm=p dV=p Sdz, gde je S povriina preseka naznalenog na slici, Polto je h:z=R :1,
povrdina ovog preseka bide
S=nr?=x (}3}“)2
h

Xe =

X
pa imamo
h .
R# s .
Szdm Sszdz pn’hs z3dz L
Zo = - _ ¢ _ .4
€= o - - *
Sdm ( th . -th
Sdez QR}ESZ dz 3
1] . o .

tj. centar masa ovog konusa le# na osi simetrije na rastojanju od temena

Fe="rh : . @
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2.'-' I:(ao drugt primer izrafunajmo moment inercije homogene sfere mase m1 poluprednika R

“{s), 20,63 1 odnosu na osu rotacije koja prolazi kroz centaz sfere. U ovom sludaju najpodesr{%je
e uzgn polarni koordinatni sistem Zifi je podetak u centru sfere..a polarns osa ~— 0sa rotacije.

" Rastojanie elementa mase dm==p dV od ose rotacije je ' ==r sin & a element zapremine v po-

" larnim keordinatama imace oblik

dV=rlsinddrdfde.

Z

- S SUQEREETR

S1. 20.6

Tada trafeni moment inercije moZemo izratunati prema obrascu (20.7}

2

= R .
S Sr'Qdmm g S S(r sin®)or?sind dedde. (20.28)
660

Ovaj integral moZe se rastavir na proizvod triju 1gtegrala

13 2 T -
Impgr‘* drgsinasdﬁgd@=p%’—--§m “An= “‘i"‘p%‘RSHR2,
¢ 0 0
a podto je
4
mmp—:;Ra 7,
kKonatno dobijamo
T= %—mRa. (20,29

3, Najzad, posmatrajmo treatomni molekul Liji su atomi rasporedeni po temenima jedna-

kokrakog trougla (sl. 20.7) i neka atomi na osnovici imaju istu x.nasu. 'I‘akvu:) strukturu ima
na pi. molekul HsO, kad koga je ugao u temenu (atom kise(?mka) oko .105 R Cen{ar fmz's:i
ovog sistema zbog simetrije leZaée na visini ovog trougla, 3 njegova ordinata (rastojanje
osnovice) prema- obrascu {20.1) biée

Tme¥  mg-0+mi-04mzh

Ye= 1 va - 2my+me

14




ma

L Yc'%: h, ‘m=21m+me. S K (20.30) -

Ako u centar masa postavimo nov koordinatni sistemn CX'Y'Z’ kao na slici
lede u X'C'Y’ ravni, moment inercije u odnosu na X )
{20.10) imade vrednost

Taxe= Z my (yv'24+ 2y =1y Ye2+my y.2fme {h—ye)?=

mg? h? ma® h2 he 2
=my +my m (m—my)
2 + g e
m m? m2 *

S$to posle sredivanja daje

2m1 Ma

Lix =

2
—— b, (2031
Moment inercije u odnosu na Y’-osu bide
Iyy = 2Ly ) 2y a)?
vy va(zv +Xy#) ==y (2) +m (;) +1i1z - 02,
.

my a2
. (20.32)

Iyy =

] - P va
I: odto jé Qv de Za sve atome tr
Z\) . O, ¢Ci moment mercye molZemo doblu sabllan]eln rva

] Tza=Emy (%24 yy L= Tix+ Iyy,
2m mg m a?

2 222
m W a2 (20.33)

el D >
Sto se tide rojzvoda J.HEICEJQ, kQ]l su odrade dIl}UHIk edom C]!}I azaca {20, TV O 1
3] I
{2 .fU),P ¥ dn] hu

Toz =

= .o s a
,hy—— vaxv Vv =--m1';(«-yc)——m1 (— %) (—ye)—ma- 0=0

tako da svi atomi
-0sU OVOg sistema prema obrascima
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a druga dva zbog 2zy"=0 takode ¢e biti jednaka nuli

Toy=Ixp=Iya=0 (20.34)

20.4. Rad pri elementarnom pomeranju krutog tela

Predimo sad na proudavanje dinamickih elemenata krutog tela. Posmatrajmo dejstve izvesnih
sila na kruto telo u intervaly vremena (&, t--dt) i neka se ono malo pomeri iz svog prvobitnog
poloZaja, pa potraZimo rad ovik sila pri elementarnom pomeranju krutog tela. Neka je Fy
ukupna efektivna sila koja dejstvuje na v-tu Sesticu krutog teia, a dry odgovarajude clemen-
tarno pomeranje ove Cestice; tads je trateni elementarni rad prema obrascu (5.29)

d'A=Z Fy-dry, (20.35)
gde-se sumiranje vrii po svim Cesticama krutog tela, Poste je prema obrascu (19.38)
drym= vy di= drmka*e;c X ry',
im:;rno, koristedi osobinu ciklitne permutaciie kod medovitog proizvoda

LA=YF, deat S Fy (daxr,y=dra-E Fy+da-Sry xFy

' Prva suma predstavlja rezultantu svih sila, a druga rezultantu svik momenata sila u odnosu

na pol A. Ako ik oznadimo sa
F=%F, LW=Kr,/xF, (20.36)
prethodni izraz moZemo napisati u obliku
' GA=F-dra+L&) - do (20.37)
Posto je prema obrascu (19.30}
do=d § ea+d 9 no+d o es’s
elementarni rad moZemo izrazit i u funkeiji koordinata pola i Euler-ovih uglova
A Fy dxack By dyasFo dza+ (L) - eg) d $+- (LA - ng) 49+ (LM e d g (20.38)

Dobijeni obrascl odreduju rad spoljnih sila pri elementarnom pomeranju Krutog tela, pri
Zernu prvi dan u obrasen (20.37) predstavija rad pri transiatornom porneranju, a drugi rad
pri rotacionom: pomeranju krutog tela. Odavde vidime da nije potrebno pojedinano pozna-
vati sile i momente sila za svaku esticu krutog tela, to bi prakténo bilo i nemoguée, vec
samo njihove rezultante.

Prema tome, rezultante svih sila i rezultanta svih momenata sila u odnosu na pol karakterifu
defstuo spoljnih sila na kruto telo, pri Semu proa odreduje rad pri translatornon: pomeranju, a
druga rad pri rotacionom pomeranju kruteg tela.

20.5. Kinetitka energija krutog tela

Proudimo sad kinetitku energiju krutog tela
I -
T E‘Zmu sz, (20.39)
gde se suma opet proteZe na sve Zestice krutog tela. Prema obrascu {19.38) je

L VB vy VAT 2V (X ry ) e ey
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te dobijamo

1 > 1 - .
= ?Zm\a valt Z my va - (X4 —2- Z My e X py')2 . {20_49)

Ako uvedemo ukupnu masu krutog tela

- mas Xy, (20.41)
prvi €lan moZemo napisati u obliky

1 1
E‘Z my, Vﬁ‘—*‘{ w@va-_- ‘“;“mVAz:

a uvodedi relativni vektor poloZaja centra masa u odnosu na pol A prema obrascu {20.1)

ooy
1o’ =AC= L TNy
m

, (20.42)

za drugi ¢lan dobijamo

Emy va-{oXey)=va (xS my ry)=m va- (0 X re)
f—‘xko josu tre¢em &lanu prema obrascu (19.25) stavimo @ == * wg, prema definiciii momenta
inercije (20.5) moZemo ga napisati kao

LSS » 1
3 Z my {0 X py)l= ?mHva (o ry')? = ? I ot
pa izraz za kinetiGka energiju (20.40) dobija oblik
SO ey L |
= va -i—va-_(mxre)—i-Wé—Imz (20.43)

Ovaj obrazac odreduje kinetitku energiju krutog tela n opitem sludaju. Prvi &lan u gornjem
jzrazu’ 'pred‘sta.wlije? kinetlifku energiju pri &stoj translaciji, kad je ono, zadnji &lan kineti¢ku
e.z‘xer.g:]u pf? élsto_; rotgcm, kad je v4=0, a srednji &lan karakteride istovremeni uticaj transla-
cije i rotacije. Pri tome nfgla'simo'da je I u obrascu (20.43) moment inercije u odnosu na osu
kolinegmu sa vektorom e koja prolazi kroz tadku A.

Aka. za pol .kruto‘g t.eia uzmemo centar masa, njegov relativni vektor polofaja u odnasu na
pol jednak je nul, . r'e=0. Tada u obrascu (20.43) otpada srednji &an, pa dobijamo

1 1
=m ch-f- Y | ' (20.44)

- Prema tome, kineticka energija krutog tela jednaka je zbiru iransiatorne energije njegovog centra

masa y kome bi bila koncentrisana celokupna masa krutog tela i rotacions energije krutog tela
u ednosu na osu rotactfe koja bi prolazila krox nfegov centar masa.

Slucaj kretanja sa jednom nepomidnom talfkom -

Podto smo videli da se translatorno kretanje krutog tela mofe svesti na kretanje njegovog

centra masd, bitno kretanje krutog tela je njegovo rotacione kretanje. U cilju podrobnijeg
proudavanja rotacionog kretanja pretpostavimo da bifo koja tatka A Erutog tela mirufe i
uzrr.:imo ovu tatku za zajedniki pofetak nepokretnog i pokretnog koordinatnog sistema.
Ispitajmo sad kako zavisi kineticka energija krutog tela od komponenata trenutne ugaone

brzine w u sistemu AX'Y'Z’ vezanom za kruto telo. T'ada je va=-0 pa u obrascu (20.43)
ofpadaju prva dva lana, te imamo

i .
:E I w? (20.45)
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Ako u ovom obrascu samenimo I israzom {(20.11), koii izrefava moment inercije pomotu

kosinusd pravaca ose rotacije, imame

i = . ' :
T = a? {Ixx a2 Iyy ;rjz laz Y22 Iny aﬁ'i“z Ixz 0y +
2

1
+21yz By = —ilax ()24 lyy {OBYE+1ax (y)?+
2

"f’z Ixy (m:t) (035)‘:‘2 Ixz ((1)0!) (0)"()"}“2 Iyz {WB) (m}')],
a podto su komponente ugaene brzine
4
oy =, oy =of, =0T,

prethodni izraz mofemo napisati u obliku

| , :
T = (Lt 2 Tyy @0y 2+ T2z 02242 Lay g’y +2 Tas @x'02"+2 Ixa oy w7} (20.46)

Ovaj obrazac odreduje kineticku energiju krutog tela u sluCaju jedne nepomidne tatke u
funkciji kemponenata trenutne ugaone brzine. Cdavde vidimo da je kineticka energija krutog
tela sa jednom nepomithom tackom homogena kvadraina funkcija Romponenata ugaone brzine.

20.8. Moment impulsa krutog tela
Moment impulsa krutog tela u odnosu na bilo koji pol A prema obrascu (5.46) iznosi

M(‘.") o 2 !'U’ XMy ¥y (20.47)
Poito je ovde prema obrascu (19.38) vy=v4 + 0 X £/, imamo

—

M =5 my vy X va+Emy 2y X (@Xzy)

ifi u razvijenom obliku, s obzirom na definiciju centra masa (20.1)

=1

ML =T my o £y 2-Emy vy’ {1y o)+bmre X vy (20.48)

Ovaj obrazac daje nam vezu izmedu momenta impulsa i ugaone brzine krutog teia u opétem
shuaju. Da bismo bolje uoéili karakteristike Cistog rotacionog kretanja, pretpostavimo opet
da je jedna tacka krutog tela nepomiina, pa uzmimo ovy tadku za pol A, Tada otpada poslednii
tlan u izrazu (20.48), pa odgovarajuce skalarne jednadine u sistemu AX'Y'Z’ vezanom za
kruto telo glase

My =5 my tox’ (xv’2+)'y’2+zg’2)—2 my Xy Xy @+ ¥y oy iy w@sy')
My =E my oy (Xy2+yy' 2y —5 my y' (& oz +vy vy +zy ©)
M= My o'y (x\,"~’+yv’2+zv'2)w§]_m\,’ Zvr {X\.’ g +Yv' my"{"‘Z\;’ ©z )
§to se posle sredivanja moZe napisati u obliku
My =o' my (yy2+zy?) —wy’ B oy xy Yy —y B omy Xy 2y

M’y= —ay & my yy %' oy Zmy (22 4%y D) s Zimy vy %y

M= — o’ £ 1y 2 %y — oy’ B my 2y’ ¥ o’ D my G2y
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gde smo jzostavili oznaku za pol A. Sume u ovim izrazima prema obrascima (20.10) predstav-
ljaju momente i proizvode inercije za koordinatne ose nepomi¢nog sistema, te konano dow
bijamo - S

Mx’= Ix: ’ (ﬂx’ e Ixy Ny’ e Ixz f-ﬂz'

My =Tay ¢’ +1Iyy wy"+1yz 02

(20.49)
Mz =1xz2 mx”'f‘Iyz 2’ 12z 0y
$to moZemo napisati i konciznije, prema ranije uvedenim oznakama, v obliku
3
My = Z Tiw coy” (i=1,2,3) (20.50)
k=1

Prema tome, ako je jedna tatha krutog tela nepomiina, komponente momenta impulsa krutog
tela 1 adnosu na tu talku su Hnearne homogene funkcije komponenata ugaone brzine krutog tela,
te moment impulsa { ugaona brzina u opftem shedaju nisu kolinearni.

Pomotu ovih obrazaca moZemo uspostaviti I vezu izmedu kineticke energije i momenta im-
pulsa krutog tela. Prema obrascima (20.46) i (20.49) imamo L

aT

a'(.l)x'

= Frp x4 Ixy f-ﬂy’ +Ixz 0" fo, )

a na slifan nadin dobiameo i druge dve jednadine

9T 9T 2T
=M ’, s o R " =M, .
Gap M TomeMy o =Ma (20.51)

Koristedi pojam parcijalnog gradijenta, ove jednadine moZemo napisati i u vektorskom obliku

2T
=M (20.52)
R
Ovaj obrazac daje nam vezu izmedu kinetitke energije § momenta impulsa krutog tela sa
jednom nepomiénom tadkom. Ako znamo kinetidku energiju kao funkeiju ugaone brzine,
pomodu ovog obrasca mofemo neposredno nadéi moment impulsa krutog tela u posmatranom
sludaju, :

20.7. Tenzor inercije

Ispitajmo sad detalinije karakter 2avisnosti momenta impulsa krutog tela od njegove ugaone
brzine. Kao $to je poznato (v. na pr. P. Mudicki i B. Mili¢: Matemati¢ke osnove teorijske
fizike, odeljak 4.1 i 4.2), svaki tenzor se moZe napisati u dijadskom obliku kao operator

3 .
g= 2, (T e - (2053
k=l . o

gde simbol { } predstavlja dijadski proizvod i ake komponente vektora Ty oznadimo sa
T (i=1,2,3), on je potpuno odreden matricom ovih komponenata
Tu Taa Ta
T= Tia Tee Toa
Tis Tzs Tas
Ako se ovako definisani tenzor primeni na ma koji vektor A=(As, Ag, As), dobiée se drugi

vektor B=(B:, Bs, Bg) ;
* B=G-A ‘ (20.54)

2itota

" hog tenzora i ‘
: HA%B data je u tenzorskom obliku (20.54).

Na osnovu toga vidimo da se relacije (20.49) izme
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kav da su #jegove komiponznte linearne howmogene funkeije komponenata vektora A
av

Bi=T Ar+Tar AetTar &a
Bow Tra Ay+ Tez Azt Toz Aa

Ba=Tsa A1-+Tas Ant Tas As

(20.55)

u istom redosledu kako su poredani u matrici posmatra-

i iciienti Ty poredani Ici |
Pr tome 39 e gt zavisnost izmedu cdgovarajudih vekiora

kadgod imamo relacije oblika {20.55),
du momenta impulsa M i ugaone brzine

;; krutog tela mogu napisati u tepzorskoj notaciji

M=G- ;:, {20.56)
ode je G tenzor inercije, odreden shemom koeficijenata
=4
I\‘ IX}’ I‘{Z
(20.57)

) Alxz I;,-r. Tz

. iy . . € oo
za ¢ije komponente $mMo ved pokagali da se pri rotacijl koordinatnib osa trazsoformlsu D
fo . 3 nepe-
zakonu transformaciie tenzord (20.24), Dakle, moment impulsa krutog tela uT o nosué nz p.
; i W ] i da pri-
[ o ] 2 cije ng ugaony brzinu, '1'0 zna
© i redstaviia rezultat primeneg LEnsora mer
milnu tadku P I}  : . o
percije na vektor ugaone brzine o daje vektor momenta impulsa M, o

—

mena tenzora i

den igdnadinama (20.49), koji 1 opdtem siucaju nije kolinearan sa vektorom (sl 20.83:

i ccije k ctora .
ved su samo njegove komponente lnearne homogene funkeije komponex‘q.ata vedL 2o
, ; \ ; N
Od prirode tenzora inercije, tj. od skupa svih momenata 1 proizvoda mercuebu o nc;mto
L s . o
izabrane koordinatne ose, zavist kakav ée biti moment impulsa za datu ugaonu brzim z

tela.
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mefemo neke prethodne obrasce prikazati 1 u simbaolickom, ten-

& a inercije n!
g e keutog tela (20.11) napifemo kao

zorskom obliku, Naime, ako izraz za moment inercije
Tesot (T - Iny Bt Ixe )BTy - Tyy B+lyzy)+y (dxe a+Tyz E"*'—I’zz ¥

i nodimo da su prema obrascu {20 11) izrazi u zagradama komponente vektora & - we, imalemo

I=eu (g-;u)x-i—{? (F-wpdy+y (F o)z




Za ma kakav simetrié
v simetrican tenzor o, tf. takav kod koga je ay=soy
3
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-

a 1o je skalarni proizved vektora g i G- g

Na slidan nadin, ako izraz za kineticky

(20.46) napifemo u vidu energiju krutog tela sa jednom nepomidnom tatkom

. I .
- T =—— L0y ‘ I ’ >
. 2 ‘ (Ixx 03::-+Ixy 0y +Txz 02" ) 4wy (Ixy @x'+Iyy oy +
s 0 Qe o a1 03],
. b

2 . » - -
dobitemo skalarni proizved vektora o i F-w

T = Loa 4 X e
T=3 «} (20.59)
Glavne ose inercije

I otrazimo Sad P 24 =
ane pravee ugaone bl'zul" w pri ]\0]1‘“13 ée moment Hll?u!sa M biti koiiﬂeman

sa ugaonom brzinom e«

Mm_«g.wﬁm; ' (’0 -

je 2y, 13, p . 3y Ehak 5.3 11 ovom sl (s u tven
( )
T'o € LIV, SUQ)stven: )"Obje}n tenzorg (v, sty lldzbe]llk od the-1) SVOpsty 1

-

pravci tenzora ¢7, tf i ji

pravei s Y. pravci u kojima su vektori i i

e, o & ¢ i ‘f tori M i « kolinearni, nazivaj

e, ska;im : fugée s'vojstvene vrednosti X glavii momenti :'nerci{e Akva]u S_e £l o5
jednadine, prema obrascima (20, 49) imamo v (%0 naptiemo odgo-

Mx'=Ixx 0x"+Iny 09"+ Ixz "= heox’
My'e=Tey 'o0x +1yp Oy +Iys @y =Aeoy’
- My =1y, ff’x’%“ryf“fﬂy"’f'l‘zz, 02 =ho,,
a otuda dobijamo slededi sistem jednaé'iﬁa za odredivanje traZenih ko.mponen x' sy 'y
{Ixe— ) ox"+Ixy ey +Ixg g =0, | e
Ley oz’ +(Tpy—2) oy +Iyz @z’ =0, {
Inz 0x'+Iyz 0y 4 (Tas— ) 004’ =0. e

Da bi ovyj si ih j
ovg} sistem homogenih jednadina imao netrivi

nanta njihovih koeficijenata mora biti ednaka muli jalna refenja razfiéita od nule, determi-

? Ixx—2 Txy TIxz

i Ley Iyy—2 I

i ¥z f=(),

: . i 20,62
E Lz Iy R CT N i ( ‘

1
1 0 J¢ tav, kalﬁkte? lsﬂéﬂa jedﬂaﬁ”ﬂ ko a pre taVl 3 ebaI Sku edﬂaélnu ueée Stepena 2a

odreduj A ren ove jednadine Xy (i=1 : . R
Je_?dgm arajuce odnose komponenata ugaone brzixfe, Ei;i;si :lzziﬁ?rr;xd;ed‘naéma (20.61)
’ eni traZeni pravci

Ve i koji ®
ktora & pri kojima su vektori M i o kolinearni

mozZe se pokazati da sy sva

try kO[el)a kaxakte
risticne Edllaél]lc Teain ko 51 Om azllé ti, od ovarajuca tri svo: vena
1 1 2 1 a Hilky 1T, g J 1
15

I=ws (G ‘.'",:,;) T T (20“58.) :
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pravca tenzora su medusebno wrivgonaina, a njegova matrica u sistemu ¢ije su koordinatne
ose svojstveni pravei je dijagenaing. Ak pek karakreriszidna jednadina ima jednakih korena,
“hostoji familija beskonadno mnogo svojsiwvenih pravaca u okviru koje se uvek mogu odabrati

Jdusobrio ortogonalna pravea.. U nadern slutaju, polto je tenzor inercije prema shemi
zakiudujemo da varakteristiéna jednalina (20.62) ima vvek i realna

k postoje bar tri svojstvena pravea, glavne ose inercije koje su meduscbno

T tri me
(20.57) simetridan,

Y yorena A 1 da uve

\rrogonalng

ol w =0 (i) (20.63)

Sem toga u sistemu glavnih osa inercije matrica tenzora inercije ima dijagonalni oblik

L 0 0
I m( ¢ f 0| (20.64)
A TR { B £}

gde Iy, I i Is predstavijaju glavne momenie inercije.

2 relacija dobija prostiji vid. Pre svega, poredenjem matrica (20.57) i
odnost na glavne ose inercije j

U-ovorm sistemu ni
ednaki nuli

(20.64) vidimo da su prolzvedi inercije u
Ilg—wslsamlzawﬁ (20.65)

Usled toga kineticka energiia kao funkcija komponenata ugaone brzine, odredena obrascem

(20.46), u ovom sisternyl svodi se na fisto kvadratne Clanove

(20.66)

1
T '»"**—‘i {13 w2 Iz @® -+ Ig ea®)s

glavne ose inercije; a

3 pznadene komponente vektora u odnosu na

gde su indeksima 1, 2,
a impulsa i ugaone brzine prelaze u

relacije (20.49) fzmedu komponenata moment

Mi=1y w3, My=1I2 w3z, Mas=13 @3 (20.67)

Ukoliko se jo§ osa rotacije poklapa sa Fednom od glavnih osa inercife, moiemo je uzeti za Z-osu
i u tom sludaju bife @y=wg=0, pa 3¢ poslednja dva obrasca svode na

1
T Ty (20.68)

M= Mo=0, Ma=M=1; o, (20.69)

odakle neposredno vidimo da - moment impulsa { ugaona brzina u ovom sludaju zaista

kolinearni,

21, ZA{&,ONE KRETANJA KRUTOG TELA

91.1. Meted opitih zakona dinamike

ijalne jednatine kretanja krutog tela, U tom

la i izaberimo ma koju njegovu tadku A za
pulsa prema obras-

Proudime sad opite zakene dinarnike i diferenc
cilju posmatrajmo ma kakvo kretanje krutog te
pol. U nepokretnom koordinatnom sistemu zakeni impulsa i momenta im
cima (6.18) 1 (6,28) imaju oblik

dp d MO ’
Fct ‘"‘"'_""”“ﬁl-etw), . (2].1)

d dt
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gde je p ukupni impuls, M{® ukupni moment impulsa krutog tela,
tivnih sila, tj, aktivnih sila i sila reakcije,
‘koje dejstvuju na kruto telo, pri femu'se
natri poetak. Medutim, ako ove mom
{sl. 2L.1) tj, ako uzmemo C

MM o Z r\,’ X Ty Vo

Fey rezultanta svih efek-
a Ler(® rezultanta momenata svih efektivnih sila

> _ (212,
LettM= 3 ey’ x Fyer

pri femu se sve ostale velidine dalje odrose na nepolkretni sistem, Ispitajmo kako ¢¢ izgledati
navedeni zakoni. R
Poste prvi zakon (21.1) ne zavisi od izbora pola A, on de ostati neizmenjen, medutim,
drugi zakon ée promeniti oblik. Ovde je

rS=ry—ra, Fy=vy—vy,
pa vremenski izvod momenta impulsa, s obzirom na definicije (21.2) znosi
dM® g

. dVv
o T e T v et

>

0
SL 211
a zbog kolinearnosti vektora prvi &lan u prvoj sumi otpada, te ée biti
d M '
PR = Y X Z iy, vy Z.l'v X Fyer=1.4% ~V¥AXD

Tako, imajuéi u vidu definiciju centra masa (20.1), dobijamo navedene zakone t1 obliku

dp . 4 M&
=My o= Py,
dt

mLeg(A)“—"'AX p (21-3)

“Ovi obrasci izraZavaju zakone impulsa { momenta i

_ mpulsa krutog tela sa pokretnim polom A
i predstavljaju generatizaciju zakona {2L.1). Po$to je prema obrascu (6.5) i

d d
P va Vvu-‘“i“‘;‘ va l‘v=*at— {(m re)=aIm Vs

drugi zakea (21.3) moZemo napisati i u obliky

d M)
R =LertV) —m vy x v,

Q214

momenti im pulsa I sila odnose na nepomicni koords-
ente ratunamo u odnosu nia pokretni pol A krutog telz.
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. rage t momenta
: Od de vidimo da ako pol krutog tela mirye ili ako se za pol wzme centar masa, 2akon
avde 0

pulsa ima isti oblik kao u nepekretnont koordinatnom sistentu.
"

S .'d ema vektorskim jedqaéinaﬂ’ia (21.3) odgovaraju dest skalarnth jednadina, taélno {Otk"z A
¥ * - - s - - . )
: }?‘ilfr:) ima I stepeni slobode. Sem toga, podto se ukupni impuls i momentt impulsa mog
olik

7 ihi i i i gt ].3 u gor-
$on1 ui kao iin(:arne fs_mkciie vremensklh 13\'0d3 geﬁﬁrailsanlh koofdlnata kru 2 3 g
1ZEAZ <

H o 2 ] ] ) i ¥ L aloga se
jim .edBBCiﬁama fig liIiSu najviﬁe d] Ngi I "O‘l'ﬂdl gener ahsamk Roor dihﬂfa po vremenu S
Sap J

sednafine (21.3) mogu smatrati i kao diferencijalne jednatine kretanja krutog tela.
jednat .

Z 3 e {estice kruto,
' Iz ovih jednadina lako moZemo naéi i uslove ravnoteZe krutog tela, Tada sve Cestice krusog
zo

] ' & 3 s 0 . 0 31(‘)~ 0 N iih jed 2 led
tela mirujd, 1. za sve Lostice je vy > pa ep 3 e g ] i 2 1
Fcf—— E Iyef"ﬂo, Lot = § Ty XI \lr.‘[‘““o (21-5)

] ih sila i svi ila 1 edno-
Prema tome, ako je kruto telo ravnotedt, rezultanta svth sila i suih momenata st
T 3 !
s na pol moraju biti jednake muli.

21.2. Lagrange-ev metod za kruta tela

ori : Fange-ev
Za re$avanje problema kretanja krutog tela prvenstveno se koriste dva met-':}da ; ‘Lsiac;i fama
i iv: i wovim  je
i tod se zasniva na poznatim lagrange
retod 1 Fuler-ov metod. Prvi me ) . : ednainar
?l() 27), koje vaZe za ma kakve holonomne sisteme, Ako za gene.rahsane koordina f:a];mghi
tela' u;:l;ler'no'koorclinate pola xivvaiza i Eulerove uglove &, %19 Lagrange-ove je
za kruto telo imaju oblik

ST 0T o 4T T o0
dt 6 xa %A i dt dva Jya

42T 2T g 40T 2T Q- (21.6)
dt 0 3a  dza d dy oY \

4 o of 4 8T oT .

W v as d&t 29 09

Pri tome treba kineticku energiju T izraziti porhotu navedenil:1 gc?erahsam[? l;(;f;rkd::::ri
njihovih vremenskih izvoda, a to se mofe realizovati na pr. na taj nadin 310 s.en 8;2 e
gija napise pomoéu komponenata ugaone brzine u.odnosu na glav:;e}c;e 2} e
(20.66), a ove komponente izraze pomoéu Bulerovih uglova kao (19.35).

prema obrascima (10.12) § (20.38) imaju vrednosti
Qm*Fx: Qy,\mF&r: Qz.\**“Fz- } (2!.7)
Qp=LiMcos (T ez}, Qo= LY cos (L, ma); Qu=L¥ cos (L, es"

j jud i (3) i njegovim
i one se mogu neposredno dobiti nalaZenjem rezultujudeg n{mme.ma unpulsaL1 i :::g‘alﬂe
projiciranjern na navedene pravee. Ako su sve sile koje de}stvu;'u na kruto telo potencijalne,
mogu se primeniti i uprodéene Lagrange-eve jednaline u obliku (10.30)

d oL _ﬂ_I:._MO d 0L___GL= a4 d'L__jL=01
E- a:'cA_axA o dt @va Ova dt 2 za Za @18)
d aL aL ¢ ol 2L d oL 4L

- - m(}, .
dt aé,"“au,“ﬁ’ dt 0§ 09 dt 09 Od¢
Ovde treba nadi samo Lagrange-eva funkciju L=T-U1i izraziti je pomoéu navedenih ge-
neralisanih koordinata i njthovih vremenskih izvoda.

i ; ine epokretni
Pri primeni ovog metoda treba imati u vidu da se Lagrange-eve jednacine ad:.ros"e nan ;a e
e .. . . . .
hoordinatni sistem, te se sve veli¥ine u njima moraju izraziti u odnosn na taj siste
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vanje Lagrange-evih jednadina potrebno je poznavati generalisane sile odnosno potencijalny
energiju i poletne uslove i ove jednadine tada predstavijaju sistem diferencijainih jednatina
sa nepoznatim funkoifama Xa, Ya, za, P, ¥ 1 9. Refavanjem ovih jednatina dobidemo ove
generalisane koordinate krutog tela Kao funkeije vremena. Metod j¢ narodito pogodan aka
su sile konzervativne i neke od genera]fsanih koordinata cikli¥ne, tj. ako ne figurifu u Lag-
range-evoj funkeiji. Tada Lagrange-eve jednaline neposredno daju odgovarajuée prve
integrale kretanja. )

21.3. Euler-ov metod za kruta tela _ _

Dok se Lagrange-ev metod odnosi na nepokretni sistem > Buler-ov metod se odnosi na s'ilétem
za kruto telo &iji je poletak u polu A i &ije su ose glavne ose inercije za taj pol. Odgovarajude
diferencijalne jednadine kretanja moZemeo dobiti na slededi nadin.

Podimo od zakona momenta impulsa u obliku (21.4) i posmatrajmo takav slulaj kada je
zadnji ¢lan jednak nuli

VaX Vo0 (21.9)
Tada zakon momenta impulsa dobija oblik
d M

. = Lorld), o 2L10)

u kome se izvod na levaj strani jednadine odnosi na nepokretni sistem, te predstavija apso-
lutni izvod. Da bismo predli u navedeni sistem vezan za kruto telo, moramo s apsolutnog
1zvoda predi na relativni pomoéu obrasea (19.29)

dM®  fd M@ d M
di ﬂ( dt )aps M( de
pa prethodna jednating dobija oblik

) + o0 X M,
rel

- {d MW -

( ) oo X M = Logt® QL1
dt Jra

Ova jednatina naziva se Buler-ova jednalina u vektorskom obliku. Ako komponente svih

vektorskih velitina u ovom sistemu, tj. njihove projekeije na glavae ose inercije oznatimo

indeksimg 1, 2 i 3, odgovarajude skalarne jednadine glase, izostavljajudi oznaku za pol A

dM dM
( 1) +o2 Mag—es Ma=14, ( 2) +
dt Jra dt Jre
‘ " (2L12)
d
4 org Mi—w3 Ma=1To,, ( ;ts) 4o Mz—-oaMi=Ls
. rel
a poito je prema obraécima {20.67)
Mi=11 w1, Me=Izwe, Ma=T3ws,
_prethodne jednadine moZemo konadno napisati u obliku
dw
I (“"‘1‘) — (T2~ I3) w3 wa=Lyer
dt e
dag
Iz(——- —~{Ig~Ti)wawr=Laer {21.13)
dt Jre
®
Is (“““"'3) —{Ii—12) 1 wo==Lger
dt Jret
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Euler-ove jednatine u shalarnom obliku. Pri tom podvucinio c‘la se Ez:ler—az‘)e jednaline
Tosu i ! dinatni sistem vezan za kruto telo sa podetkom u polu A sa osama koje su gla'mze
adnoss 2% ]Zf)m‘ se samo pod pretpostavkom da je ispunjen uslov (21.9). Za r efavanje m::h jedna-

o8 (:_e_rcxjei?ff oznavati 1) glavne momente inercije In, T2 1 1s, koji se mogu nadi jz FASPO- - .
é‘ potrebnd ,:p:eia u odnosu na o-vai sistern, 2) komponente rezuitujudeg momenta sﬂﬁ u
_red;_z mast kr'l;;t ia inercije L1, La i L, koje modemo nadi iz datih aktivnib sila i sila reaifc;)a,
pr_nvcl} giﬁl.\f'm r:zultante morz;enta svih ovih sila i potom projiciraniem na glavne ose iner-
oﬁrec!wanlﬂ: ne uslove krutog tela iz kojih moZemo naéi poletne vrednosti komponenata
ciie £ 3 o N ‘Tada gornje jednatine predstavljsju sistem diferencijabiih jednalinag sa nepoz-
ugafme br:“'l'ﬁ.ma mlgmz i o3, & TeSavanjem ovih jednatina dobitemo komponente ugaone
g“".’;’efz"o\fg; sisten)qu a1, we 1 t03 kao funkcije vremena. Da bismo nadli Fuler-ove uglove
17 ‘

B i, primenimo obrasce (19.26) na ovaj sistem
* " .
S wr=7 sindsingt §cosg

mzzq’,sin'ﬁcﬂs?.ﬂ“é sin @ (214

wa= cos ¥+ @ B
“{ yvestimo u njih nadene funkeije o1 (), &a (1) F g (1). Tada ove Jet.:l.;“aa(‘:me‘:' prec.lstavhaal)a\i
" now sistem diferencijalnik jednading sa nepoznatim funkcijama §,% 1 ® &ijim resavaar::em ndva
" zirmo Buler-ove uglove kao funkeiie vremena. Ovaj metod je narodito pogodan el sx} ‘

glavna momenta inercije medusobno jednaka, a odgovarajuca kompo?c:n{a relzt;; tu;uc.eg
A momenta sila jednéké mﬂi; 1ada se neposredne moZe dobiti jedan prvi integral kretanja.
Mi smo Buler-ove jednatine (21.13) izveli pod uslovom £21.9); a Of'aj. uslov je uvek t.spun}en
ako pol A miruje ili ako se za pol uzme centar masa, U prvom slutaju mnan?o sama_) tri ;zepen.a
slobode i Euler-ove jednadine (21.13) zajedno sa jednadinama {.?.l.lfl} dovoljne su za zie‘ a'\;:lal:xi
problema krefanja. U drugom sludaju imamo Jest stepent slobode 1 t?c?a pore:{i‘nave 361'!-! ' 1-
dnadina moramo uzeti i skalarne jednadine koje odgovaraju prvoj jednabini (21.3} i koje
odreduju translatorno kretanje centra masa krutog tela.

21.4, Ravno kretanje krutog tela

Posmatrajme prvo ravno kretanje krutog tela, kad se sve nicg(?ve tacke kredu u révm. para;
letnoj nekoj nepokretnoj ravni (sl. 21.2). Ovakvo kretanje ima 77 stepena slobode, jer je njegov

8l 21.2

sransiatorno kretanje odredeno sa dve keordinate pola, a rotaciono sa jennim Euler-ovim
uglom. U ovom sluaju ugaons brzina ée biti oblika

wep

o= ey, . (21.15)
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a kinetitka energija krutog tela. odredena je formulanm (20.44)

i
L2, (21.16)

Tw—l‘mv?»{-il
=7 ok i

Jer je w= ', =9, Morent impulsa krutog tela u opStem siu¥aju nede biti kolinearan
82 uvgaonca brzinom i prema relacijama {20.49) imade kemponente

M ™) La b, M e QL

l\iy:\}\) =| Iyz ) q‘)’

Diferencijalne jednadine ravnoy kretanja mogu se nepoéredno dobiti iz zakona impulsa i

momenta impulsa (21.3) i (21.4). Naime, ako za pol uzmemo centar masa, otpaiée poslednji

&lan u drugoj jednadini (21.4), pa imamo

dp X d Mo
“E; = Voo Ry, o sz Lgpled,

Posto ovde rezultujuéi moment sila takodé ima samo Z’-komponentu, a Mz’ =1, ¢, od-
govarajude skalarne jednadine glase

mEe=Fyxer, mVe=Fyep Ied==L, o4 (21.18)

Ove tri diferencijalne jednadine pri datim silama, pofetnim uslovima i poznatim momentom
inercije potpuno odreduju nepoznate velidine x, e i @ kao funkcije vremena.

Primer

Posmatrajmo kao primer kotrljanje bez klizanja homogenog kruZnog cilindra polupre?nika a
niz strinu ravan (sl, 21.3). Pretpostavime da je u podetkn cilindar Bio u tadki O u kontsktuy sa
strmorm ravni i da se posle vremena t obrnuo za ugao o, Sile koje dejstvuju na ovaj cilindar
su sledede: sila Zemljine tefe mpg, idealna reakeija R, koja defstvuje normalno na strmu

ravan i sifa trenja £ koja deluje u tacki dodira A suprotno kretanju. Ako uzmemo koordinatni
sistem kao na slici, zakon impulsa daje

mFo=mg+R+f, (21.19)

Sl 21.3

a cdgovarajude skalarne jednadine, 1j. prve dve jednadine (21.18) glase

m¥e=mg sin a—f, m¥,=—mg cos 2+ R (21.200

Rezultanta 1
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omenata svih sila koje dejstvuju na posmatrani cilindar u odnosu na centat

masa je

L= x g+ Ox R+-CAxf=CAxf=(—aenXx (—fews

L{®)== —af a3, (21.21)
..r.noment impulsa cilindra bide

Ml =T —Io © €3 (21.22)

..Tada zakon momenta impulsa daje

d .
:l_{(__lc & en=-—afes

a odgovarajuca skalarna jedmatina, tj. treda jednalina (21.18) ima oblik

1§ =af (21.23)

Posto se cilindar po pretpostavel kotrlja bez kiizanja niz strmu ravan, mora bm. dx‘c—l—:al;i.c?,
&ime se ¢ mole svesti na x. S druge strane, podto cilindar stalno ostaje na strmoj raval, bice
1 ’ - - N - - an
¥,=0, pa iz druge jednadine (21.20) zakljuéujemo da je sila reakciie
=0, _

R=mg cos & {21.24)

Iz uslova dxe==ade proizlazi da 55: @ =»;u #o, pa iz jednadine (21.23) imamo

Xe
f=1c e
.o S~ e oovt o8
4 za homogeni cilindar se moge pokazai da je moment ineTcle u odnosu na njege
gl

§c=_1_ ma?, pa gomnji izraz prelazi u
2

1 .
e Lm e (21.25)

2
Uvritavanjem ovog jzraza za £ u prvu jednadinu (21.20) dobijamo
1.
m¥.=mg sn m——*zwm Res
a otuda
i?:eﬂ-%— g sin « (21.26)
‘ 3
To je ubrzanje centra cilindra niz strmu ravan, a obrzac {21.25) tads odreduje i silu trenja
f =~"1"- mg s o 21.27)
3
¥ RS i ij iih jednadina mogu
Imajuéi u vidu daje Ye=01 ¢ =‘;">Cc, neposrednom integracijom gornih j .
se nadi i konadne jednadine kretanja, tj. e, Ye ig ka_o funkcije vremena.

15
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21.5. Obrtanje krutog tela oko nepomine ose

U slugaju obrtanja krutog tela oko nepomiZne ose (sl. 21.4) imamo samo jegfan stepen siobode
i poloZaf kimitog tela u svakom trenutku potpuns je odreden Euler-ovim uglom o, dok su

ova jednadina (21.6), gde je

druga dva Euler-ova ugla jednaka nuli. Tada Sesta Lagrange-
Q? odredeno poslednjim obrascem L0,

d T oT

4 9T oT_ ,
dt 0p ag s L L 2128)

SL 214

potpuna odreduje ovo kretanje krutog tela, U ovom sluZaju prema obrascu (19.31) je

£ d . -y
W= es’m @ o,
te fe kinetidka energija

1
Tww—lmﬂ—;—qéa

5 (21.29)
Odavde imamo
oT oT
=1 —=(),
¢ dq
pa gornja jednadina dobija oblik
I$s=Lg, (21300
gde smo stavili i
Ley#=1. cos (L, wp) (2L30

Jednagina (21.30) predstavija diferencifalnn fednaiing kretanja krutog tela oko nepomitne ose,
P-n tome I predstavija moment inercije krutog tela u odnosu na tu osy, a Loy t2v. moment
sila u odnosu na osu rotacije, projekeiju vekeora L na osu rozacije, pri demu se za pol moge

uzeti bilo koja tatka na osi rotacije. Poredenjem jednadine (21.30) sa asnovnom jednadinom
dinamike za kretanje jedne &estice po pravoj liniji : .

mg=F

S pama, Tads je
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o da masi pri ronslatorrom Eretaryy odgovara moment tnercije prf roraczotzom k‘re_ranju,
.v'l'dl'm'n.erzt inercije predstauvija mery o1pora koji kruto telo pruia svaka promem smm}; svog-a
1 m " g sy . t ni
;f?:;nja pri roracionom kretanju. Istoveemeno vidimo da sili pri wranslatornom kretany

relan

dgovara monent sile u odnosi na bsu rotacije pri votacionom krdtargu.
a‘ ER -

"Fi.zi'éko klatao - |
: P id fizitkim klotnom podrazumeva se ma kakvo tedko telo koje mofe da osciluje oko horizon-
od f

| j 7 3 je osa
o aine ose rotacije pod uticajemn svoje sopstvene teZine (sl. 2L.3). ALo. uzmemo da ]le ,0.
otacije normalna na ravan crtefai daje prodire ntadki Al ako sa 1 oznadimo vekior peloZaja
oy

centra masa C u odnosu na pol A, moment sile F=1xmg normalan je na ravai crieZa i upe-
I ol 1

i )
i oo 3 n ka
“ren je od nas, dok je jediniéni vektor ugaone brzine wo normalan na ravni crteda i upere

L=1mgsineg, cos {L, cogy=-cos t=—1,

¥
i
3
|
:
i
!
I
1
i
H
!
1
!
t
]
t
i
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pa je moment sila u odnosu na 03 rotacije
Ly=-—1mg sin g (21.32
Stavljanjem ovog izraza u jednadinu (21.30) dobijamo
1 == —1 mg sin ¢,

$ro mofemo napisatl krade u obliku

5+§~; sin =0, (21.33)
gde smo stavili
R’—-f}— (21.34)
T ml

To je diferencijalna jednafina fizickog klatna i ona ima istd oblik kao i r.’l.ifere?c:.iézlna ;;dna-
#ina matematitkog klatna (15.37). Velidina R’, tav. re.dykovam duz.‘ma‘ fizic krlag a;m.z;
predstavija dufime ekvivalentnog matematickog klatna, 4. ?nog {na:emaaékrkog ; a;na a;ia
osciluje na ist nadin kao i posmatrano fizitko kiatno. U_ sluéz.a]u osm!g{omog etanja kon
jednading kretanja fizitkog klatna prema obrascu (15,49) ima oblik

® £ —sin ),
sm-z,’_wksn(\/g‘t) (k sz)

15¢%
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_sin-z—-—i ksn=( . -wi_mht' ) . B S (21.35)-

Period oscilacija fizickog kiatna odreden je tada obrascem {15.58)

R 132 1-3\2
- = e DG ) F RN
T 2n\/g [I+(2) +(2.4)k+ ]

tj.

ez [ [12) s {2 ket - - 21.36
- "mgl 2 2-4 21.36)

U sluéaju velo malih oscilacija eliptitka sinusna funkeijz sn svodi se na sinusou funkeiin,

a 1 redu za periodu mofemo se zaustaviti na prvom &lanu, kao i kod matematitkog klatna, |

Slobodne ose

Proutimo.jod tzv. slebodne ose. U tom cilju_pretpostavimo da je rezultujuéi moment svih
sila 1 odnosu na centar masa jednak nul, da se centar masa nalazi na osi rotacije i da je osa
rotacije jedna od glavaik osa inercije, Nekaje to Z,” osa, pajetada Lys=To= La=0,w1=we=0
i wg==e3, te prve dve Euler-ove jednadine (21.13) daju samo identitete, a treca daje

I(icsz) -0, -
: dt relw !

tog==A == CONST (21.37)

pa2 dobijamo

Jednatine (21.14) tada su zadovoljene ako stavimo
!L sy .é=0, (.pwmama,

‘a otuda

§=Ci, 9=Cp o=ar+Cs (21

Zbog druge pretpostavke ovaj rezirltat ostaje na snazi f ako ni jedna tadka na osi rotacije nije
utvrdena, stoga se ovakva osa i zove slobodna, :

Prema tome, ako je rexudiujuci moment svik sila u odnosu na centar masa jednak nuli, ako se
centar masg nalazi na osi rotacije i ako je osa rotacije jedna od glavnih osa inercije, osa rotacije
Je slobodna osa 1 kruto telo tada rotira po inercifi sa stalnom ugaonom brainom zadriavajud
stalno pravac svoje ose rotacife u prostori.

21.6> Kretanje krutog tela oko nepomitne tatke >

Ako se kruto telo krece oko népomiéne tadke, imamo orf stepena slobode i poloZaj krutog tela
potpuno je odreden Euler-ovim uglovima ¢, & i ¢. Tada i poslednje Lagrange-eve jed-
nadine (21.6} ili Euler-ove jednadine (21.13) potpuno odreduju ovo kretanje krutog tela

Ovde postoje samo tri integrabilna slufaja, pd Semu se pod integrabilrﬁm sludajevima podra-
zumevaju takvi koji se pri profzwolimim polemim uslovima mogu svesti na kvadrature, i ovi
sludajevi su slededi:

: 2 Lagrange
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v der-ove slucaf, kad je rezudtujuci moment sila v odnosu na wrordeny talku jednak nuli
ulgr- ) : o e
ad is L= La=DLg=0. Ovakav slugaj imame na pr, kod te$kog krutog tela &iii je centar
jela=le= .

- utvrden.

. —ev sluéai, kad je jedina sila Zemljina tefa, dva glavna momenta inercije jednaka,
wtar masa na ost simetrije elipsoida inercije. Ovakav sludaj imamo npr. kod tefke simetridne
cé sa utvrdenim vrhom,

L ) L o 3 nerciie
3. Slutaj Sonje Kovalevski, kad je jedina sila Zemljina icéa, di’)a_ 31‘1””_4 momenta f”"-"_‘f;’
."'.dnaka 7 dva puta veéa od trefeg, a centar masa u ekvatorifalnof ravni  elipsoida inercije,
o

“AKo su dva glavna momenta inercije jednaka, kao u drugom i treem slucaju, kazemo da je

Krito telo dinamithi simetritno, §to mozZe gli ne mora da se svede na geometrisjsku simetriju,
. - vy
Npr. ake je [i= Is, kruto telo je dinamicki simetriéno u odnosu na Z;” osu.

: Pored navedenih integrabilaih slutajeva, koji vaZe pri ma kakvim poetnim uslovima, postoji

‘mekotiko partikularnih integrabilnih sludajeva, koji vaZe samo pri specijalnom rasporedu

‘masa i pofetnim uslovima.

' Fuler-ov sluaj

Zadriademo se samo na uproiéenom prvom i drugom stuaju, Proudimo prvo specﬁj_alni
fiuler-ov slufaj kad je kruto telo dinamicki simetritno u odnosu na Z1” osy, 1. kad je Iy=Is.
Euler-ove jednaéine (21.13) tada glase, izostavljajuéi oznake za'relativne izvode

Iy Gy —(f1~1q) @z e2g=0
Iy op—(Iz—I) wa o1==0} , (21.3%

I3 (.‘03= 0

aiz trede jednadine nepesyedno dobijamo jedan integral kretanja

wp==C==Const (21.40)
Tada diferenciranjem prve jednaline nalazimo
11 &y — (I —1g) ¢ taa=0,

a efiminacijom wy pomoéu druge jednadine dobijamo

Ii-I3 Is—D
(1 — T G cwz=0,
@ 1, Iy
.
Ig~-1
H14kE @1=0, kmcf—h—i (21.41)
Jedan partikularni integral ove jednaline je
my=2 cos ki, (21.42)

a iz prve jednadine tada dobijamo

1 o1 i .
ez (e g Kogin K T,
“2 c(Ii—1Is) k
ti. .
wa=asin kt (21.43)




230

Tz dobijenih rezultata zakljuujemo da projekcija ugaone brzine na Zy’ osu predstavija stalny -

veliCinu (sl. 21.6), dok projekdija na X AY:" ravan opisuje krug poluprednika a sa k-

ncm frekvencijom K. Prema toms, kretanje « ovom shulaju je takve privode da ugaona briing’

1

Z

8L 21.6)

ravnemerna olira oko ose simetrije krutog tela i takvo kretanje naziva se regularna precesifa,
PribliZno takav sludaj imamo pri rotacii Zemlje zko se dejstvo drugih sils zanemari, jer
se ugaona brzina Zemlje ne poklapa sa nienom osom simetrije, veé rotira oko nje.

Lagrange-ev sludaj

Proudimo sad u opdtim crtama Lagrange-ev sludaj, u kome je jedina sila Zemljina teia
(sl. 21.7). U tom slufaju podesnije je upotrebiti metod prvih integrala u Lagrange-evom
formalizmu. Lagrange-eve jednadine (21.6) za Euler-ove uglove plase -

4 9L oL 4 ¢L oL
dt o 29 de a5 o8
(21.44)
4 oL oL
dt 94 do
Z Lfvg . p
< s M
RS
X ey s L€ 1l ke

) B O

Zbog pretpostavke 11 =12 prema obrascu {20.66) imamo

bl ¥

B | 1
.‘ T = EY 11 (o1t o + Py I3 w8,
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-pa':;nrema obrascima (21.14) debijamo
= -12— 1:{}2sin2 § + g% + —12— Ia (J{.&qos 9—}—5&)?. . (21.45)
] ogéndjalna energiia u odnosu na najniZ poloZaj ima vrednost
o U =mgz=mg} cos 9, (21.46)

-é'de je 1 rastojanje centra masa C od nepomilne tatke A, pa Lagrange-eva funkeija glast

i 1
LowaT—U= ":2— I (J',z sin? & 4 9+ ~2- Is ((4‘, cos $445)—~mglcos &, (21.47)

.. ) U ovom sluéaju neposredno moZemo dobiti tri integrala kretanja, Prvi integral je zakon o
i odr¥anju mehanidke energije, a druga dva dobijamo iz prve i trece Lagrange-eve jednatine
i1 (21.44), imajudl u vidu da Lagrange-eva funkcija (21.47} ne zavisi eksplicitno od $ i ¢, te

se ove jednadine svode na

. d ¢L d aL o
dtoj  dtdg
Tako dobijamo
alL oL
T4 Us=Ez=const, - =As=const, - =B=const, (21.48)
2 ¢ a [5,

ito u eksplicitrom obliku moZemo napisati u vidu jednacina

1 1
ry Li(§2sin® & + 5+ Py Ta () cos $+¢)*+mglcos §=E

Ta(j cos &+ 0)=A (21.49)
I 4, sin? §--Iscos B () cos $+¢)=B
Eliminacijom ¢ iz zadnjin dveju jednagina dobijamo
1 t]) sin® 9+ A cos §=3B,
a otuda
= B1_1 :::;9 ' (21.50)

pa ako se eliminide § i § pomoéu gornjih obrazaca, prva jednatina (21.49) dobija oblik

i . (B— A cos B2 1 1
= Lysint g oS08y 8t — A2+ mglcos 9=E
g e Ty T g et g A el =,
tj.
1 (B~ A cos 3)* Al
gyt 2SI L 8 egd cos S=E. 21.51
y Lot s T, Tee @13h

Time smo problem sveli na refavanje jedne diferencijalne jednaine sa jednom nepoznatom

funkcijom 9. Poto se refavanje ove jednadine svodi na elipti¢ke funkcije, zadriimo se samo

na izvesnim kvalitativnim zakijudcima. Gornju jedradinu (21.51) mofemo protumaditi i

kao zakon o odrianfu energife pri jednom zamifljenom eckvivalentnom rotacionom kretanfu

Rrutog tela oko stalne ose rotacije, koja prolazi kroz tadku A normalne na osu shmetrije, sa

istom energijom B, Tada prvi 8lan predstavlja odgovarajuéu kinetitku energiju, a posto je po
s

s
. ]
- 4

.-5-’
v

o o Y o rrE\J (_4”(, . (_,
e : LY :
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pretpostavel ukupna energija pri ovom zamidlj j
: ‘ a jenom kretanju E, zbir slededs tri
stavija odgovarajuéu potencijalnu energiju, koju éemo oznadit ;a U, edecs i lana
. . - P ER . . eq
B—AcosH? A2 o
2Isin%9 212

Diskusijom ovog obrasca moZemo dobiti kvalitativou sliku kretanja u ovom shudai I
ajut, Iz -

gornjeg obrasca vidimo da Ugg postaje beskonadno pti9=0i%=m, a poito je izmedu ovih
vi

. A I3 . . T . - .
VIEdHOSﬂ gornja fu.nkm]a nepmkidna, 1 tom lntelvaiu mora pOStOJatl bar }edan minmum

funkeij : .
o kil‘;ie (sl‘. 2%.8). Pn. ovom zamisljenom kretanju mogude su samo one vrednosti uel
gveju Jgf::; :; - heq<€}3i i ako nivo energije E sede ovu krivu, mogude vrednosti § lefe izrieada
nik vrednosti 8y i 8¢, koje odgovaraj Eni . u
ove keive » KOJ govaraju presedaim taCkama nivoa energije E §

f<d < (21.53)
Usg

J
3
]
|
1
]
]
t
1
E !
]
U i
1 [
; ]
- b
oy L L i

0" %o Y
SL 21.8
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Prema t 7 : o
dossa gr:z):::";g; ZI:Z;?; ;ﬁt:fgmizgaazzzmedt{ ose ixmem:ie ,.kr.utog tela i vertikale osciluje izmedu
le¥i u pojasu izmedu Dy i 9 1ka{)3§’t ¢ osa simetrije na jedininej sferi opisuje izvesnu liniju koja
naziva se mutaciia, a uk :: k;) je ?nkazano na sk 21.8. Ovakvo oscilovanje ose simetxije
imamo ako teku ;‘imetriéitoéi ﬂaf?a: g e pseudoregularma precesija. Takav slutaj
metrije zaklapa mali ugao. Akinsle; a(;czwmfl? oko izvesne ose koja sa njenom osom si-
precesija svadi se na regularnu pl‘lzcesfj:mcm uglovi 81 i 92 poklope, pseudoregularna

pred-

Ueg= 4+ ~— +mglcos 8. V fZl b)) '

GLAVA VII

RELATIVNO KRETANJE

22, KINEMATIKA RELATIVNOG KRETAN]A
22.1. Apsolutno, relativao i prenosno kretanje

diti njegov polofai kako u odnosu na neki nepo-
dinatni sistem. Pri tome se uvek zamidlia da je
owog sistema, Qvde se mogu razlikovati ove

Pri kretanju sistema Zestica moie se odre
kretni tako i u odnosu na neki pokretni koor
* pokretni sistem vezan 2a neko kruto telo hao nosioca
vrste kretanja:

1. apselutno kretanje, koje predstavlia hretanfe sistema Festica u ednosu na nepokretni sistem

OXYZ,
2. relatione kretanje, koje predstavija kretanje sisiema Cestica
AXYZ,

3. prenosno kretanje, koje predstavtia kretanje pokretnog sistema AXY’
kretni OXYZ,

w ohiosi na pokretni sistem

27w odnosu na nepo-

Razmotrimo kao primer kretanje planete Marsa, Ake uzmemo da se koordinatni sistem &iji
je podetak u centru Sunca i tije ose zadriavaju svoju orijentaciju u prostoru u odnosu na
~nepokreine® zvezde mode smatrati kao nepokretan sisten, kretanje Marsa u odnosu na taj
sistern predstavlja njegovo apsolutno kretanje. Ako pak ovo Kretanje posmatramao sa Zemlje,
1j. iz sistema vezanog za Zemlju, kretanje Marsa u odnosu ha ovaj sistern predstavijace
njegove refativno kretanje, dok ée kretanje ovog sistema u odnosu na navedeni nepokretni

sistem predstavljati prenosno kretanje.

U daljem izlaganju ograni¢idemo se samo 1a kretanje jedne estice.

22.2, Brzina &estice pri relativaom kretanju

eke Zestice M (sl 22.1) kako u odposu na nepokretan sistem
Ozna®ime crrom sve veliidine koje se odniose
relativna brzina i relativio ubrzanje

Posmatrajmo sad kretanje n
OXYZ tako i u odnosu na pokretni AXY'Z,
na pokretni sistem, Tada su relativai vektor poloZaja,
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234 o N )
obrazac (22.6) mofemo napisat u obliku s
efiiend chrascma ol wel ’ v:Vrel'i“Vnr .
| | N o L p s volativne © presiosns brainel '
e o .apsoluma braina Eestice jednaka je zbiru relativne i prenosns
| | tome,
) dr
vy (E) 1 ; (22.1 : . . kretanju
dv’ ' dz » 223 ‘Ubrzanje testice pri relativnom Xre
r 3. . |
e ( ) ] ( 3 ) 5 ' ie Zestice, diferencirama izraz (22.6) po vremenu
e o Da bismo nash apsolummo ubrzanje Cestice,
- g o - dr 9
2 dv_g_+dVA+§3xr,+mx_&t_. (22.9)
B4 d 0 odr dt
vde prvi &lan moZemo transformisati pomodu obrasca (22.2)
v -
. ) _ . 0
.‘.%,,Y:.._ é..‘i_) +wxv'ww~_~a’.}~m)(v, (221 )
ar U dt S
: .
04

: x . &t i {
i . i &lan predstavlja apSO]-uT.ﬂO ubrzan}e tacke A, au zadmem cianu ——t e 0 redeno
. Dfugl . !

..abrascem (22.5), pa dobijamo 7

b

o -
- o N ’ (ﬂxr')
a=a+oxv¥tastaxXry Fax v+ R

81 221

tj. . B

mo- ’ ol }
¢ lelanu;e izvode a=a a\ l [£: 328 » t ﬂ)x(‘ﬂx: ) 2!.'))\ v (22 11
}\Od k Voda O naéav .

Zemo povezati sa apsolutnim pomoéu obrasca {19.29)

1 dG 4G -
’ 22.2
( dt )aps ( de )xc! (22.2)

pri ¢emu treba imati u vidu da svi izvodi bez ikakvog indeksa predstavljaju apsolutne izvode,

. g B g
O 4 Ohlazac OdIEdu"E VEZUL !Zlﬂedu a ﬂlLﬁ 0g 1 1dan‘n‘0g ub!zau]a Zbﬂ drugog, treccg 1
ps tn g
Cevtvrtog élaﬂa ?Ieﬂla obrascu (19-43? pIedStaVl}a ub?za??je ane taﬂke k? Ulog tela kofﬂ seu ‘Pﬂ"‘
smatr crome I e?ﬂftk“ t poklﬂpa sa POS?MITG-’M”’! Cesticaom 1 naziva se pr :Hilelysicd ub?zanfe

—_ -

Pojto je prema slici

tera--r’

- i
‘apr=aastoxr+ox(exr)

(22.12)

Iviedutnli pOIed Eelatlvno 3 p!enosﬂo ubizan au ObIaSCu 22, 1 f]gmlse 10§ ]Edaﬂ, Zadﬂ]!
3

. ; defstva relativnog
: ubrzanja usled istovremenog :
. i predstavija dopumsku komponenm’ braa X Flisovo ubrzane
@3 (I:elar:;ns;zﬁfefzice i hretanja samog sistema AX'Y'Z" i naziva s¢ Corio
re _ .
apsolutnu brzinu Zestice dobidemo diferenciranjem ovog izraza po vremenu : ’ 2 - v (22.13)
Apor =L WXV,
de dr dr
Vo e o — (22.4), easi 1 oblika

dt dt dt pa obrazac (22.11) moZemo napisati (22.14)
Prvi &an predstavlja apsolutnu brzinu va tadke A, 2 drugi &lan, koji predstavlja apsolutni a=arel+aprtacor
fzvod relativnog vektora poloZaja, prema obrascu {22.2) mofemo napisati u obliku

de fdx' - -
“Nar -V " 5
v ™ () roxrmvixe -
.pa dobijamo

v=v¥dvituxr (22.6)
Ovaj obrazac odreduje vezu izmedut apsolutne i relativne brzine Zestice, Zbir zadnja dva dana

prema obrasen (19.38) predstavija brzine one radke krutog tela koja se u posmatranom trenutbu
t poklapa sa posmatranom Zesticom 1 naziva se prenosna brzing ‘ )

—

Vpr=¥at o X1, @27

Ilema tome, GPSOI {L30 Zlb]za” ¢ Cestice 5dﬂak0 2 Firu 131(1!11”30 pi'em) nag t CG'HOIES"O’UOg
shag
1 i 1 1z J:$3
*

ubrzanja.

23. DINAMIKA RELATIVNOG-KRETAN]JA

93.1. Diferencijalna jednadina relativnog kretanja

' ak o kako
isi "z ie adredeno ako znamo k
Kretanje destice u odnosu na pokretni sistem AX 7’ potpuno je od 1

' Zaj j ena
se njen relativai vektor poloZaja menja u tokn vrem

23.1)
=1 (1) L (
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iova jednadina ;)fedstavija konadnu fednadi ;: i
: Jednadinu relativnog kretanja. Potrazim i i
‘ . ‘ : ' 2 o sad diferencij
Jedrfaému relativnog kretanja &estice, koja odreduje ovaj relativni vektor poloZaja, U ﬂC’a}aaff'-l
ppd:m_o _oq osnovne jednadine dinamike o peloR, T tom el
ma=Fey, B ©(23.2)

ri fernu se i i j. zbi i ile i
pi . 8 eﬁfekuvna svﬂ:i: Fer, tj. zbir aktivne sile i sile reakcije, moZe izraziti i pomoé
relativiiog vektora poloZaja, relativne brzine i vremena pome

For=F{z', v, 1) ' (23.3)
Ako apsolutno ubrzanje a zamenimo izrazom (22.14), dobijamo

m (A’ apst aggp) =
a otuda we-tcor) =Fer,

ma’ == ef—mapr"‘macor (23 4)

nadim rug T 3y P
des QO
()Z 1mo ll d ugl i tredi dlan § Gesne strane sa I‘p iF ar: Imajucs u vidu Osledﬂ.ii ObIazac
(22»1) ova ]ednaélm.l nozZzemo llaplsatl kollcgzlnje u Qbhku

dgt?
gde je, prema obrascima (22.12) i (22.13)

e
el —chf'l'Fpr“f“Fcnr) (23.5

- b —

Fpr=—m 2
P apr mE.lA——m(,;Xr’__.mmx{mxr.)

Foor=—m 8epr= —2m o X V' . (23.6)
U eksplicitnom oblika gornja jednatin (23.5) glas
: m(ﬁ)- o racn: ; . ) |
o ) -et mai—moxr: —moXx@xr)-2mexv’ l {23.7)

T R - o
D S .

Post '8 ve jednatine figuride proi |

ke dzssn it;v: t:atrne;n:r::;: t;ea:;f;z?cme figuriie pf'mzvod mase i relativnog ubrzanja, a sve veiiéiﬁe
e (4.3 iy et sﬂ;a}u u?roke 'r.e!auvnog ubrzanja, te prema opitoj definicii pojma
Ao o il B e de,' ova J‘ednacma.predstavlja osnovnu jednadinu relativnog kretanja.
b mei ke ;} . EJSEV}IIG fm éef'fxcu, podetne uslove Zestice i prenosno kretanje sis-
e ove. et 0 :;zic;;l :;a :;ir:lfm{m dmgog-redau sfz nepoznatom funkcijom »*, te refa-
konaénu jednedinu kretanja u obliku (‘i‘g.i;?kmr poloff s Kao funkeijy viemena *

23.2. Inercfjalne sile

Analizirajm i ij j & i ‘

o JS " (s)as::;;i;iez:;?ﬁnﬁ ;e.dnlacmu re.l‘auvnog kretanja (23.7). Prvi &lan s desne strane
e donns sile i Slh.? reaiccue,. predstavija prevu silu, i, silu EBofa ima nzrob
For B dto e dffzarmnf Eeft:ce sa nekim drugint telima, Medutim, druga dva &ana
e ogon A da in u} . ;:lenzm‘l sile, ne preflstavfjaju sile u ovom smishu refi, jer se za njih
by sk m uza}an:mom desyst_vu. Takve sile potitu samo od ubrzanja samog
oot wa ;e z::‘—.i‘z posmmatranje kretanja wolene Sestice, a za posmatrada u
e s o P ,:} ‘ ;;c.z o efstvo na posma:zranu Gesticu, koje se mo¥e i izmeriti dinamo-
o ‘ovs Postednia o :nfa i ol:fravda‘\jg nazivanje veli¢inag Fpy i Foor silama i takve sile
& u i ‘r;e: sitley a sistemi u ko;lma se one pojavljuju. neinerciialni sistem,

s ue -

e st B B ' e e oL
: pr; definisana prvim obrascem (23.6) naziva se prenosna sila i ona poride samb od -
Kretanja si rxrire . o T e '
prema;ﬂ ]s;e;n:v iX.Y Z’, a njen zadnji élan mm::x ('c.?x »} zove se cenm:fugalmx‘ .sz'la i
.19, e uprerena od ose rotacije krutog tela, za koje je vezan sistem AXY' 7!
P : : !
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otkuda i potide njeno ime. Medjutim, u izvesnim sludajevina i ostall &lanovi u odnosu
na izabrani sistem referencije mogu imati tu csobinu, a suma avith inereijalnih sila ko-

Je su uperene od ese rotacije normalno na nju mofe se gvati, centrifugaina sila u §irem

* smislu. Ow csobinu u praksi majiedde ima prvi &lan prenosne silein aa;pri Sema pod-

wuciro da od izbora sistema referencije bitno zavisi koji de &lan igrati ulogqu ovako
dire shvadene centrifugalne sile. Druga sila .Feor,definisana drugim cbrascem {23.6}na-
ziva se Coriolis-ova sile, ona potile od isi:avx\émenog ubrzanja ststema AL’ Y'X* i rela-.
tivnog kretanja Zestice 1 wvek je normalna na osu rotasije odgovarajudeg krutog tela,
kao i na relativnu bratnu Jestice. Ona je jednaka nuli u tri siufada: 1) ako je trenu-
tna ugacna brzina jednska nuli, 2} ako se relativna brzina Zestice jednaka nuld ili 3)

ako su obe ove brzine kolinearme.

it0 u elementarninm udZbenicima, Cesto postoji pri-
sve sile koje se nazivaju tim

Napcrenimo owle da u literaturi, narod
1ifna zbrka oko upotrebe pojme centrifugalne sile. Naive,
imencin nisu centrifugalne sile u gomjem swislu redi i pogrefno se nazivaju tim imenowm.
Neke od njih su cbiZne prave sile i to centraine, koje imaju uzrck u uzajamon dejstvi
izieediu tela (npr. sile koje dejstvuiu kad kamen vezan Za konopac yrbimo u ruci, cen-

vrifugalna sila ovde dejstvuje na ruku), dok su druge stvarno inercijalne stle (na pr.

sile koje dejstvuju na plo¥i koia rotira ili sile koje zapa¥a putnik u automebilu na

" krivini}. Pri tome se istim imenom nazivaju kako one inercijalne sile koje.odgovaraju .

pojmu centrifugalne sile u ulem smislu (prvi primer) tsko 1 u Sirem [drugi primer), jer
one u sudtini deluju na isti naZin.

23.3. Kretanje na Zemlji koja rotira

Poito i sva posmatranja vrimo sa Zemlje koja rotira, poseban zna&aj ima relativne kretanje
1 odnosu na koordinatni sistem vezan za Zemlju (sl. 23.1). Pretpostavimo da je Zemlia save-
gena sfera polupretnika Riza pokretni sistem AX'Y'Z izaberimo takav sistem &iji je podetak
1 izabranoj tatki A na povrfini Zemlje i &ija se X'AY’ ravan poklapa sa tangencijalnom ravni

e
Ako ugacnu brzinu Zemlje oznatimo sa € i imamo u vidu da je ona stalna, dife-

u ovoj tadki,
afina relativnog kretania Cestice {23.7) u ovom sludaju glasi

rencijalna jedn

der’ = s
m (—a"{;) zFet’“‘"‘maA"“mQ K (Q xr42m v X Q, k23\3)
rel

pei femu napominjemo da se avi izvodi odnose na fzabrani pokretni sistem AXYZ.
Ovu jednaéinu moZemo transformirati 1 uprostisi na slededi nadin. U pravej sili Fgy izdvoii-
mo sily Zemliine teZe kao njen najvaZniji deo, a ostali c‘ie;goznaéimo sa Fot”

Fog=mg+Fer (23.9)

Ubrzan.ie iaéke A moie;ﬁo naéi sﬁié}fafuéi je taékonji Eémije%ﬁdkfumg tela i uzimajudi za‘ .
odgovarajuéi pol tadku Ag. Prema obrascu (19.43) tada imamo

N
O T e e

Ay HAG'*-Q X\Q‘i“g X (Q X_p)"—‘laﬂlu'%“o‘ (-Q : P}"' P (Q ) Q):
a podto moZemo smatrati da se u malim vremenskim intervalima tadka Ag krede uniformno,
1j. da je aa,=0, imajudi u vidu da je Q- p={, dobijamo '

ap=-p (23.10)
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Tada diferencijalna jednadina relativnog kretanja u odnosu na Zemlju (23.8) dobija oblik

(&

Mae

rek

Sl 23.1
Ovde je

- 2 L
R : T 24-60-60

Q ~T.3 - 10-5 sec,

daif}; vrlo mala velitina, pa moZemo zanemariti #lanove sa Q2 ali pod uslovom da se ne mno¥e
velicinom reda Zemljinog polupretnika, Stoga u prvoj apsroksimaciji moZemo zanemariti

Han —m Qx (2 xr), pa ako joi uvedemo velitinu

gl=g+0%p, (23.12)
prethodnu jednadinu (23.11) moZemo konaéno napisati u oblku
m d? -

_dtﬁ m-——m mg' +Fe'+2m v x {2 (23.13)

g‘g ;eddzfe‘refmfa!na Jednalina relativnog kretanfa Festice u odnosu na sistem vezan za Zemliu
avde vidimo da u prvoj aproksimacifi posmatras vezen za Zemiju zapaa i vrste sila: ka-:

govany silu Zemlfine tefe mg’, pravu negravitaciony silu For' 1 Coriolis-ovn sily 2 m v’x;).

81 232

P A . P

z:;, ;;rr:e 0::6:’;13 edob.ra;cu (23.12 :brzarye g potile kako od Zemlfine teFe tako § od rotacije
redufe pravac vertikale na posimat ; s f

o T 1o etage $78 ey P ranom mestu Zemlie, (tzv, lokaina zertikala),

7.~=m5+1fe,’+mQ’*’-p~—mQ><(5xr’i+2mv’xﬁ ) - (231D

23.4. Primeri

1. Posmatrajmto kretanje neke &estice M po plodi koja ravnomerno rotira oko svoje vertikalne
osovine (sk, 23.3) iz sistema AX'Y'Z! vezanog za ovu plolu, koji je tako izabran da se koordi-
natni pofect kao i Z-ose oba sistema poklapaju. U ovom sludaju je T

n

aa==0, ) =const,

51, 23.3

pa diferencijaina jednadipa relativnog kretanja (23.7), izostavljajudi oznaku za relativn
izvod, ima oblik
d2y’ — — -

m e Fet-maX(Xr}-2maxv (23.14)

—

Zbog ortogonalnosti vektora o i ¢ bide
X (X Y=o {op)—2 (0 w)=—nir,
e dobijame, stavljajuél eksplicitno Fe=F+R
dr

di2 =§:+R+mm2r'+2mv'><; (33.15)

n

Prodiskutujmo zazne mogude stufajeve keoji ovde mogu nastupitl, Pre svega, ako se gestica
nalazi van polja pravih sila, ti. ako je F=R=0, u odnosu na nepokretni sistern kretate se
uniformno, medutim u odnosu na posmatrani rotirajuéi sistem AX’' Y’ 27 imade iz-
vesno relativno ubrzanje, te za posmatrafa na plodl ovo kretanje viSe nece bit unifo-
rmno. Drugim retima, u posmatranom neinercijalnom sistemu ne vai wile princip Inereife.
Isto tako, kretanje Zestice koje bi za posmatrada na plodi bilo uniformno ne bi bilo
uniformno za posmatraa u nepokretnom sistemu, jer it ovorn slufaju mora pastojati pra~
va sila koja se uravnotedava sa nercijalnim.

Ako se pak Cestica nalazi u polju Zemljine tede, bide F=mg,a R siia reakeije od strane ploce
uperena navife, koja dr# ravnotefu sili mg. Tada preostaju samo centrifugalna sila m «? ¢/,

=k

uperena zadijalno od ose rotacije i Coriolis-ova sila 2m v X, normalna na relativio
brzini Zestice u ravni plofe
d?r

m———-——-dte =mor+2mv xXe (23.163 .
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i

i ove dve sile odreduju kretanje posmatrane Zestice u odnosu na plotu. Ukoliko je festica
vezana clasti®nom oprugom za nekw utvrdenu talku na plodi, tako da je u ravnoteZnom
stanju u poloZajy ro’, u aktivou silu F ulazi j elastidna sila kojorn opruga dejstvuje na posma-
tranu gesticu, srazmerna istezanju opruge, t. bide Fe=mg—k (@ —ro7). Madutim, tada zbog
otsustva relativnog kretanja otpada Coriclis-ova sila kao i relativiio ubrzanje, te zbog urav-
noteZavanja silza mg i R imamo '

921" - .
m d§-= == K (1 —rg)—}-mm r (23.17)

U ovom slutaju, dakle, centrifugalna sila me?r’, drii ravnotedu elastidnoj sili opruge
k(' —rg)

2. Kao drugl primer uzmimo kretanje kosmitkog broda po kruZnej putanji oko Zemlje
(sl 23.4), kad se javlja tzv. besteZinsko stanje, Ako pokretni sistern AX'Y'Z’ vefemo za
kosmitki brod sa koordinatnim podetkom u posmatraty u brodu, ubrzanje pola A biée &isto
normalno ubrzanje, upereno ka centru Zemlje, a prema obrascu (3.23) iznosi

v v2
TR T T R (23.18)
£ r

¥
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Podto je ovde

F=mg, w=const, r'=0,
a zbog odsustva kretanja posmatrada u odnosu na brod
V=0, a’=(,
diferencijalna jednatina relativnog kretanja {23.7) svodi se na
dsr’
de?

my?
=0=mg+—mr0 (23.19)

Prema tome, u kosmickom brodu se wravnoteZavaju sila Zemljing tefe mg 1 inercijalna sila
m v o , .
— 0y $to proizvodi bestelinsko stanfe.

r

U ovom sluésju interesantno je uporeditl ova jedna&inu relativnog kretanja sa jednadinom
apsolutnog kretanja u cdnosu na nepokretaef sistem. Za posmatrala u ovom sistemu postoji

o sila ) A fe C L
s §am(:1§:§lv:mo t;brzanj e jednako normalnom ubrzanju (23.18). Stoga diferencijaina jednacina
ima

 kretanja u nepokretnom sis_te_mu. glasi,
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sila Zemljine tefe mg, koja dejstvuje na putnika u kosmitkom brodu, ali on

ma-n——-m'E fo==Mg (23.20)

go se poklapa sa jednadinom (23.19), ali sa razlititom interpretacijom.

Primenimo jo3 diferencijalnu jednalinu relativnog k;etania (23.13) na .sloba{c;ar‘z‘ Pif 711:1
fngI?ﬂ Tada je Fey =0, pa goznja jednatina posle deljenja sam dobija oblik, pifudi eksp:
citno -;r’ﬂ(cir',fd:)rel i izostavljajuéi opet oznaku za relativni izvod

ex_ o 4Y

= 2
dt gt dt-

x ?2 (23.20)

I . . - & nadin

Smatrajuél g’ konstantnim, moZemo naéi pribliZno refenje gornje jednadine na Sledf:;l n;a >
i ii i imati u vidu

Neposrednom integracijom nalazimo prvi integral, pri lélemu morameo ima

poEet'na relativia brzina Jestice jednaka nuli, ¢ime dobijamo

d—d‘i= gre2 e x (23.22)
ty

Ako ovaj izraz uvrstimo u jednafinu (23.21), imamo
LY pag e xiond
=g42g tx Q44 x D%,
dr? )
a podto je zadnji flan srazmeran s 02, mofemo ga zanemariti
d2x’

dr?

w2 x Q) (23.23)
Ovu jednatinu moZemo neposredno integraliti, ¢ime dobijamo

dr -
gt x D
dt
a ponovnom integracijom, uzimajuéi podetni poloZaj Zestice za koordinatni potetak, konagno
nalazimo priblino refenje u obliku

Pty zz+-13- (g x )18 (2328
2

’ 7 B
Izaberimo sad koordinatni sistem AX'Y'Z’ (sl, 23.5) tako da'X 0§a bude 1.1;;&;;2; ;iz:zkrtr:) -
ridijana ka jugu, Y’ osa du uporednika ka istoku, a Z' osa duf vertikale navise,

—

¢’ i Q leFe u meridijanskoj ravni, 2 u ovom sistemu imaju komponente
g'={00, —g'), Q=(—{cos’ 0 {Qsing
njihov vektorski proizvod bice
. e e e | '
g X = 0 0 —g E=g’Qc<}s 9’ ed,

Ll cos g O Dsing’

i8
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te jednadina (23,24) dobija obiik

1 1
] — ’ 2' ‘l " + o
e Y 2't22y +—3 2 Qcos g’ Bey o - {23.25)

8L 235

To je konadna je.c?naéina relativnog kretanja Zestice pri slobodnom padu na Zemlji, 2 odavde
neposredno dobijamo i odgovarajude skalarne jednadine

- L . 1
¥=0  y=g glose’® s A (23.26)

Poito jf’ L:WEk y‘.>0, vidimo da &estica pri slebodnom padu na Zemlfi skrede ka istoku { ove
skretanje fe maksimalno na ekvdators, a jednako nuli na polovima,

Glava VI
KRETANJE 8A PROMENLJIVOM MASOM

24, JEDNACINA MESCERSKOG

24.1. Slu#aj promenljive mase

U izvesnitm problemima mehanike pri kretarju tela menja se njegova masa, Npr. pri padanju
kapljice vode kroz atmosferu zasi¢enu vodenom parom nove kapljice se spajaju sa prvobitnom
{ masa ove kapljice postaje sve veéa i veéa do izvesne granice. Pri kretanju rakete ona se ubr-
zava izbacivanjem gasova, usled fega dobija ubrzanje u suprotnom smeru od smera izbaci-
vanja gasova i pri tome se njena masa smanjuje. Postanak Sundevog sisterna objadnjava se
odvajanjem izvesnih delova Sunca pri njegovoj rotaciii, §to je bilo prateno smanjivanjem
mase Sunca. i )

U opitern sludaju mofe se vrdit i pripajanje i odvajanje Gestica, Telo promentjive mase
kome se pripajaju ili od koga se odvajaju ove Zestice nazivademo osnovmo telo. Sve Zestice
koje u posmatranom trenutku nemaju relativou brzinu 1 odnosu na sistem vezan za jezgro
osnevnog tela pripadaju osnovnom tefu u tom trenutku. Pri tome ¢emo pretpostaviti da se
osnovne telo mode smatrati festicom, &me sanvmarijemo njegove unutrafnje kretanje, { da s¢
proces pripajanja i odvajanja Zestica wr¥ kontinuirano.

U ovom sludaju od interesa je ispitivanje kretanja osnovnog rela. Medutim, zbog promenkji-
vosti mase za osrovno telo ne vai osnovna jednading dinamike u obliku (4.13), All se na celo-
Bupni sistem, sastavifen od osnovnog tela 1 Sestica kojé se pripajafu ili odvajaju, moke primeniti
zakon 0 odrdanjn fmpulsa (5.42). Tim putem mode se pristipiti proudavanju kretanja ove
vrste, $to femo i mi udinit,

24,2, Jednadina Mescerskog

Potratimo sad diferencijainn jednading kretanja osnovnog tela sa ptomenijivom masom.
Neka osnovno telo u trenutku tima masu m i brzinu v i neka mu se u toku sledede vremens-
kog intervala {t, t--dt) pripaja festica mase dma 5a breinom wi (sl 24.1), Posle spajanja u
crenutky t-4dt osnovie telo image masa meb-dma i keetade se izvesnom brzinom v-+dviy
pri demu d vy predstavija promenu brzine osnovaog teln usled pripajanja posmatrane Cestice.
Geovio telo § ova Zestich zajedrio u posmattinom vremenskom intervalu predstaviiaju {zo-
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a u trenutku t-4-dr
p (t+do=(m+dmi)} (v+d w1, (24.2)

pa zakon o odrZanju impulsa daje

(m+dmy) (v+d vi)=m v-+dmy w (24.3)
Odavde imamo
m dvi-+dmy v+dm; d vi=dm; uy,

a zanemarvjudi beskonadno malu veli¢inu drugog reda dm; d vi, dobijamo promenu brzine
osnovnog tela usled pripajanja posmatrane Sestice .

TIEL

d
Cdwv= (—v). L (44
Pre:postavimo da paralelno sa ovim pripajaniem imamo i odvajanje Cestica i neka se od osnov-
nog tela u wku vremenskog intervala (¢, t-++dt) odvaja od niega Sestica mase [dmz]m —dmay
sa brzinom wug (sl. 24.2), Posle odvajanja u trenutku t-+dt osnovno telo ée imati masu
m—l dmg| i kretace se izvesnom brzinom v+d v, dok e se izdvojena Zestica kretati
brzinom ug Tada je impuls ovog sistema u trenutku: t l

7 p{=mv {24.5)
a u trenutku t-Fdt
P (t+dt)=(m-| dma ) (v-+d v2)+| dms | ua, (24.6)
pa zskon o odrZavanju impulsa daje
(m—| dms P (v+dva)+idme |uz=mv Q4.7

Odavde je
m dve~| dma | v— | dma | d ve-t| dms | uz=0,
a zanemarujuéi | dma | d ve, dobijame promenu brzine osnovnog tela usled odvajanja posma-
trane Cestice
: g

dm .
AT (I.Ia——v) =_1-n—2(u2mv) (24.8} .

“Najzad, ako na os. 1ejs
‘yanje a. Ako »anemarimo titicaj promene mase 0SnavNo,

n4 ovo ubrzanje, ! .
“inalih velitina drugog reda i iznosi

lovan sistem, te za njega vaZi zakon o odriavanju impulsa (5.42). U trenutkn ¢ impus ovég o
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novno telo dejstvuje i izvesna efektivna ila For, ona ée mu dati izvesno ubr-
g tela u intervalu vremena {t, t-+dt)

ono je edredeno osnovnom jednatinom dinamike s taéno$éu do beskonadno

aodve For (24.9)
dt m
Z
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te je promena bizine osnovnog tela usled dejstva ove sile

dvem— g (24.10)
m

Ukupna promena brzine osnovnog tela jednaka je zbiru veli®ina, (24.4), (24.8) i (24.10)
& vead vi+d va+d v,

1,

dm Fut
v =2 vy 2R (g y) e dit @410
m m m
MnoZenjem ove jednadine sa E-{n-t- dobijamo tra¥enu diferencijainu jednadinu  kretanja
dy dmy dma
bk — e —— (g ¥ (24.12)
mdt Fot+ ot {uy—v) 4 t (ug—v)

Imajuéi u vidu da su relativne brzine posmatzanih Cestics koje se pripajsju | odvajaju w od-
nosu ng osnovie telo
ul=w—-v, B mua—v, (%4.13)

prethodnu jednadinu mofemo nopisati { u obllky

4Y Pt I AT 24,14
m-dt = Hoy Ot o' n ar’, { )
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Iﬂdfi:ﬁni (24‘12)vodnosno (_24.14) je diferencifalna jednading kretanja osnovnog tela i naziva
Kse Jednaling Me.fcerskog‘. Pri tome je promena mase osnovnog tela po jedinici vremena

d_._Iilﬁ_ dm; dmg '
pa integracijom dobijamo
X d
mi  dmsa
m ()= m 0y Y | —-n
)= 1m {0) S( o + N )d (24.16)
[}

Ako imamo samo jedan od ipajania i —
procesa pripajanja i odvajania, u jednadini Mei&ersko .
1 . ot -
dan od zadnjx dva &lana. Tada ovu jednadinu moZemo napisati u obliku g otpada je

& dm
g FerkTgrue (24.17)

pti Lemu je dm >0 ako se radi o pripajaniu, @ dm <0 ako se radi o odvajanju Zestica.

24.3. Analiza jednadine MeS&erskog

Jednatina MedCerskog (24.14) razlikuje se od jednagine kretanja sa stalnom masom po tome

§to sem sile Fer figurisu jod dva dopunska &lana, koje oznadimo sa R *
_ gy o dme *
=4 uy dt“ u”, (24.18)

pa jednadinu (24.14) moZemo napisati u konciznomn obliku

dv F '
m—==
It R (2419
v - . apn s. - .
;feh.una R nazwzf se reaktiuna ili propulziona sila i ona karakteride uticaj pripajanja f odvajanja
estica na kretanje osnovnog t.ela, pri emu reaktivinu silu ne treba brkati sa silom reakcije
Ako nema ni pripajanja ni odvajanja destd ic ci_ﬁm; ; dms ‘
& _ _ N .
o e . janja destica, bice I =1 e 0, pa je i reaktivna
sila jednaka nuli, 2 jednadina Me$€erskog svodi se na jednadinu kretanja sa stalnom masom

Za poznavanje reaktivie sile {24.18) potrebno je znati velidine % i ﬂﬂ? kao 1 velitine u,
- . : ¥

i .,,. T . . - ’ .
. ;1, Oda\;de Vt-dlmO d:.a je pri reSavanju problema kretanfa sa promenljivom masom pot-
ng wnapred znati 1) efektivn silu Fog, 2) pofetne uslove o 1 vo, 3) promene mase po jedinici

or dm; | dme

elenq —— 1 -—— 4y relath . ~ N . - .

_ ar g b refatione brzine lestica ue i u”. Tada refavanjem jednacine
Me#Zerskog dobijamo konaéne jednacine kretanja osnovnog tela,

Ist?:ta)m(; sadahkako reaktivng sila kao dopunska sila zbog pripajanja i odvajanja Cestica
utite nf\ retanje osnovnog tela. Pretpostavimo da relativne brzine Sestica uy’ 1 us” imajn

pravac kretanja osnovnog tela, 3to je naj¢e$d sludaj. Poito je é—rﬂi > 0, smer prve kompo
dt ;

dm 1 .
nente reaktivne sile — u,’ isti i i i
¢ isti je ka ; ’ S i i
” i ¢ 1 smer relativne brzine wy’, pa ako relativna brzina'
ud i A . y ‘
¢" ima smer kretanja osnovnog tela, ova komponenta ¢e takode imati taj smer i izazivade

povedanje-brzine osnovnog tela u smeru kretanja. S obz:irom da je Eiln—z < 0, smer druge
dt ’

c d
.komponente It

" pripajany
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mngz

wy’ suprotan je smery relatvne brzine ur”, pa e ova komponenta ubrza-

vati osrtovno telo u studaju kad relativna brzina ima suprotan smer od smera kretanja, Stoga
o Zestica ubrzava osnouvno telo ako se ove Zestice uvlade u smeru kretanja, dok ga odva-
ianje Sestica ubrzava ako se Zestice izbacufu 1 suprotnom smevu od smera Eretanja.

Posmatrajmo joi neke specijalne sludajeve, koji ukazuju na karakteristiéne razlike izmedu
kretanja i kretanja sa stalnom masom. Akoje povedanje mase 0SNOVNOE tela zbog spa-

ovog
janja jednako smanjenju nfegove mase zbog odvajanja Zestica, tf. ako je prema obrascu (24.16)
dma dmy
Gms =~ OMa 24,20
de dt’ (2420)

jednadina Mesderskog (24.14) svedi se na
dv dm
.mET“F“’"_&Ei {0y — 1) | (24.21)

Odavde vidimo da i w sluCaju kad se ukupna masa 0snovnog tela ne menja u toku vremena jed-~
naéinag hretanja osnovnog tela razlikufe se od Jednaline kretanja sa stalnom masom.

Drugi zanimljiv stuéaj imamo kad #u relativne brzine Zestica koje se pripajaju i odvajaju)

jednake nuli
u=0, w =0, (24.22)

tada u jednadini Meséerskog (24.14) otpada reaktivna sila, pa ona dobija obiik

dv
m— =F {24.23)
at

U shidaju kad se orsi pripajanfe ili odvajanje Zestica bea relatione braine jednading kretanja
osnovrog tela ima oblik jednaline Lretania sa stalnom masom, medatim, pri tome treba imati u
vidu da je ovde masa funkcija vremena.

24.4. Problemn rakete

Kao primer kretanja sa promenijivom masom wzmimo problem rakete, koji se naziva i problem
Ciolhouskog. Neka se raketa izbaci vertikalio wvis sa povrsine Zemlje (sl 24.3) sa potetnom
brzinom ve i neka se po poznatom zakonu izmene mase M=o £(1) iz nje izbacuju gasovi
sa stalnom relativnom brezinom ue” uperenom nadole, Pretpostavimo da se kretanje rakete
or¥i 1 blizini Zemljine poyrSine, tako da moZemo smatrati da je sila Zemljine teZe rag stalna
i uzmimo da se mofe zanemariti otpor vazduha. Ako pravac kretanja rakete uzmemo za X
os4, a njen pofetni polo¥aj za koordinatni podetak, jednadina kretanja rakete kao destice pre-

ma jednadini Medterskog (24.17) ima oblik

dv dm
a S 24.24
A mg+ i L { )}
a odgovarajuda skalarna jednadina, koja odgovara X osi, glasi
dv dm
s e T T YO 24.25
dt B 7 2423
QOdavde imamo
dv ,dlnm

AT TET e
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pa za brzinu rakere dobijamo

Konstantu C odredujemo iz podetnih uslove d4 za t=0bude v=-

C=vo+uo’ In my,

Sl 24.3
pa prethodni obrazac dobija oblik
mo
Vv=vg—gt4uy In ——
0 o {24.27)
O a v N ’
m;z;teobrazac odreduJF bz‘zmu rakete kao funkclju vremena. Odavde vidimo da je brz
" sragmerna relativngf brain izbacivanik gasova § zavisi samo od odnos pac. o
¥ posinatranom trenutku, a ne { od zakona promene mase s patemon
Ponovnom integracijor, imajuéi u vidu da je za t=01 x=0, dobijamo
>
1 ‘ '
-~ ma
Xe=vg {—— gtib uy’ | ln— dt
2 oy (24.28)
1]

Tim s . .
e smo dobili predeni put rakete kao funkeiju vremena, tj. konadnu jednadinu njenog kre

. \ preli]
tanja, Podto ovde izraz | i
X R —-~ (t} treba i iti ;
: — (£} ntegraliti po vremenu, predeni put rakete takode fe
srazineran relativnef brzint gasova, ali zavisi od zakona proimene masa

Neka masa rakete opada eksponencijalno po zakonu

Ma==1Tg e'-(!f
Tada je (24.29)

g
In——==ln ext =g,
m

pa gornji integral ima vrednost

% Sy
m

Xln%g-dgm Sﬁitdtm—I‘ et
m 2 *

9 0

B Ve —gt—ug’ In m+C (24.26) :

Voi masmy, odakle nalazime
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te dobijamo

i i
Xyl - gt? 4 —ug’ at?,
¢ - 2 2 o

.

| .
X=Vp t+; (e ug’—g) t® (24.30)

Odavde vidimo da je pri navedenom zakonu promene mase kretanje rakete jednako ubrzane
ako je Wy’ > g, jednako usporeno ako je & uo’ < g, a uniformno ako fe 2 uo’ =g, Posto je prema

dm
obrascu {(24.29) m(-i-t—m —gm, & prvom slufaju wbrzavarje rakere bice utoliko wede ukoliko

e vede & o' 4. ukoltka je veca relativna brzing izhacivanja gasova i relativna promena nfi-
hove mase po jedinici vremend.

Svi navedeni zakljudci vaZe pod pretpostavkom da se kretanje rakete vrii u blizini Zemljine
povréine i da se otpor vazduha moZe zanemariti. U opltem siuéaju (sl 24.4) silu Zemljine

- mM .
tefe mg treba zamenitd Newton-ovom silom gravitaciie —G — ¥o; gde je M masa
r

v
ZemlYe, i uzeti u obzir otpornu silu vazduha, koja je priblizno oblika -~k v¢ gl gde k
zavisi od gustine vazduha, dakie od x. Tada umesto jedradine (24.24) imamo

dv mM v dm
m o~ = (§ —— rg—kv2— - =y, (24311
di 2 v dt

<k

.

Uy

Sl 244

a odgovarajuda skalarna jednalina glasi

dv mM dm
m o ms e G —kv? “{"i'"t" up'. (24.32)

®x2

Ovs iednaéina refava se u principu na slian nadin kao u prethodnom stugaju, medutim
nieno refenje ne moZe se izrazit pomoéu elementarnih funkeija i ralun se mode sprovesti
samo aproksimativne, odnosno numericki pomotu ratunskih masina.




Glava IX

CPSTE JEDNACINE MEHANIKE KONTINUUMA

25, OSNOVNE IDEJE MEHANIKE KONTINUUMA

25.1, Metod proutavanja kretanja deformabilnih tela

Pri dosadadnjern prouavanju kretanja sistema Zestica imali smo samo takve sluajeve
gde smo tadno poznavali sile koje dejstvuju na Zestice | podetne poloZaje i brzine svih Zestica,
U sludaju krutog tela, kada su medusobna rastojania izmedu festica stalna, nismo se moraki
paviti proudavanjem kretanja svih pojedinadnih Zestica, ved samo proudavanjem kretanja
krutog tela kao celine, 2 u w svrhu bilo nam je potrebno da poznafemo sile koje dejstviju
na kruto telo i njegovo podetno kinematitko stanje. Pri tome, mada broj estica krutog tela
mode biti proizvoljno veliki, broj stepeni slobode slobodnog krutog tela je uvek Jest, 2 u shu-
Zaju izvesnog ogranienja slobode kretanja jod je manji. Medutim, idealno kruta tela u pri-
rodi ne postoje, sva realna tela mogu s¢ pod dejstvom sila vide ill manje deformisati, tj. pro-
meniti svoj oblik i zapreminu. Ukeliko je promena oblika i zapremine zanemarljiva, takva
tela moemo smatrati krutim telima i za proutavanje njihovog kretanja moZemo primenit
ranije opisane metode za kruto telo, U protivnom stuaju tela ne moZemo smatrati krutdm i
takva tela nazivaju se deformabilna tela, Pri tome i jedno isto telo pod izvesnim uslovima moie
se ponafati kao pribliZno kruto, a pod drugim uslovima kao deformabilno.

Kod deformabilnih tela rastojanja izmedu 'pojedinaénih Zestica menjaju se u toku vremena,
te je pri vrlo velikom broju Cestica i broj stepeni slobode veoma veliki. Npr. jedan molgram
tela itna oko 6 - 1078 molekula, te je broj stepeni slobode oko 3 - 6 - 1023, tj. 1,8.10%%, Stoga je
proudavanje keetanja deformabilnih tela mnogo sloZenije nego u ranijim slutajevima. Ako
hodemo da primenimo metode koji se upotrebljavaju zz sisteme Zestica, moramo posmatrati
kretanja svih pojedinalnih estica deformabilnih tela. Tada je za refavanje problema kee-
tanja neaphodno poznavati sve sile koje dejstvuju na destice i podetne poloZaje i brzine svih
Zestica. Na taj nadin pri ovakvom proudavanju kretanja deformabiinih tela problem se svodi
na prouavanje kretanja njinovih estica, ‘

Medutim, ovakav nadin proufavanja kretanja deforrabilnih tela nailazi na nesavladljive
tetkode, kako principijelne tako i pfakti&ne. Pre svega, mi netnamo nikekvih moguénosti da
odredimo pogetne poloZaje i brzine pojedinainih Sestica realnih tela, a sem toga jo§ ni do
danas ne znamo potpuno prirodu sila koje dejstvuju izmedu elementarnih destica. Cak i
kada bismo znali tadno prirodu ovih sila i pofetne polofaje i brzine destica, ovaj metod bi

o
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bio veoma komplikovan i praktino neizvodljiv zbog ogromnog broja &estica, Stoga se mora-
mo zadovoljitl izvesnim aproksimativnim metodom, koji bi se pri makrofizitkom posmatranju
kretanja deformabilnih tela pokazao zadovoljavajudim. Takay metod sastoji se u tome da
se umesto Sestica posmatraju vrlo malf delovi tela § to rabot koji su jof dovoline veliti u odnesu
na rastojanja tzmedu susednih estica. Ovakvi vrlo mali delovi tela zauzimaju vilo male ele-
mente zapremine, za koje moZemo redi da su heskonadno mali u fizickom, a ne u matematié-
kom smislu,

Pri izloZenom nadinu posmatranja deformabilnih tela svaki ovakay element zapremine sadri
vrio veliki broj Zestica. Stoga u prvoj aproksimaciji mofemo uzeti da je 1 svakom ovom ele-
Imentu zapremiine materija rasporedena neprekidne 1 u tom smislu se govori o neprekicdnof
sredini — hontinwmu, s mehanika deformabilnih tela postaje mehanika bontinuwma. Ovaj
prelaz sa diskontinnuma pa kontinuum odgovara prelazu sa veoma velikog na beskoratio
veltki brof Sestica, te i brof stepeni slobode postaje beshonaino veltki, Tada festice ne moZemo
vife numerisati indeksom, ved prostornim koordinatama koje se menjaju koatinuirano, &ime
pored vremena wvodime i prostorne koordinate kao nezavisno promeniiive.

Na ovaj nadin izbegavaju se sile koje dejstvuju na pojedinacne estice kao i podetna kine-
matitka stanja svih Sestica. Umesto sila koje dejstvuju na Zestice uvode se makrofizike sile
koje dejstvuju na uodene elemente tela, pri &emu postoje dve vrste ovakvih silat zapreminshe
sile 1 povrSinske sile, Zaprentinske sile dejstvuju podjednako na sve destice u unutrainjosti
uodenog elementa zapremine i srazmerne su masi tog elémenta’ zapfemine 5 primer takve
sile je sila Zemljine tefe. Povrsinske sile dejstvuju samo na one festice koje se nalaze u blizini
povrdine koja opkoljava uodeni element zapremine i one potitu od dejstva Zestica iz sused-
nih elemenata zapremine, kao . na pr, sila pritiska. Umesto potetnih kinematigkih stanja
Cestica uvode se dve vrste uslova: poletni uslovi 1 granicni uslovi, Poletni uslovi odreduju
raspored poloZaja i brzina svih Zestica u poletnom trenutku, a granidni uslovi Karakteriu
kinematitko stanje Zestica dug granice posmatranog tela, Pored toga, ovim metodem prou-
Zavanja kretanja deformabilnih tela, koji se zasniva na prelazu na kontinuum, emogudena
ie i primena infinitezimalnog rafuna, $o zoatno olakSava analizu kretanja deformabilnih

tela,
25.2, Prelaz sa diskontinuuma na kontinuum

Poito se mehanika kontinuuma zasniva na prelazu sa diskontinuuma na kontinuum, po-
kaZimo na jednom primeru kako se viii takav prelaz, Posmatrajmo niz malih kuglica pore-

" danih u jednom praveu na jednakim vrlo matim rastojanjima i uzajamno spojenih pomoén

malih elasticnik opruga (sl. 25.1) i uzmime taj pravac za X osu. Ako prva kuglica pod uti~

a

n-1 n o ne+l
Sl 25.1

cajem izvesne spoljne sile bude pomerena iz svog ravniotefnog poloZaja u tom praven, taj
poremedaj Ce se posredstvom elastidnih opruga preneti i na ostale kuglice i one ée sve podeti
da oscilufu longitudinalno oko svojih ravnoteZnih polozsja. Sile koje izazivaju ove oscilacije
su elasti¢ne prirode i iskustvo pokazuje da su one srazmerne promenamia dufina spiralnih
opruga, tj. promenama medusobnih rastojanja kuglica, Ako sa joznatimo  elongaciju i-
-te kuglice, osnovna jednacina dinamike za n-tu kuglicu glesi

dz Un

m -w_——dtz =K (Ups1 ~upt—k (Up = tin-1). 95‘1)

= 253

ih kustica i deled gornju jednating sa 22
Oznatavajudi sa a rastojanje izmedu dveju uzastopnih kuglica | deleél gornju jednadint ’

. dobijenu jednadinu modemo napisati u obliku

-
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mo 47U
a%  de?

i iz i oloZaj n-te kug-
Prerpostavimo da je a vrlo malo u odnosu na duZinu m}i 'nua ﬁ}xfgc:.mﬁ]ﬁé_@m ijjabm &gi
i i i %, MoZemo a u prvoj aproksimaciy so diferencijale
ice na X osi oznafimo sa %, ; A i i smatad diferendislom &
;tco je ekvivalentno aproksimaciji diskretnog niza k‘ughca gontxnwmmm pstrA o1
ksimativoem prelaza sa diskomtinuoms na kontinuum imame

Soii—da fOU} Ul (Qg) 25.3)
Mm_a"‘m - dxly a A% x—adx
kao i
~—1; U — Vn~l
, un.ua U . 2123 2%n ) (25.4%
. . L2,
a _’{axﬂ)xm \ox®/x
_a pored toga na odredenom mestu X je
d%1n D2 u') 25.9)
— .
dr2 \ 012 Jx

Tada gornja jednafina {25.2) dobija oblik

m {o%n K 6911)
;(ata)x~ ‘I}'xg'x,

a izostavljaiud indeks x, ovn jednadinu mo¥emo napisati i 11 obliku

. T 2556

= 2 P -

d12 axt’ m

" i j je i i 1 kao
Na 18] nadin dobili smo parcijalan diferencijalnn jedna&iny, koja odreduje elongaciju 1 ka

funkeciju poloZaja x i vremena .

26. KINEMATIKA KONTINUUAMA

26.1, Dva nadina proudavanja

ja e ishu izlo¥enih ideja aproksimi-
Pri proudavanju kretanja deformabilnih tela, koja demo ¢ s.rmsiu rz,:lage-n‘a};}xscz)tz ?Se -
ratl kontinuiranom sredinom, moZe se postupiti na dva naéiz‘m. Pm Q js;.: : st ;;z e ome
$to se individuaBzacia, oznalavanje delica kontinuuma vrdi zadammeg ia; diném o
ta wolenoy deliéa u nekom trerutky to. Ako sa {2, b, ©) -o?n'af&r_n;o pgf:;me koor
posmatranog delida, njegove kona¥ne jednaline kretanja imace obll
' & E [ {26.1;
xex{, by 6 0y Y=Y (8 b0t =z bot) ( b
e . meniati konti-
Ovde se promenljive a, b, ¢, po kojima se detidi -medusol?no razl{k}:;u, mogu fken-]z:l;'b ;
ruirano, te igraju ulogu nezavisno promenljivih, }koj_ah sad u}cfxp{xo “.?a ée?zx k o; ‘&1\1"2“; 1::
fiksirani) gornje fonkeije daju nam zakon krewnjs jednog f.ﬂzsqanog de‘_:' ?.J. 0; 1nnt e &
toku vr‘c;mena Ako pak fiksiramo 1, ove funkeije date -na»m raspo?elg ;de 1é? ”e. k}- e
u prostorn u nolenom trenutkn, Stoga ove jednadine moZemo Smatrati sakvnom Kretany
Eontinuma v Mnematitkon smislu redh
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Ovaj. metod, koji pokazuje neposrednu analogiju sa mchanikom sistema, naziva se Lag-
range-ev il supstancifalni metod, a same promenljive a, b, ¢ Lagrange-eve tromenljive. Ako

jod posmatrimo elementarno pomeranje uolenog deli¢a u nekom malom intervalu vremena -

t--tg, koje oznadimo sa u, njegove komponente moderhio takode izraziti "pomodu davedenih
promenljivih

=y (a, by ¢, 1) (i=1, 2, 3), (26.2)

#ime je odredeno tzv. polje elementarnih pomeranja. Pri tome éemo pretpostaviti da su sve
navedene funkcije neprekidne i da imaju neprekidne parcijalne izvode po svim argumentima,

Drugi patin proudavanja kretanja deformabilnih tela bazira na tome da se individualizacija
delita kontinuuma vrsi zadavanjem prostornih hoordinata tathe w kojof se nodeni delié nalazi
u datom trenutku. Drugim redima, ovde nas ne interesuje pradenje kretanja pojedina&nih delica
kontinuuma, veé $ta se defava u dato] geometrijskoj tadki u toku vremena., Posmatramo §
opet elementarno pomeranje u delida koji se u renutku t nalazi u tadki (%, ¥, 2), njegove
komponente mogu se izraziti u oblika

w1y (X, ¥, 2, ) (i=1,2, 3}, (26.3)

a komponente brzine istog deliéa dobidemo diferenciranjem gornjih funkeija PO vremenu

vi=vViX, ¥, 25, 0 . (i=1, 2, 3 (26.4)

Ovde takode imamo Zetirl nezavisno promenljive, ali u gornjim jednadinama x, y, z pred-
stavljaju prostorne koordinare { igrafu ulogu nezavisne promenlfivih, dok su u prethodnom me~
todu x, v, z predstavijali koordinate delida i bile nepoznate funkcife. Pri fiksiranim vrednostima
X, ¥, z gornje funkdje odreduju kako se u toku vremena menja elementarno pomeranje
odnosno brzina raznih deli¢a koji jedan za drugim dolaze u uofenu tadku prostora. Ako pak
fiksiramo t, ove funkcije de odredivati raspodelu elementarnih pomeranja odnosno brzina
raznih deliéa u prostoru u uofenom trenutkn,

Ovaj drugi merod, koji je od veteg prakti€nog interesa, naziva se Euler-oo ili lobalni metod,
a same promenljive X, y, 2 Euler-ove promenljive. Pri tome je za refavanje problema kretanja
fluida, kad se za konalni interval vremena izvesi konadno pomeranje masa, dovoljno nadi sa-
mo polje brzina (26.4), dok je za probleme kretanja elasti®nih tela vaZno znati polje ele-
mentarnih pomeranja.

Prelaz sa jednog metoda na drugi

Ako je zakon kretanja kontinuuma dat u Lagrange-evom vidu (26.1), refavanjem ovog siste-
ma jednadina po promenljivima a, b, ¢ dobidemo jednadine oblika

a=a{X, ¥, 2,1, b=b(t,y,2.1) c=c¢x .21, (26,5}

dime smo predl na Euler-ove promenljive. Pri fiksiranim X, ¥, % ove jednatine odreduju one
deli¢e kontinuuma (a, b, ¢) koje u raznim trenucima prolaze kroz datu tatku prostora, Stav-
Yajuéi ove funkeije umesto 2, b, ¢ u jednadine {26.2), nalazimo i elementarna pomeranja u
funkeiji Buler-ovih promenljivih

w=wlalkyzt), biny,z,0), ol Vs 2 0); t_}, (26.6)
a njthovim diferenciranjern po vremenu | brzine delida kontinuuma, tj. funkcije (26.4),
Ako je pak zakon kretanja kentinuuma dat u Huler-ovom obliku (26.4), da bismo preili na

Lagrange-eve promenijive, napidimo ove jednadine u obliku

dx dy dz .
PRt (%, ¥, 2,1), PR (x,v,2.1), a =V 7,21 (26.7)

£ Ove jednadin " N o a4k
; Saéina sa nepoznatim funkcijama X, ¥ i 7. ReSavajudi ovaj sistem, .
' {'unkciiek od 1 i triju integracionih kggstami L . -

' pri gemu su ove Konsta

. Sem nave
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. a0 - T 13 - 13 . lnih icd-
7 i istem od triju simultanih obi¢nih dxferg_encua. i
i ne s 12, ] dobiéemo ove veliline kao

xmex (L, €1, C2, €0)s Y=V (L, €1 €2, cs), 2=z(l,C15C2Ca)s {26.8) -

nte adredene vrednostima (%, ¥, z) u nekom trenutku to, It:j .éLagraromgiz-
evim promenljivima g, b, c. Na taj nadin dobijamo jednatine li)‘b]'lka (26.1), posle fega m
mo {zraziti i elementarna pomeranja u furkeiji ovih promenliivih.

denih veliding, u daljem izlaganju imademo posla i sa drugim, kao §to0 su na pr.

i iti bi ¢ -evih bilo pomodu
pritisak ili temperatura, koje moZemo izraziti bilo pomolu .Lagrangc evih p

. Euler-ovih promenljivih.

26.2. Lagrange-ev prilaz. Polje glememarnih pomeranja

fjed ij i cretanja —
17 kinematici kontinuuma javlja se, sem translacije 1 rotacije, kao bitna nova formakr i

itki opisaki j i deli tinuuma
deformacija sredine. Da bismo je matematitki opisali, posmatm;mti neki d;l:; :;znn o
: i Zaj tup .
i tku o nalazi u poloZaju I, a u trenutku . i
(sl. 26.1} i neka se on u trenu E > : ‘ B g oo
ri z0j i koordinatni poletak pomoénog
i tome tatka A, koju smo izabrali za ni po POmOCHo; ioatnoe
::ni:a pomeri za ug=AA’, a ma koja tatka Mo u njenoj okolini, &iji )(; relativni ‘:1:;
; i = *. Pri tome ova eletnentarna pome-
3aja ro’ u odnosu na A, neka seé pormeri za u=MoM'. ¢ T
e ekom. ' i aln vie ogn biti kako beskonatno
i i Znom intervale vremena t—to Mogn esko ‘
ranja u nekom malom ali kona E ¢ e e
i¢ni i &na (kod fluida). Oznalimo ovde
mala (kod elasti¢nih tela) tako i kona : ; -
sanja (koordinatf: tatke M’ sa x1, a njene pofetne koordinate - koordinate tatke Mo sa
¥

(i=1, 2, 3). Napiimo sad jednatine (26.1 u vektorskom obliku
(26.9)

r=1r{a;, &2, 93, 1)

v

P (4] 5S¢ 18] € “ aE . f.kut od nje pOEetnih ai. KQQ ito je

118 i{a;m kako zavi k() rdinat X1t ke M i trenu i1 n;h i } .

poZan 0O 1Z ate: atl.k ako exa fmlkcl]a, f ( 1y X2saway ¥n

ato 1z m T €y pligpei k b4 : d!felencﬂabilna u taékl

(31 a2, an) i ako znamo I}]e!lu 'IedHOSt 1 "IeanSt S“h Iljenih parﬂlahﬁh 1Z'Oda u 1)
> L]

tatki, Taylor-ov red nam omoguéava da nademo vrednost ove funk(':ij'e u bilo kojoj bhsk}?)
taéki,(al-f-hx .+ . an-+hy} u vidu beskonadnog stepenog reda po veliZinams hi, ha, ... ha

2 rof
B @b, sath)=f @ a3 T (E;] o

i=1

1 03 2 ( ) ,
w}“—‘— hlhk m.:qu_u _r- ..o,
2 igi ktzﬂ a8 X @Xk 0
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gde su indeksom nula oznagene vrednosti ovih parcijalnih izvoda u tadki (a;,
. ovaj obrazac primenim? na nadu vektorsku funkeiju v (a1,
“je u Taylor-ov red u tadki (0, 0, 0),

dg, . . 3 an). Aico
az, a3} za fiksirano t i razvijemo
zaustavijajudi se.na drugom &lany; dobiderio -

# (a1, 2z, a3) (000)+i(——-ar ak e,
34y =T, Uy Tt
154z, a3 o+ 2 WA

t.

(26.10)

3 dr
T (a1, 2z, ag) 2 up-h (—-— aj.
darfe

i=1

Razlika vektora r—ue—=p"' karakteride raspodelu Zestica konting

uma oko uodene tadke posle
deformacije i ona je jednaka

3
ar :
re=mpr_uy= Z ("‘5;)33[. \26.11)

i=t
Deformacije kod kojih se pri razvijanju u Taylor-ov red mofemo zaustaviti na jinearnim
¢lanovima a; nazivaju se Mnearne deformacije.

PotraZime sad elementarno pomeranje tadke Mo za vreme A t, 1. vektor u=MoM’

(0
r
U= r—r =g (Mw) a1y’
i"—Z-! 9ai/o

a otuda
3
- [dr
Au=u-—yp= (“‘“) 4 —ry 26.12
i; 2 as o L )
Podio je prema slici ro’ + u==ug-++’, ovu jednadinu moZemo napisati i u oblika
3orar '
Ay ey = 1 gy’ 26,13
¥ —-ry i; (d ai)u =Ty, ( )

time je odredena promena vektora re’ = AMp u toku vremena t-tg. Odgovarajuée skalarne
jednatine glase, imajuéi w vidu da vektor o’ ima komponente (a1, az, a3)

dx1 [ 33 ax

A = ~— + [E—— PR,
o [(éax )o i]al (a ag )oaz+ (Bas)oas

d % d %g d X3

Attg= —ly i
e (531 )oa1 + [(082 )o l] 2k (&aa )oaa

d X3 %3 2 X3

zam | —— s | R
Aus (081){}&4_(aaz)eaa+[(aas)ﬁ ]aa

a uvodedi oznake

e = ( 0% ) S, (26.14)
dax /o

gde je 8 Kronecker-ov simbol, prethodne jednadine mofemo napisati u konciznijem oblika

3

Am=u—ug= 3 enax  (i=1,2,3). (26.15)
= _ S
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, wifa Labhe Mo 4
st wehtora velalonog clemsiarnog PORIOHS

dosvie vidims da S8 Rowpsnoms vekiors ¢ ¢ AR adgovarajusey
giﬁwﬁis:ﬁ@mlammﬂ homponsntu; odnome promens weklonds sy’ = Ao 10k
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tenzery insesife {obrasel (20.48)~(20.583}, naplsail i n simbolitkom oblffst
Su=l -5, 26.36)
gde je F tenmor ofreden matioom svoiih koefisienata
g4 € 13
T 2oy 222 Em 3 26,47
N #0299 X
Te je tzv. teaver clonatarmog pornzrwga, Gie su komponente defintsane ebrasosm (26440

98,3, Osnovna Helmholtz-ova teorensa . meitne talko i
U @%Sem stuizjn komponsute tenzora F, §- v&ﬁm (%i?ﬁm%mmﬁ d;m@»m fjie, pod
m&onmmaﬂaﬂdzhemﬂawmm mm@ﬁ@gmmm o femzong elementarnog
kofima Gemo podrazuinerall taiive P otwa 3 7% SRR R e Reglogis
pamsrania bshansing mals wdliEine proog veds
Mmm;mmﬁsimmﬁ;&miﬂmmm des

i e 18)
i o)+ kgt en i@

i I TR ETIRE, -
gdcsmopzvi&nwmﬁiﬂ@mamgm‘%.Tm?m%w |
merania takode raziaie ne dva dela $10, mozemo mapisad s ok

A q=FE - gy G - 1] @s.19)

Antsimeritn tenzor T, zhozg wslova qafa=—~@:mima ST M_W% - wmweamwm
2 nule na glavaoj dijagonali, Gok simewital wenzor T, Zbog ur=
komponanata.
Relacije (26.15) wda dobijaja vid
B 3
Awm éx éﬂ

i povde mmaiiaog tonwn
1 zadefimo st ma delu yoatinth pameeniy & ug Rel porie od antmmdEng
Fomponeniama Qi :

A, vy i i B @20
kal
U sksplicinworm oblika ave jednatine glae
An®=bhemnanben
A =g 20000 %
Aw@=eunaten®m+d
ake
2 %0 uvedemo O strmmom bt A=t 252D
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gornje relacije dobijaju vid

Auy(®) e Agy az3—Awg 29

Aug @ =Aggay—Awias = b (26.22)
Aug @) = Awp ag—Acp ag

Ove velidine (26.21) predstavijaju komponente vektora dualnog tenzoru J (@) sa komponen-
tama @, 2 pomocu njih jednadine (26.22) moZemo napisati i u obliku vektorskog proizvoda

Aud =Raxr, (26.23)

Ovaj izraz prema obrascu (19.24) iz kinematike krutog tela predstavija elementarno pome-
ranje tatke M, pri rotaciji krutog tela za ugae Aw, oko ose odredene pravcem vektora c.i.;c.
Odavde vidimo da antisimetriéni deo tenzora eqe odreduje beskonadno malu rotaciju pos-

matranog delica kontinuuma kao krutog tela. Tada relacije (26.15), na osnovit obrazaca (26.18)
i (26.23), moZemo napisati u obliku

. 3 3 3
U=1Ugy -} Z Eiic A== Uoy -+ Z P Az Z €51 By
. k=1 k=1 k=t

odnosno

3
-
w=tat Baxrgd+ D) e a (26.24)
k=1
Prema tome, elementarno pomeranje ma kaje takke deformabilne sredine mose se razlodin na

transiacifu, rotaciju § &istu deformaciju, Qvaj stav poznat je pod imenom osnovna Hebnholtz-cva
teorema.

26.4. Euler-ov prilaz. Tenzor deformacije

.Pmu.éimo sad detalinije onaj deo elementarnih pomeranja koji potie od &iste deformacije i
xzr:.mmo 2 1 ‘pogodnijim i uobi¢ajenim Euler-ovim promendjivama. U tom cilju posma-
trajme opet neki deli¢ kontinuuma (sl, 26.2) i neka se on u trenutku t nalazi u poloZaju T,

Sio26.2

a u treputku t+A t u polofaju 11, pa fspitajmo kinematitko stanje kontinuuma u neposred-
noj okolini neke talke M. Neka je u, kao i ranije, odgovaraiude elementarno pomeranje
neke vrlo bliske tatke M, &ji relativni vektor polozaja u odnosu na Mo je 8 r. Prema malo
pre dokezanoj osnevnej Helmholtz-ovoj teoremi (26.24) elementarno pomeranje tatke M
moZe se razlofit na translaciju, rotachiu i &istu deformaciju : '

U=MM'=(A 1) trans +A D) rott A1) ger - (26.25)

259

Ovde je (A T)irans clementdrno pomeranje tadke Mo, a8 (A ¥)op modeme izraziti prema
obraseu (19.24)

(& Birans =y, (A DYyor=Au ®8r,

tako da gornji obrazac moZemo napisati u obiiku

-5
n=1ig4Ac % 8 r+{A Pder {26.26)
Ispitajmo sad kako ovaj deo clementarnog pomeranja, kaji zavisi od &ste deformacije i koji
oznadimo sa wld, zavisi od poloZaja tatke M, ti. od njenog relativnog vektora poloiaja
8¢ Iz gornjeg obrasca imamo

uld) ﬁ{A r)dei=(u——- un)*I*S rxAe (26.27)

Pedto je tadka M vrlo blizu 1adki Mo, prvi gan predstavija elementarnu promenu vekiora
u kad se iz tafke Mo pomerimo za 8 v, te je
du .on du 9 & a
g § s — By Fpe=| S b Sy — B2 1 1
u—tg=dus=ri Sxb T Oy E G0 ( ox Yoy Tz

Operator u zagradi jednsk je skalarnom proizvodu vekiora 3 » i Hamilton-ovog operatora
v, pa imamo

nu—uwe=@r-y)n (26.28)

Drrugi &lan, koji karakterise rotaciju kontinuuma, moZemno takode izraziti pomoéu elemen-
tasnog pomeranja u. Poto prema nadinu uvodenja {A )ger ne zavisi od rotacije delica,
relacija (19.41) iz kinematike krutog tela mofemo primeniti i na ukupnu brzinu delita

-y

rot v=2w, (26.29)

—_— -t

a mnofenjem sa A t dobijamo, imajudi u vidu daje v Aty a o Aty Ae

—

rot u=2 A (26.30)

Ova relacija ekvivalentua je obraseu (26.23), i na osnovu nje drugi {lan se moZe napisati u
obliku

SrX A:L=-12— (8 rx rot u),

pa zamenom nadenih izraza u obrascu (26.27) dobijamo
@ =(Fr- u+—i—8r><rotu ‘ (26.31)
Ovaj obrazac odreduje deformacioni deo elementarnog pomeranja uld) kao funkciily,. od
relativnog vekora poloZaia 8 r tatke M. Da bismo jasnije videli karakter ove veze, napisimo

i odgovarajuée skalarne jednadine, Prva od njih glasi

9 3 2 1 |
gl m[S XB‘;—}- 83"{)—;-}*8 2'6—;)ug+-£ &y (rot w)z—

1 dux 8 ux 8uy
. = 8

5 SZ(rotu)y_ 8x ax~i—‘o‘y 3y 8z c)'z\+

1 & uy dux 1 oux Az \:

el _ —8 e
+2 sy(‘ax By) 2 Z(éz’ 'dx)
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pa posle grupisanfa dobijamo ux(®, a na shidan nadin i uy (4 kao i uz(@ u obliky

dus . 1{dux duy Ifdux Ouzy_.
1) = Sxrf—{- —— — 1§
Iy x+2(ay+ % )8y~1~2( 2z " ax) z
{fduy duy Juy 1/duy duz)
() s | dx-b—=8y4 i —Z 3 3
Uy z(ax%«ay]x«i‘ay .Y+2(az“§"ay z (26.32)
1/ Jdux 1/ouw. duy du,
L) ] ——= 3% 4—| Sy+——3
b 2(ax+az)x+2(ay+dz) Yo o
Oznalavajudi komponente vektora indeksima 1 s 2, 3 1 uvodedi oznake
1/ou  duy
Cl s S 26.3
o 2(dx;‘+axx) (26.33)
ove relacije moZemo napisati i u konciznom obliku
3
w3 e Sxy (i=1,2,3) (26.34)
k=1

Prema tome, komponente vektora elementarnog pomeranja tatke M usled &ste deformacije su
linearne homogene funkelje komponenata relationog vektora poloZaja ove taZke u odnosu na
tacku Mo, Odavde dalje vidimo da kinematitho stanfe kontinwwmna usled Sste deformacije u
okolini neke takke zavist ne samo od rastojanja od te tatke veé i od pravea u kome se pomeramo
iz nje. Ova osobina, kao i osobina fzrajena relacijama (26.15), karakteristitna je za sva de-
formabilna tela u slutaju linearnih deformacija i ne zavisi od prirode sredine.

Gornje relacije (26.32), mofemo takode izrazit { u simbolitkom obliku, uvoded tenzor sa
matricom koeficijenata ’

2 ux e
ax 2\8y  dx 2(03 ax
1/3uy duy & uy 1/0uy du,

D=|] —|— —_— B R 26.35
2(3x+ay) dy 2(az+dy) ¢ )
_t(f’_u_z 9mx S Mzﬁt!v) 0 Uz
2\ox 9z 2 %y dz oz

1 tada ove jednadine dobijaju vid

=3  5p (26.36)
Ovako uveden tenzor 9, koji je ekvivalentan drugom tenzoru {26.19) sa komponentama en
naziva se tenzor deformacije i on karakterise deformaciju kontinuuma u okotini uodene tatke

Mo, u kojoj tzebe uzeti gornje parcijalne izvode. Ako znamo ukupna elementarna pomeranja
kao funkeije poloZaja i vremena

Ux=Ux (%Y, 7 s Uy=1ty (X, ¥, 2, s Uz=wilg xv.zbD, -

neposredno moZemo nad sve komponente oveg tenzora, a tada prema obrascima (26.32)
svakom polofaju neke ckolne tatke M mofemo pridrufiti komponente elementarnog po-
meranja ove tatke usled &Hste deformacije, '

26,5, Mehani®ki smisao komponenata ey

Ispitajmo sad kakav smisao imaju komponente tenzora deformacije u bilo kom pravouglom
koordinatmom sistemu. U tom cilju posmatrajmo vekior OM=Ax e; duZine A x u praven

i yg-pse (sh i nel
" usled deformacije bice
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. ' ]
26.3) 1 neka se on za vreme AT deformide u vektor O, Promena ovog vektor

31=0"M'— OM,

81 26.3

gto je prema slicl OM b u=up+0O'M, gde su no i u elementarna pomeranja tataka
a po 3 . )
0O i M, gornja promens moZe se fzraziti kao

—2‘; 1=0'M - OM=u~1uo (26,37

Razvifajuél funkeiju v (Ax,0,0) u Taylor-ov red i zanemarujudi vite tanove dobidemo

u . mug + i&)&,‘,
u!Ax,0,0)=u{0,0,0)+Ax(~$; o+ . g oxe
tako da imameo
du)
3l=|——} Ax,
(c)x 0

' j i N == ornji izraz
a ako jod vekter elementarnog pomeranja rastavimo 0 komponente w==1% 14, &1 gOrnj

dobija oblik

3
si= Y (-‘-;—“—‘) Axes 2639

j=1 X jo

Transformisani vektor OB’ prema obrascu (26.37) tada ée bid
3 orow
OM =0M+3l=Axer+ (Sm;)aaxe‘,
i=1

tj., izostavliajudi indeks nula

o g 2% A e (26.39)
0’M’=(1+~5¥)Axe;+ S Axentt Axes

ij macije
Polto posmatramo samo beskonaéno male deformacije, komponente tenzera defor j
su beskonafno male, tako da w prvoj aproksimaciji imamo

| O Mt (x +~f}-“—‘) Ax (26.40)
GRS
Odgovarajuéa relativna promena dufine vekiora OM iznosite
(1 -%-QE"E)AXWA:; 5
M | OM] ax 9w
joM| Ax 3%
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a to je prema 3emi (26.35) komponenta ey
__mém | O'M’ |— 10 M|
T x| OM| '

Na sli¢an nadin moZemo dobiti analoge formule { za sludajeve kad vektor OM lefi u praveu
Y odnosno Z-ose,

Komponente tenzora deformacife na glavnof difagonali predstavijaju relativau linearnu dila-
taciju (ili kontrakeiju) du#i postavlienih u praveu odgovarajuéth keordinatnih osa,

€11

Ako zamislimo elementarni paralelepiped konstruisan nad trima takvim dufima du¥ keordi-
natnih osa, njegova zapremina pre deformacije bice

AVos==Ax Ay Az (26.42)

Posle deformacije duZina vektora O’M’, kojl ima pribligno pravac X-ose, prema obrascu
{26.41) bite

[O'M[=e11 | OM |+i{ OM |= (1 +e11) Ax,
a2 duine drugih dveju dudi duz Y i Z-ose
(Ite) Ay, {Itew)Az
tzko da je zapremina deformisancg paralelepipeda
AVe(l4en) (T4es) (I+esd) AxAyAz (26.43)

Zanemarujuéi proizvode tenzora deformacije kao beskona®no male velidine vifeg reda,
imamo

AVz{l+entesnten) AV,

a otuda
3 - L
AV~AV,
= = —— 26.44
=3 Z eu AV (26.44)

Bl

Zbir elemenata na glavngf dijagonali tenzora deformacije predstavija relativnu zapreminshu
dilataciju paralelepipeda konstruisanog nad hoordinatnim osama. To je prva invarijanta tenzora
deformadje, ’ ' '

Da bismo dobili i smisao komponenata ¢, van glavne dijagonale, posmatrajmo dva vektora
OM { ON duz X i Y-ose (sl 26.4), Neka se oni za vreme A t deformisu u O°M’ odnosno
O'N’, gradedi izvesne uglove v1ivssa prvobiinim praveima. Ako se zanemari otstupanie
tatke M’ od XOY ravni, prema slici i abrascu (26.39) imamo

dug
e O M Tx ¥
B Yrmm =
(OM)X . 1_|_.a._u_1)Ax
: %

Posto se ovde radi samo o beskonadno malim deformacijarna, ugao iskofenja v1 je vrio mali,

(26.45)

. dug .
tako da moZemo pribliZno staviti tg ys xyy, 2 &lan P imenitelju moZemo zanemariti
prema jedinici

ou
1RGPy —— (26.45)
ax

a6y
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Na slidan nagin, posmatrajuéi deformaciju vektora QN u vektor O'N’, dolazime do zakljutka

da je
- YaR1g Yax%:;} : | - (26.47)
Njihov zbir tada ce biti

$1. 26.4

i akle
a to je prema Semi {26.35) upravo dvostruxa vrednost komponente ez, d

et (224 200) 2y (26.48)
B, dy dx 2

Istim putem mo¥emo doéi do analogih rezultata i za sludajeve kad vektori OM i ON leZe
i dui drugih koordinatnih osa.

Komponente tenzora deformacife van glavne difagonale predstavljafu po‘Iovir:f ugla iskofenja
{promene ugla) izmedu dvefu dufi postavljenih duf odgovamjué:h koordinatnih osa.

26.6. Tenzor brzine deformacije

j je tal Ze isati u obliku
Elementarno pomeranje ma koje tatke M mo#e se prems obraseu {26.26) nap

u=tg+Aa X S p+uld),

2 njegove komponente, na osnova relacija (26.34)

3
weto+(Aax S 1) + ) em S e ‘ (26.49)
kel
Ako nas interesuje polje brzina, podelimo gornju jednadinu sa A t I predimo na granicoe
yrednosti kad A 10, &ime dobijamo
' 3

vi== lim "*E'E'“-——voﬁ-(cox Fut Z &1k B Xx.
alt‘wwo At b=l .

(26.56)
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Ovde smo sa &y oznalili komponente fe i i i
s p nzora koje dobijamo iz tenzora (26.33) ovim granic-

Cenetim T (A, 8 )
a0 At a0 2 \ O3 At gk At/

1j.

éjkm.}.. (-m_%, 9 vk
Tolox  oxm (26.51)

Dobijeni rezultat (26.50) nam pokazuje da se i drzing ma kofe tatke defornabilne sredine

mode raclo¥iti na anove usled translacty ife £ & i i
2! 7e, rotacife i &iste deformaciye, pri de i
lan, koji oznatimo sa vid), vafi g 7% pri Sema se 24 posiedai

3 .
AL &1 8 Xy,
gl (26.52)

(?.ve relacije pokazuju <§a su komporente brzine usled deformacije linearne homogene funk-
cije komponenata relativnog vektora polofaja te tacke, te i njih moZemo napisati u simho-

lickom obliku
v=c 8, T (26.53)
gde smo sa < oznadili tenzor sa komponentama (26.51), tj.
€11 1z &3
D=1 & &3 (26.54)
fa1  &az  égp

1 to je tav. temzor braine deformacife. Niegave komponente dobijamo neposredno iz feme

{26.35), zamenjujudi samo komponente i ; g
tama bezine. p elementarnih pomeranja odgovarajudim komponen—

Mehanicki smisao kemponenata ovog tenzora =) -j}'ie analogan’ smislu komponenata ten-

% .1- jedinici b bek
;
Zoza ] $ Oblaéunatoﬂl PO jedinicl vremena, 13.1\0 na Pr. préma dCfImCIJI tenzora éﬂ:

3
3 Zen
é== Z &y = lim 1=l
i=1 A0 Ay

E

pa koristedi obrazac (26.44), dobijamo da e

3
é= D' ey = lim L AV-AV, 1 4V

1
i=i Ae0AVe At v dr (26.55)

tj. zbir elemenata na glavnej dij 3 7
f dijagonali tenzora < predstavija brzing relati 7
- e . ) . - ﬂ’re
dilatacife po jedinici vremena ¢ Jednaka je div v, sapremiiske

i;ivcsnnln problen:uma potrebno je p'reéi sa polja elementarnih pomeranja na polja brzina. i
obr u:io. 0; pozna‘uh beskfmgéno mahh pomeranja w3 u beskonadno malom intervalu vre-
A rﬁ;a vr iovara;uée 'brzme dobijamo prostim delenjem velidina us sa dt, a znajudi polje
b, i 1'1 f)naénom intervalu \rrsmena moZemo dobitl, beskonano mala pomeranja ohié-
i':nrer:::;ozex:t}c:m V} sa c}t. Hieduum na‘l.laieuje po!}a elementarnih pomeranja za konafne
_ vremena je sloZeniji problem i opita zavisnost izmedu funkcija wg (%1, X2, Xa, £
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i v4 (X1, X2, X3, t) moZe se uspostaviti polazedi od toga da 1 zavise od t kako direktno tako
preko prostornih koordinata

Tdug dw oam

Yyam =

dt ot & om

vie - : (26.56)

Ako je dato polje elementarnih pomeranjz, od govarajude komponente brzina neposredno na-
lazimo diferenciranjem, a ako je dato polje brzina, problem se svodi na integraciju gornjeg
sistema parcijalmih  diferencijalnih jednadina, iz kojih trebaz naéi nepoznate funkcije
uy (%1, ¥z, Xa, ). Kod fluida za refavanje problema obitne je doveolino naéi polje brzina,
2 kod elasti¢nih tela neophodno je rediti i ovaj inverzai problem, ali pofio se ovde radi o
beskonadno malim pomeranjima, komponente brzine vi bi¢e takode beskonalno male,
pa se poslednji &an u jednadinama (26.56) moZe zanemariti

v (26.57)

Iz gore izloZenoga se mode izvudi i zakljudak o generalisanim koordinatama deformabilnog
tela. Naime, prema obzascu (26.49) vidimo da ée polje elementarnih pomeranja biti potpuno
odredeno ako znamo vektor elementarnog pomeranja ug neke tetke Mo, koju moZemo naz-
vati polom, vektor beskonadno male rotacije A oko ose koja prolazi kroz pol i $est nezavisnih
komyponenata exe tenzora deformacije D, koje odreduju njegovo stanje deformacije 1 omogu~
favaju da za svaku tadku M u okelini pola nademo odgovarajuéa elementarna pametanja
usled &iste deformacije. Stoga skup velilina

woi, (A_a);, €5k {26.58)

modemo smatrati generalisanim koordinatama vrle malog deformabilnog tela, koje prema
tome ima dvanaest stepeni slobode.

27. DINAMIKA KONTINUUMA

27.1. Dve vrste sila

U mehanicl sistema posmatrali smo sile koje dejstvuju na pojedinaéne Zestice sistemna i
takve sile karakteridu se time da su koncenirisane kao konalne sile koje dejstvaju v nekoj
geometrijskoj tadki. Medutim, u mehanic deformabilnih tela susrefemo se sa drugim tipom
sila, ove sile su rasporedene po posmatranom telu u tom smisla da dejstvuju u svakem
elementu zapremine ili na svakom elementu povr3i i to tako da kad oni teZe nuli i same sile
takode tede nuli, Ako uotimo neki mali deli¢ sredine, koji jo§ sadr#i vrlo veliki broj mole-
kula, sve ove sile mogu se podeliti na dve osnovne kategorije: zapreminske i povr§inske.
Zapreminske sile su one koje dejstoyju na sve Sestice delica i srazmerne su mast uolenog elementa
zapremine. Ako sa A ¥ oznadimo rezultantu svik takvih sila koje dejstvuju na element
zapremine A V, masena gusting zapreminskih sila u tatki M definife se kao sila po jedi-
nici mase deli¢a u kojoj se nalazi ova tacka

AR dF
fm lim S @7.4)

Am-0 Am dm’
te je ukupna sila na delié u posmatranom elementu zapremine, gde je gustina g
d Feaf dm==fp dV (27.2)

Tipian primer ovakvih sila je sifa Zemljine tefe i u ovom slulaju sila na neki delié sredine
mase m bide F=—mges, a g;:§tina ove sile fw= - ges. .
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Pm.f‘z'n'ske sile su one kofe defstvnju samo na Zestice delida na nfegovof povrsi i srazmerne:
?mfzm uodenog elementa. One su bitne n mehanici deformabilnih tela, potidufod Zests o
‘sednih delma.i svojstvene s {ared—x‘,nmm EJL molekuli rnedjusabno'de"'luju stlam :;:t;:—
dometa: .Da bismo definisali pojam napona, posmatrajmo neki deli¢ sredine a remineg
3V, c_);vzéen povidi 88 (s, 27.1) pa no¥ime ra njoj tadku M i jedan element 05r§' AS
?.ko nje. Nekz} je ne jedinini vektor normale na A § u tadki M,aAF rezuitanta}:vih :
§inskih sila,. tj. sila uzajamnog dejstva uodenog delida sz susednim koje dejstvuju n: (::;:
men} povrii A S ovog delica. Obrazujemo I kolitnik A F/A 8, dobidero srednju vrednost
gustfne povriinskih sila na delu A S, Napon u raski M definije se tada kao granitna vrednost
gustine povrsinskik sila kad A 80 saZimajudi se u tachu M | pri datoj Orzia'enﬁaciji
vog glemente povrdi AF dF ‘

Pp= lim —— s
*Taswo AS 4§’ (7.3

ng b~

SkL 27.1

A_k{.) bis'mo uolili neki drugi deli¢ takav da tatka M leZi i na pjegovoj graniénoj povrii (na
slici pn:kazan tackastom linijom), ali da je jedini®ni vektor normale na njo] oy, iskustvo
pokazuje da bi srednja vrednost gustine povriinskih sila A F/A S u gore opisano;n ranié-
nom prelazu u opdtem shudaju tefila nekoj drugoj graniénoj vredno:ti Pr’. ¢

Pren isi fajq tad [ ;

¢ ;a zo;::e,d napon zavist ne samo od poloZaja tatke M wed i od orifentacife rolenag elementa
po;_-r L take da svakom praven o odgovara odredei vektor napona P, §to smo i naznadili in-
deksom n. Ukupna sila na posmatrani zlement povrsi bice tada

dF=P, dS (27.4)

i o:; u ogstem sluf‘.‘a}u hema pravac normale, ve¢ gradi sa njom izvestan ugac. Kao primere
ovakvih sila navedimo naponske sile kod elasti¢nih tela § silua pritiska kod fluida.

Sem tog:a, s.ve sile mofemo podeliti, kao i u mehanici sistema, na wnutrafnje i spoliadnje
ia}é prvim silama podrazumeveimo takve koje poticu od Eestica posmatranog tela il njegovf)g.
;kil;kzne se zbog zakona ikm;e i.reakcije ?zajamrzo ponistavaju, ostale sile su spoljagnje.
pvos_ma?tramo povrdinske sile, sve sile uzajamnog dejstva izmedy susednih delica
s:u unj.ztrasn}e 1 one pri kretanju tela kao celine ne dolaze do izraZaja, medutim pri pro
cavanju naponskog stanja one su od bitnog znaéaja, ’ o

za wr - - e
drZimo se jo§ na silama unutratnjih napons. U tom cilju zamislimo fzdvojenu iz posma-

tranog tela neku vrlo maly zapreming V (sl, 27.2) § podelimo je presekom A S na dva dela

‘tor spoljne normale elementa 2 na povrd A Sjednak —mno, i to tako daje
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zapremina Vi i Va. Ake nas interesuje kretanje elementa 1 zapremine V3, na njega pored
ostalih dejstvuje i element 2 preko povei A S silom P A 8. Medutirm, prema zakonu akeije
i reakciie tada &e 1 element 1 dejstvovati na element 2 silom P-n AS, jer je sad jedinitni vek-

PonAS=—P,AS,

odakle proizlazi da je
(27.5)

S1. 272

To znadi da se u seakof tatki u unutrainjosti deformabilnog tela j'aivb'ajr} u parovinG suprotno
usmereni naponi fstog intenziteta, kojima defstouju susedni delici jedan na drugi preko zajednicke
granitne povrfi. To stvara pri odredenim spoljasnjim silama stanfe ravnoteZe wnutrainjih
naponskik sila. Ukoliko bismo uklonili jedan od ovih defova, na pr. element -2, ovo stanje
ravnotefe bilo bi poremedeno i ako Zelimo da clement 1 ostane u prvoebitnoj ravnotedi,
morali bismo dejstvovati na njega spoljnom silom Pa A 8 na povesi AS.

27.2. Naponsko stanje, Tenzor napona

Povriinske sile unutrainjih napona stvaraju w unutrainjosti deformabilnog- tela izvesno
naponsko stanje, koje je odredeno silama u svakoj tafki tela koje dejstvuju na uofeni ele-
ment povril A § kroz tu tagku, Ispitajme sad kako napon P u nekoj talki zavisi od orijen-
tacije elementa povr¥i A 8, t. od jedini¢nog vektora njegove spoljine normale ng. Uodimo
neku tadku M (sh. 27.3) i posmatrajmo beskonadno mali element zapremine u obliku tetra-
edra sa temenom u tacki M, &ije su tri pove$i paralelne koordinatnim ravnima, Neka je
P, napon na povrdi dS=ABC, &iji je jediniZni vektor normale mo sa kosinusima pravca
@, 3, v, Oznadimo sa Py, Py, i Py napone na povriima MBC, MAC, i MAB, normainim
na keordinamnim osama i to #a orijentacije normale u pozitivnom smeru ovih 0sa, & 5a d8xs
A8y i 45, povgéine navedenih strana ovog tetraedra, One predstavijaju projekeije povrdine
dS na odgovarajuée koordinaine ravai, te iznose ’

dSx==dS cos {ng, €1)=dS «
ASy=dS cos (0, e2)=dS B (27.6)
A4S ,=dS cos {ng, eg)%—*ds ¥ '

Na uoleni element zapremine dejstvuju tada zapreminska sila £ o d 'V isledeée povriinske
sile: na stranu ABC dejstvuje Pn 43, 2 na ostale strane Py A8, Py dSy i P2 dS;. Prema
osnovroj jednacini dinamike, zbir svih ovih sila mora biti jednak proizvodu mase uolenog
delica i njegovog ubrzanja ‘ :

dv
£0 dV 4+ PndS+Pox dSx+ Pry dSy+ P dSz=p dV -1 21D

s
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Ovu jednadinu na osnovu obrazaca (27.5) i (27.6) moemo napisati i u obiiky
i dv
fpdV-+PydS—PxdSa—PydSB—P.dSy=0 dv—,
L. . ds

P

81 213

pri &emu iskustvo pokazuje da su u vedini sludajeva gustina zapreminskih sila £ } naponi
Py, Px, Py, Pz istog reda velitine. Stoga pevi &lan s leve strane § &lan s desne strane moZemo
zanemnariti kao beskonaéno male veli&ine vifeg reda, pa debijamo

Pa=Prat+Pyf-+Pay : (27.8)

Ovaj obzazac izradava nspon Ps na povedi dS u funkeiji kosinusa pravea normale, pri demu
Pz, Py 1 Pz karakteri$u samo naponsko stanje. Da bismo napisali i odgovarajuée skalarne

jednatine, oznatimo sa py komponente napona Py, gde indeks I moZe biti x, y ili z, t]. stavimo-

Prx=(p11, P12, P13),  Py=(pa1, paz, D2a) } .

P==(p31, Pas, Pas)

Tads projektovanjem jednadine (27.8) na koordinatne ose, dolazimo do slededih relacija
| Prx==pry a+par B+pary

Pay=pi2 et-+paoz B-+psa v : (27.10)
Puz=pryatpaaP-tpasy

Ove relacije moZemo napisati i u koneiznom obliku, zamenjujuéi indekse x, v, z indeksima
1, 2, 3 i oznalavajudi kosinuse pravea normale sa oy (i==1,2,3)

3 .

Pu= ) puax (=1,2,3) (21.11)
k=1

Prema tome, komponente napona Pn u nekof tofki za ravan odredenu Jediniénim wvektorom

Bo su linearns homogene funkeije kompomenata vvog vektora ng, 1. kosinusa pravea spoline nor-

male. Da bismo znali raponsko stanje deformabilnog tela u svakoj njegovoj ta&ki, tj. da bismo

mogh odrediti napon P 2z svaku orijentaciju ravai no. prema gorajim obrascima neophodno

je zpati tri vektora napona :

Pf: p!’: Pz
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ili devet njihovih komponenata
Dike (j: k= Ia 2, 3)

kao funkdije poloZsja, -
Gornje relacije (27.10) na osnovu definicije tenzora moZemo napisaii 1 u operatorskom
obliku

Py==cA * Do, eIAY))
gde je o4 tenzor sa matricom koeficijenata
Dt P21 pa
N={ piz pas Paz |- (27.13)
P13 P23 Pas

Ovako definisan tenzor naziva se tenzor napona i on U potpunosti odreduj'e naponsko s.tar.ue
1 okolini svake talke, Naponsko stanje definisano tenzorom napena je bitna karaktenstzlfa
svake vrste deformabilnog tela i po njemu se jedna sredina vaziihuje od dzﬂu‘ge. I\{a pr: ako je
pPikE=p Six, gde je § s Kronecker-ov simbel, matrica tenzora napona ¢e imati oblik

—~p 0 0
N = 6 —-p 0,
0 0 —p

pa relacije (27.10) za komponeme; napona daju
Pupx=—ptt, Pay=-pf Pae=—pT1

$to moZemo napisati i vekgorski
P=—png (27.14)

SL 27.4

U ovom sludaju napon uvek deluje u praveu normale na povred, $to je karakteristika idealnih
fluida.

U opitem slufaju napon na nekom elementu povrdi A S (sl 27.4) moZe se razloZiti na dva

-

komponentna vektora: duf normale no na A S i tangente to 1 tangentnoj ravni

oy

Pu=Pun 29FPar 7o (27.15)




|
i
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Komnponenta u praveu normale naziva se normalui napon § on izaziva zatezanje ili pritsak,

a komponenta u praveu tangente zove se tangentni napon i on izaziva smicanje ili klizanje
po tangentnoj ravni, .

27.3: Opsta jednadina kretanja

PotraZimo sad diferencijalnn jednafinu kretanja ma kakve deformabilne sredine, &iji je
tenzor nrapona o, Uofimo neki vilo mali deli¢ zapremina dV, ograniten povr§i 5 § (sl, 27.5)
i neka se njegov centar masa u trenutku t krede brzinom v. Zapreminska sila keja dejstvuje
na ovaj deli¢ iznosi £ p 4V, a povriinska sila na neki element d8 je PndS, te je rezultanta

svih povriinskih sila na ovaj deli¢ Sg P, dS. Tada dsnovna jednadina dinamike, koju dobijamo
55

iziednadavanjem proizvoda mase i ubtzanjz sa rezultantom svih silz, za posmatrani delié
glasi :

d
pd V- :i—::mfp dv+ 55Pnds. (27.16)
88
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Napiimo sad ovu jednadinu za svaki deli¢ sredine i saberimo sve tako dobijene jednadine
po oblasti V. Na levoi strani 1 u prvom &lanu s desne strane dobidemo tada odgovarajuée
zapreminske integrale, 2 u poslednjem &lanu pri integraciji po svim unutrasnjim granidnim
povrsima 8 5 pojavljivace se u parovima &anovi P
(27.5) potiru, Tako dobijamo

g
f"ﬁfdv"“f“fdv“‘ggl’nds- @717

v v s

0 dS i P.qdS, koji se prema obrascu

gde se integracija u poslednjem &lanu vrd samo po spoljnoj povrdi S. Pri tome se poslednii
¢lan moZe izraziti i pomodu tenzora napona, na 0snovu obrasca {(27.12)

5531 ds = 9§qy B dS == SEC/M S. (27.18)
P _

5 s

Da bismo odavde dobili trafenu diferencijalny jednadinu kretanja, moramo ovaj povréinski
integral transformisati u zapreminski. Kao §to je poznato {v. na pr. . Musicki i B, Milié&:

Matematitke osnove teorijske fizike, adeljci 4.2 14.5), svaki tenzor moze se prikazati u dija-
dskom obliku '

G= D) {Tu, ) '(27.19)
S 4
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" § ako komponente vektora Ty aznadimo sa Tii (i=1, 2, 3), on je potpuno odreden matricom

Ty Ter Ta
Tz _Tmi-.T__zz Taz |,
Tis3 Tea Tas

‘ jaj 3 Gauss-ova
1 kojoj elementi k-te kolone predstavljaju komponente vektora T, Za tenzore va'atGa ous
teorema o prervaranju povriinskih intsgrala u zapreminske, analoga (Gauss-ovoj teore

vektore
Sgds-gw f(v—g) dv. {27.20)
s

g

gde je tzv. divergencija tenzora
3
Vg = ) exdivTi (27.21)
k=1

. . " . .
Gauls-ova teorema mode se pisati i u ekvivalentnom obliku, uvodedi konjugovani tenzor
7 *, koii se dobija iz tenzera G zamenom komponenata Ti s2 Tie

ég-dsmf(v:q*) dv. ‘ (27.22)

s v

Da bismo ovu integralau teoremu primenii na povrdinski integzal (27.18), napifimo konju-
govani tenzor napona u dijadskom obliku

A*={Px*, e1}+ {Py*, ea}+{F2*, e}, (27.23)

gde sino sa Px*, Py* i Po* oznatili odgovarajude vekiore koji ga odreduju. Iz matrice ovog
tenzora, koju dobijamo transponovanjem matrice (27.13)

Pir Piz Pia
N*=| pa1 P2z Pas
Ps1 Paz Pas

vidimo da su komponente gornjih vektora, koje su jednake e!ementima odgovarajuée kolone
ove matrice

Py*on(p11, pay, Do), Py*={p1s, pe2, psz) P2¥=(pP13, Pus> Pav) {27.24)

i one se razlikuju od komponenata vektora (27.9) samo po tome §tC{ su elem‘enti Pix zamenjent
sa pi:. Tada povrinski integral (27.18) moZemo prema Gauss-ovoj teoremi (27.22) neposred-
no pretvoritd u zapreminski

(ﬁc/y 48 = f{v eA*yav, (27.25)
3.

gde je divergencija konjugovanog tenzora napona prema cbrascu (27.21)
| vt =gt div Py* ez div Py* +-ea div Po* (27.26)
Do istog rezultata moZemo dodi rastavljajuéi posmatrani povriinski integral u vektorskom

obliku na komponente | primenjujuéi na svaki od njih Gauss-ovu teoremu za vektore.




Uvritavanjem ovog transformisanog,povrﬁnskog integrala u jednadinu {27.17) dobijamo

d

. (.4 . _
. S p——t‘f av= S[p FH(V - efM]av. - @r.21)
v \i

Da bi ova jednakost vaZila za bilo koju oblast V, podintegralni jzrazi u svakoj tadki moraju
biti medusobne jednaki

dv £ N
pdr =p 7 - o *

a otuda, posle deobe sa p

dv

1

Analiza

Ova jednalina predstavija opitn fednalinu kretanja ma habve deformabilne sredine, u kojo
s¢ naponsko stanfe mo¥e opisati odredenim tenzorom napona oY, koji karakteriie Posmatrann
sredinu, Tz same jednadine vidimo da ubrzanfe delita potife kako od zapremzinskih tako 1 od
povriinskih sila, medutim ove poslednfe mogu izazvat ubrzanfe samo ako se menjaju od tadhe
do tatke. Pri tome su povriinske sile odredene konjugovanim tenzorom napona c/jf *, koii je
pak odreden transponaevanom matricom tenzora napona,

Iz daljeg izlaganja demo videti da gornja jednading u razvijenom obliku nakon ubacivanja
datog tenzora napona postaje diferencijalng jednating kretanja posmatrane sredine, 1 kojoj su
nepoznate funkeije (26.58), ali za razliku od mehanike sistema ona nije dovolina za njihovo
cdredivanie, jer ovde ima vite nepoznatih funkcija nego skalarnih jednadina, Poito se delj¢
sredine moZe okarakterisati bilo Lagrange-evim bilo Euler-ovim promenljivama, koje igraju
ulogu nezavisno promentjivih; to je ustvar] parcifalna diferencijalng Jednating, za &je refa-
vanje je potrebno da unapred budu dati poletni{ graniini uslovi, tj. podetni raspored poloZaja
1 brzina i uslovi na grapici posmatrane oblasti.

Eksplicitén oblik ovih jednatina moZemodobiti izradunavajuéi divergenciju tenzora A - A+
prema obrascima, (27.26) iQ@r2p

dp1y  dpm  Apm dpia  Opay 9 paa)
e YKo — —mm e ihtal —— ——r —_—s
vt el(t)x +dy+dz)+ez[ox +ay +dz

‘Op1s  dpam  dpm\ 4
+e rtmmtan, s g e—
3(6}: +_ay + az) ax(puel-%—plzca'**mses)"{“

9 )
-+ 3y (P22 @1+ pag ea-kpas e3) + 32 (Paz €1-pas €3+ pas ey),

odnosno, prema oznakama (27.9)
P oP, 93P,
ax © oy 3z

ito pokazuje tesnu formalny analogiju sa divergencijom vektora, Tada opita jedpadina
kretanja (27.28), posle uvritavanja gornjeg izraza za A - o/} *, dobija oblik

Voot (27.29)

dx 2y 2z

P L)

(27.30)
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a odgovarajude skalarhe jednadine glase
d v 17dp1x  9par  9Psm
G Ty P
de e loax y ‘ |
dvy mf ;}__I_ (dpia | Opas . a?az) : @1
dt - TV alax 3y | oz
dve 1 ()P1a+§gig+apas)‘
& plox | ay =

, ey . i e 2o
Ove jednadin: nazivaju se Navier-ove jednadine 1 moZemo ih 2ajedno napisati i u kondenz
i . a ) v £l ,’
vanom obliky, zamenjujuél indekse x, y, z brojevima 1, 2, 3

. . ,
L/ SIPSEIE S IEE Y 27.32)
dt P g 9%

, .. it T . Zmeme

Pri tome leve strane avih jednadina predstavljaju tav. supstansijalne izvode 1kakfu meine
’ - . - w A s
Euler-ove promealjive, oni izcaZavaju kako divektnu zavisnost od vremena fako i po

preko xi, Xz, 1 %a

3 3 4
dve 9wt > 0% .‘:Cki““'—'a“"‘ﬁ‘i-(z Vk"_'_)vh
dt ot o o ot

¢ime dobijamo

AL AR, {27.33)
dt 9t :

27.4. Simetri¢nost tenzora napona

N ™ . ) ey . ) ta
Pokaiimo sad da je tenzor napon /4 simstrican i u tom cilju podlvmo od ?akon: m;g;‘r; :
impulsa (5.30), prema koms je izvod utupaog momenta impulsa sistema jednak re
svih spoijasnjih sila koje dejstvaju na sistem

© N
d 2& - Z v X Foes. {(27.34)
i yam |

. . e Koii
Ovde je moment impulsa posmatrane sredine zapremine V u od-nosu na-neki pol O, koj
uzmimo za koordinatni pofetak dat integralom po svim elementima dm

MO = S wxdmv),
¥

i i satl i oljne
arezulianta svih spaljainjih sila mora se uzeti posvim ele:nu;.ltlma zapremine 0dnosno spoij
pavrdi, tako da navedeni zakoa u eksplicitnom obliku glasi

ff(rxv)dm: f(rxfp ciV)—I—é(rxPndS). (27.35)
tv V s

N N - e o
Na levoj stani moZe se promanitl red operacija diferenciranja po veemenu i integracije p
zapremind

de dv
2 (exvydm=|{rx d—dem+S(““XV)dmmS(ﬂ< '”""dt)PdV,
de de dt
v ’ v \'s Y

18
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jer dme=p dV ne zavisi od vremena, te prethodna jednaina dobija vid

d
f (r x -&'i] pdV= f (rxDpdV-t 9§ exP)dS. (136
¥ ¥ ; ' '

5

Da bismo uvelf eksplicimo komponente tenzora napona, napiimo prvu odgovarajuéu ska-
larnu jednadinu

Cdvg dVy
Yo 2 *d‘{] pdV= | Gh—zf)pdV+ O {y Pua—zPay) dS, (27.37)
v v 5

pa transformi¥imo ovaj povrdinski integral u zapreminski, Koristedi relacije (27.10), nalazimo
55 (¥ Pra—2 Poy) 48 == 9§ [y (p1s @+p2a B+paa ¥)—2 (Paz e+ paz B+ pa= 1)1 S,
8 s

510 prema oznakama (27.24) moZemo napisati u obliku

gg (Y Paz—2 Pay) dS = 95(yp,*mzpy*) -dS. (27.38)
3 8

Desnu stranu na csnova Gauss-ove teoreme moZemo neposredno transformisati u zapremin-
ski integral

é(yl’z‘*-—zPy*)-dS:fdiv(yP,*—wP,*)dV,
s v

a poito je, prema obrascu za divergenciju proizvoda skelara i vektora
div (y Pz*—z Py¥)=ydiv P;*+P, % grady—z div Py*~Py*.grad z=y div Py*—
—z div Py*“i‘Pz* * ea-—-Py* * e85,

nalazimo, imajuéi u vidu da je Py*-es=pas i Py** es=pas
.

S{g (¥ Pry—2Pny) dS= f {y div Pp*—z div Py* + pag—paa) dV (27.39)
8 v

Stavljajuéi ovaj izraz u pelaznu jednadinu (27.37), dobijamo

dvy dvy .
¥ *E; —3Z E] pdV=\({yfr—zf)pdV + S(y div Pe¥*—2z div Py* + pag—paz) dV,
v v v

- odnosno, posle grupisanja srodnih &lanova

dvz 1 dv.
\S[y (—E —fg— -;dwl’z*) wz[gtz e fy—

1 @740
—_ *;- div Py*n pdV= S(pzawpsz) dv.
v
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Izrazi u malim zagradama na levoj strani prema drugoj i treéof skalarnoj jednadini kretanja
(27.31) jednaki su nuli, tako da preostaje

S(Pzaﬂps'z) dV=C,
3 i
Da bi ovaj uslov bio zadovoljen za bilo koju oblast V, sam integrand mora biti jednak nuli

Pr3=Ps3 (27.41)

Sli¢nim postupkom polazeéi od y i 2-komponenata zakona momenta impulsa u obliku (27.36),
dotazimo do zakijudka da za sve nedijagonalne komponente tenzora napona vaZi

Pik==Pkt (izk= 1,2, 3) (27'42)

Prema tome, tenzor napona ma kakve deformabilne sredine je wvek simetrifan, te ima samo
Jest nezavisnih komponenata. Ova njegova osobina je posledica zakona momenta impulsa i
opite jednading kretanja, a ako podemo od simetriénost tenzora papona, zakon momenta
impulsa je autornatski zadovoljen pri ma kakvim uslovima kretanja.

Svojstveni problem { jednalina kretanja

Navedimo ovde dve najvaZnije posledice simetridnosti tenzora napona. Redimo pre svega
svojstveni problem: za ma kakav tenzor napona /4 nadi takve orijentacije elementa povrii
pri kojima su vektor napona Py i jediniéni vektor normale ng kolinearni

Po=cf ng=2iAmg (27.43)

Iz opite teorije tenzora sledi, sli%no kezo pri analizi svojstvenog problema tenzora inercije
fobrasci (20.600—4{20.64)], da zbog navedene osobine pu==pxt uvek postoje iri renlne vred-
nosti A £ bar tri medusobno ortoponaing pravea to pri kojima napon Py ima pravac normale, 2
matriea tenzora napona u sistemu ovih osa imade dijagonalni oblik, Takve vrednosti M
(i=1,2,3) nazivaju se glooni naponi, a odgovarajuéi pravci no glavne ose tenzora napona.

Na osnovu simetridnosti tenzora napona opita jednadina kretanja mofe se napisati i u dru-
gorn, ekvivalentnom obliku. Naime, prema obrascima (27.9) i (27.24) vidimo da je

Px*=Px Py*=Py, Po*=¥, (27.44)

tj. vektori koji odreduju tenzore < * i =4 se poklapaju, odakle slediidaje cf*=cf. Stoga
opita jednaZina kretanja (27.28) dobija vid
) dv i
= =+ =V ), (27.45)
dt o
u kome neposredno figurife tenzor napona o i koji omoguéava da seza svaki tenzor napona
dobije odgovarajuéa diferencijaina jednadina kretanja.

27.5. OdrZanje mase, Jednalina kontinuiteta

Formulifimo sad zakon ¢ odsZanju mase deformabilae sredine, prema kome se ukupna
masa posmatrane sredine ne menja u toku kretanja. Uodimo izvesnu fiksiranu zapreminu V
ograni¢eny povid § u trenutku  (sl, 27.6) i oznadimo sa m masu deformabilne sredine u toj
zapremini, a 3a ¢ masu koja u jedinici vremena prode kroz povrs S. Ako u jedinici vremena
veéa kolidina mase izade iz nofene zapremine nego $to ude u nju, smanjenje mase sredine u
zapremini V u intervalu vremena (t, t-di) jednako je mast ove sredine koja izade kroz poury §
za isto vreme dt

dm
o (IR 2 e ‘&";dt'mq: dr, (27.46)

13e
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U suprotnom slugaju velidina ¢ je negativna, a dm /dtje pozitivno, pa gornja jednakost ostaje
i dalje u vaZnosti.

Izrazimo sad veli¢ine m i ¢ eksplicitno, Element mase u elementu zaﬁmmine dV je dm==
==p dV¥, gde je p gustina sredine, pa je

(27.47)

Sl 27.8

3 druge strane, masa posmatrane sredine koja izade kroz element ‘povrst dS u jedinici vre-
mena jednaka je onoj masi koja ispunjava elementarni cilindar konstruisan nad E:Iementom
povrsi dS I vektorom v, gde je v brzina deliéa na tom mestu, Ako sa o 0zradimo ugzo izmedu
vekeora v i normale na povréi 48, ovaj protok mase kroz dS 1znosi

dd=p-dSveosa=pv-dS,

Ukupni protok mase dobiéemo integracijom po poviii 8
== 95 pv-dS, (27.48)
S

1 ova velifina naziva se fluks mase posmatrane sredine kroz pourf 8, a proizvod j==p v esto se
naziva vektor gusting flubsa mase.

Zsﬁrﬁenom nadenih fzraza u jednaini (27.46) dobijamo zakon odrianja mase u integralnom
obliku
d
— a pdV= P pv-d8, (27.4%)
¥ s

Podto su operacije diferenciranja po vremenu i integracije po zapremini medusobno nezavis-

ne, na levoj strani moZemo izmeniti njibov redosled, a na desnoj strani moZemo povrdinski

imegral_ prema Gauss-ovej teoremi pretvoriti u zapreminski

at-

, -
~ S-‘—’ AV == Sdiv (evyav. @7.50)
R4 v
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Ta bi ova jednakost vaZila za ma kakvu proizvolinu zapreminu, integrandi na cbema strana-
ma u svakoj tadki moraju biti medusobno jednaki

- %’f =div (o v),
a otuda
dp .
3t +div (e v)=0. (27.51

Ovoj jednadini moZemo dati § drugl oblik, razvijajuéi drugi &lan

a
c—)"% +pdivvtvegrad p=0,

a poito je
de dp dp de dep dp

. .

s g e e e g e e ey s grad
ot &t+axx}‘ay}+dzz 3 bV g P

o

grupisanjem prvog i treceg flana dobijamo

’ d
22 dive=0. (27.52)
dt _

-~ To je matematicka formulacija zakona o odrEanju mase sredine w difevencifalnom obliku i ona

se naziva jednafing kontinuitera. Ona nam daje vezu izmedu gustine i brzine sredine v ma’
kojoj tafki (%, v, 2) u trenutku t, U razvijenom obliku jednadina {27.51) glasi
de | dlpvx)  dlpvy)  0{pvy)
ot x|y | dz

0. (27.53)

Ako je sredina nestiljiva, jednadina kontinuiteta svodi se na prostiji oblik. Tada je p=const,
pa dobijamo

o v v=0,
odnosnc

div v=0, {(27.54)

§to jeu saglasnosti sa obrascem (26.55), prema kome se vidi da ako je relativia 2apreminska
dilatacija jednaka nuli, mora biti div v=0.

Ova jednadina predstaviia potreban uslov nestisljivosti sredine. Medutim, ovaj uslov nije i
dovelian, jer iz uslova (27.54) i jednadine kentinuiteta u obliku (27.52) sledi samo da je
do '
at
o moie da bude i kod stidljive sredine.

0. §to znadi da se gustina delida duZ njihovih putanja ne menja v toku vremena, a

i

WNapomenimo na kraju da pri izvedenju jednadine kontinuiteta, kao i pri formulaciji defor-
macije sredine, nifta nismo pretpostavili o priredi sredine. Stoga navedene jednadine vaie
sasvim generalne, za bilo koju sredinu, za razliku od formulacije naponskog stanja, koje je
bitna karakteristika same sredine.

27.6. Zakon promenc mehanidke energije
Proudimo jo¥ promenu kinetitke energije sredine sa vremenom u opitem slufaju, kad je

sredina definisana tenzorom napona . Kinetitka energiia delida mase A m je

1 ; 1 3
~AEkmE_AmV2mmé“Am Z vit,

o ]
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pa obrazujmo njen supstapcijalni izvod po vremenu

. d 1 dv? 3 dv
. P - — A i P AN, Z: Rl Y
t Bym Am it -«-pAVilvl . . - (27.55)

.Koristeéi skalarne diferencijalne jednadine kretanja (27.33), dobijamo

d ¢
= — pkl
dt(ZAmv ] pAVZv:(fH— Z )

fm1 P ey Ok

ili, po¥to A m ne zavisi od vremena

df1 3
-l  302)

jml k=1 X
Ako ovu jednadinu jo¥ podelimo sa A V, dolazime do

dr1 3
ulav) e 3 2l

27.56
i=1 k=l 2 xk ¢ )

To je zakon promene kinetithe energije sredine po jedinici zapremine. Prvi Elan s desne strane

predstavija efekat zapreminskih sila, a drugi potide od povriinskih sila nad jedinicom za-
preming posmatrane sredine.

Pretpostavimo sad da su zapreminske sile potencijalne

f==—grad e, 27.57)
gde je £, odgovarajuéa potencijalna energija po jedinici mase. Pofto je
dep dep dep dep dg a
Lo S .+, 9% .  d&p Ep
" 7t x %+ pye ¥+ N 2= ~—= +v - grad £,

efekat zapreminskih sila mof¥emo napisati u obliku

dg dg
fov=—v-gradesp=— [—2 . 2
grad gp [ = iy 27.58)
pa stavljajuéi ovaj izraz u gornju jednadinu (27.56), nalazimo
drl dep  de 508 o
dt(_vz]__p( pm.__v}+z Zvi_ii'f,{
dt ot & T o
odnosno
dri dep, 3 & 9p
LY (LI ) ki
dt( ot T :=Zl k;l TR 2759

Radi dobijanja odgovarajuéeg integralnog oblika, transformi%imo drugi &lan stavljajudi

O Pt i) avi
VI = ( Vi Dki) — Pt =
dxx

Tada prethodna jednadina dobija vid

pg[—l-v2+a) Pm"’*‘ Z Z _( dVi
ala P 1 Put) — Z 2 Pkl

f=al ku=s]
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pa integralimo obe strane po izvesnoj konaZnoj zapremini V, imajudéi u vide da je p dV=dm

f%(%:vz |--a,,)dm=fom—av+ Z [Z Vipm}dV”
J fre

v

21.6
s (27.60)

3 3

j=1 k=i

Drugi &lan s desne strane moZemo, na osnovu Gauss-ove tecreme § oznaka {27.24), transfor-
misati u povrdinski integral

[ 32 (3 oomfov= [ o[
vipu ] dV= f div( vy P;*) AV ==
g fom 0% [i=—1 u =1

3
=5£ (Z ViPi*) Z vy Z Prt &8 o,
i=1 i
S 5
pa koristed relacije {27.11), dobijamo

13 e .
Z ( Z Vi pxs) AV = Z vi PpidS = 9§ Po-vdS. 27.61)
S s

==l

Tada se gornja ;ednaﬁma (27.60) moZe konaéno papisati u obliku, posle izmene redosleda
operacija na levoj strani

. a
E(Ex+Ep)mfpa_?‘dV+SEPn'VdS- Z Z Pkl."“—dv (27.62)
s

iml k=l
v

gde smo stavili
B { 2-viam, By={ s am. @7.63)

OQvde je Bx+Ep ukupna mehanitka energija sredine zapremine V, te gornja refacija pred-
stavija zakon promane whupne mehanithe energije sredine u integralnom obliku. Pri tome prvi
Zlan s desne strane potide od nestacionarnost potencijalnih zapreminskih sila, drugi &an
predstavja efelar spoljnih povrdinskih sila, a za treéi &lan se moe pokazati, na osnovu termo-
dinemitkih razmatranja, da potife od promene unutrainje energije sredine u posmatranof
oblasti. Istovremsano vidimo da 1 mzkanici daformabilnih tela u opStem sluéafu ne vaZi zakon
odrianja mohanidke energife 1 samo ukoliko su svi Sanovi s desne strane jednadine (27.62)
jednaki nuli, ukupna mehanicka energija sredine ostade stalna u toku vremena.

27.7. Potpun sistem jednaéina

tJ mehanici sistema Zestica diferencijalne jednadine kretanja u bilo kom obliku bile su do-
voljne za refavanje problema kretanja. Madutim, u mehanici deformabilnih tela diferen-
cijalne jednadine kretanja (27.32) nisu dovoline, jer one sadrfe vife nepoznatih funkcija

vi{i=1,2,3), p pue(bk=1,2,3 (27.64}

Sem toga, nepoznate su nam i kinematiCke ven°ralxsan'= koordinate deformabﬂnog tela
(26.58), ko;e moramo zoati u sva&o; tadki (x, X *3) U svakom trenutku t

oty (Aen(i=1,2,3, e, k=1,2,3), . 16y
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a u opdtem sludaju i temyperatura sredire T, §

: Stem ) BlUIa | " . Oltga rem je potrekzn jcf nix 3]
:]g:d;llaéma;zzgedu ovih premenljivih, ed kojih jedru ved zremo —— 'ed:j & : dez“:Un.sLJh
(27:51), 4 estale mofemo dobiti na stededi nadin, * T e e

I;?;?u kemponenata terzera repena §tenzora defermaci
o . . .
ik je karakteristi¢an za prircdu stedire, Ish vetvo Fekezufe Casute relaci § 3
ot : £ acije v opitem slufaju
| Pu=fim (en &g, p, T, xu); (27.66)
!-. ka s N ) )
é; ,gﬁ,}fﬁ? tfnzom ﬁapOfffz megu Liti fzvesne funkeiie od komponerata terzora deformacije
p‘;’,, Lo a Erzine deformacije &, gustine s apselutne temperature T § eventualno z'zvesr:jk
g ua:g Xm (litao ra pr. koncenuacije faza). Jedpadine ovakve vrste koje moZemo n.a
n ", o leemd ] . . ’ "
D e :i(;;s om :Pézku ,b nazivaju se konstitucione jednadine ili Jednadine natonskog stanja
specifitna bitna svojstva sredipe i jaju i . .
( predstavljaju izvesne d 3 ij
o . ! ! S ¢ ) e dopunske rela
! gf)re r.za‘.edemh premenljivih, koje karakterifu bitna fizitka svojstva :ed" I .
za idealni {iuid se pokazalo da kemrporente S
deformacije 1 imaju vid

2 pr.
IENZeTa B8Lena ne zavise wopite od tenzora

' Prcw= —D ik, p=f (T, V), (27.67)
pri femu se peslednia jedretica ckitno neziva jednacina sfanja

Na\ eden 31\0 omene mehapicke energie u dikﬂ:enc} ah}cnl- obHk u (2 J-Sg ne moze pain
A 1z . pr - ] 1 1K ( } -a
‘ s T 4] 1 o . .
SJ '|d[nﬂati IL &0 ezé}\;sila th.)[)'llﬂska ednedina er cra je dobijena L.a res ed [} (lﬂ(?le] C]ia}]uh
o dina kr elania. .Medunm, prosirent zaken o Cdl'zarl}u mehan EL@ 1 tc P trie CnergIje
X I3 : IC
PVl prlnczp tEImOd]I}a]HIgC BICEl OVE, rezavisne OdL(‘Se irmedu Fosn

pecErd princip tern atranih velidina
principu elementarra ije si j N
. premena ererglje sistema data je rela

cijom
G {Ex+W=d'Q+d’A {27.68)

4. ako . Ca
]mm" se pos:;zgtmno; sredin dovede {zresna koliting toplote &'Q u vidu Fluksa energije bios
g: ctm io}-zvr ‘[: ako se ng njof Tzurfi izvestan rad d@'A, kofi se sastofi iz rada zapremi k';
i povrdi il } jad it  kinetishe
1- i:,, t ar;s .: §t a,.wfhPa'u zbir predstacliace odgovarajuci priradiaj zbira Ex+U njene hinetich
utrainje energije. Pri tome sve navedene velidi jo¥ i ; :
un elidine treba jod izraziti u funkeiji
| e eners e sve o ) u funkeiji kako meha-
e :8.1\;3 i novih, to;)k_)tmh veliding, kao {10 su na pr. gustina unutrainje energije, gusting
Ovakcz: fzp O:li: Ne ulazeéi detalinije u ova termedinemitha razmaranja, navedimo sax’no da ée
rmulisan opdti zakon odrianja energij fati jedn :
0 : je takode predstavliati : S ij
izmedu pavedenih promenljivih. ’ bt e dopuncka relaciu

Skup svih dokijenih jedragina (27.22), (27.51), (27.65) i(27.68)

d v 12 2 Pri
_— = 1 il -

dt P O

dp
—=tdiv (o ¥)=0
o ) 27.69)

P =fix (&g, &y, 0, T, %)

d Ex+U)y=d’ Q+d’ A

moZe Zith §avanj j
o xegﬁi; iosluz;;x za res,a‘;an;e problema kretanja deformabilnih sredina Daziji postupak
ju problema svodi se na to da se izdvoje! ko | b fizichs {
: je i nekolike osnounth fizidkikh veliting.,’
ool ema ? ¢ i ; Ckth velitina,,:
veﬁanz:;zzoc ﬁﬂfu n;1hi pa -reiavanjem gornjeg sistema jednadina da se nadu ove! o's'nc,n;rie
b ‘lnfhc?:l pczl_oza;,z} i vremelna. Odavde vidimo da petpun sistem jednating "z:! meha.
: ormabi @ Eine diferencijalne jednaline kretanja, jednads hized] stit
e . 2 ifa, jednacing kontinuiteta,; konstity.
o fkois oy t::;: n;f?'pf‘h zaka'n odrﬁanja energife. Ukoliko temperatura ne figuride e;lizspﬁcitno
‘jedﬁaeiﬁa 'hi'é'né}ﬁ’"i J:dnaﬁ atinama. , prob_lem kretanja postaje Cisto mekaniZki i poslednja
j vise potrebna. U daljem izlaganju ograniticemno se samo na takav sludaj. .

je pestoji izvesna zavispost, ¢l

Glava X
KRETANJE ELASTICNIH TELA

28. OSNOVNE JEDNACINE ELASTICNOSTI
28,1, Elastina tela

Mnoga évrsta tela imaju tu osobiau da se po prestanku delovania spoljainjih sila koje iza-
zivaju deformaciju viadaju u svojc prvobitno stanje, pod uslovom da deformacija ne prede
izvesnu granicu, koja zavisi od prirode tela. Takva tela nazivaju se elastifng tela, sama
navedena osobina — elasriEost, a granica do koje telo zadovoljava uslov efastitnosti — grani-
ca elastitnosti. Ako se prekoradi ta granics, telo gubi osobinu da se vrati u svoje prvobitno
stanje i za tako trajno deformisana tela katemo da su postala plastiéna,

Najjednostavnija elastidna tela su ona kod kejib deformacije savise iskljutive od naponskog
stanja i takva tela nazivaju se idealne elastiéna. Pxi tome iskustvo pokazuje da je za takva
tela u granicama elastidnosti deformacija srazmerna naponi (Hooke-ov zakon}, & teorijsko
obraziofenje ovog zakona videdemo iz daljeg izlaganja. Ako se telo po prestanku delovania
spoljadnjih sila ne vrada wenutno u svoje prvobitno stanje, ved zadriava izvesnu zaostalu
deformaciju, eno nije idealno elastiéno, Teko pa pr., suprotno uobifajenim pojmovima, stak-
1o bolje odgovara uslovima idealno elestiénog tela nego kauduk, jer staklo u svojim granicama
elastidnosti manje ispoljava zaostale deformacije.

Prirods elastitnih sila sa mikrofizitkog stanoviita je dvojaka. Jedan uzrok elestinosti su
sile uzajmnog dejstea ismedn molehula, aroma ili atomshih grupa, za koje se pokaralo da su
centralne sile 1 uglavnom se svode na elektrostatitke sile § kvantnomehanidke sile izmene.
Drugi wzrok predstavija roplotne kretanfe molekula, atoma il atomskih grupa, koje izaziva

tzv. termicki pritisak predavanjem impulsa pri medusobnim sudarima navedenih Testica.

28.2, Naponsko stanje. Hooke-ov zakon

Potrafimo sad vezu izmedu deformaciie i napona kod elasti¢nik tela pod pretpostavkom da
je posmatrano telo idealno elastifno i izotrepno, tj. da njegove deformacije zavise iskijudivo
od naponskog stanja i da su mu fizicke csobine iste u svim praveima, $to e nam dati jedan
uprodéen model elasti¥nih tela. Realna elastidna tela su najée§ée anizotropna, ali v izvesnim
sluZajevima ova aproksimacija je zadovoljavajuéa, Komponente tenzora napona st tada iz~
vesne funkcije samo od komponenata tenzora deformacije

par=Fie (€11, €125 -+ - > €38)s (28.1)
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koje i i
je zbog pretpostavke o idealnom elastinom telu moraju zadovoljavati uslov da u ofsustvu

napona nema ni deformacije, 1.

fue (0,0, ., 0)=0, | (is.é)

Ako sad ove funkeij ij
je razvijemo 1t Taylor-ov red i
.. . : . posmatramo samo beskonadne ma
macife, moZemo u prvoj aproksimaciji zanemaritd vige &anove fo defer-

Puc=fiw (€115 €13, * - eas)=fx (0,0- - 0 3 J & fix
» ¥ = AR )-{—- e (._.m,_... .
i==Zl 121 "oen n+ :

{to se na osnovu uslova (28.2) svodi na
3 3
0 fix
Ple= — | g
;;‘i !azl ( )a A (28.3)

Odavde Vid.imo da su kom Dne p CSRONACHD ™Al
D le tenzora napona ideal Y k X 7
s ! " no eIaSnEan tela ri b l'n
defmumczjama jbﬂwgeﬂﬂ bnea?”e ﬁ{nkﬂ]e komponeﬂafa tenzora (kﬁfmwije

Posmatrajm i i
o no}r mc;i;ad neki c‘lement elastidnog tela u obliku pravouglog paralelepipeda &je s
€ Na svojstvene, tzv. glavae pravee tenzora napona (sl 28.1), 4. na :akv:

7

<

|
X

Sl 28.1

pravee u koji i
rnons o ;:; \irek!(;r napona ima pravac normale, Tada e ovaj element zbog od§u v
te ée se deformadiai‘;sts:zti:o? P;L;ZHSkih i fadeiad oblik pravouglog para!elepip:daa
istih dilatacija v pravei i Y :
da se sugjstvent ? Ja 1 pravcima glavnih pravaca na i
i’ " ! pond, To zn
o ok Ddgovar:j’; éz:vi:;::vme‘a defar;nacqe poklapaju sa svojstvenim praveima tenzora napa:c?
d ne vrednosti ovih tenzora oznadi o s,
Pa, relacije (28,3) u ovom sludaju dobijaju vid tmo sa ey, eg, €3 odnosno py, pa,

Dr==a1; &1-+age es-+-a3 €3

Pa=ag1 ¢1+as ea-tags € 28.4)
. Pa==ag; €1+as3 ea+aas €3 ‘
Medutim i ynosti
, zbog pretpostavke a Izotropnosti tela uticaj glavnog napona p; na odgovarajudu
1

relativou dilataciju e
1 W praveu X-ose mora biti ist kao i utica;
01 utica i i ij
4 pravey Y odnosno Z-ose. Odavde zakljutujemo da je ! ApoRa pa t o na dllasacie

4117 agy=ngyaa (28.5)
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Sem toga, zhog istog razloga uticaj plavnog napona px na relativne popreéne dilatacije ezies
u praveu Y i Z-ose mora biti isti kao i uticaj napona pa i ps na dilatacije u praveima odgova-
rajudih normalnih koordinatnih osa. Otuda sledi } )

aiar;-axswaa1l-=aza=as1=w“aazzb l (28.6)
a taj padin je brof nezavisnih hoeficijenata an: sveden samo na dva, a relacije {28.4) prelaze
u jednostavnije
pr=ae1+b (eateg)=(a—b)ert+b (ex-+eat-¢s)
pa=aeg+b {e1+egy=(a—b) ea+b {e1+eates)
pa==aea-+b (e1-+es)=(a--b) e+ {e1+estes)
Ovde jzraz u drugoj zagradi na desnoj strani
e=er-testes (28.7)

prema obrascu (26.44) predstavlia relativoum zapreminsku dilataciju ovog paralelepipeda,
koja je invarijantna pri prelazu u drugi koordinatni sistem, Ako jo& uvedemo oznake

2 pema——b, A=b, (28.8)
koje se nasivaju Larid-0v¢ konstante elastitnosti, prethodne relacije moZemo napisati u obliku....

pr1=2 pes-+re
pa=2 pez+Ae (28.9)
ps=2pestie

Imajuéi u vidu da matrice tenzora napona i deformacije u ovom sistemu svojstvenih pravaca
imaju dijsgonalni vid '

pp 0 e O
N= |0  pa 0, D= {0 2 0
0 0 Ps ¢ 0 €3

gornjim relacijama odgovara slededa veza izmedu tenzora napona o/ i tenzora deformacije
A=2pD+re, (28.10)

gde je 7 jedinilni tenzor,

Analiza

Dobijene retacije (28.9) cdnosno (28.10) potpuno odreduju naponsko stanfe {zoiropnog tdealno
elastitnog tela u svakof talki u funkeifi deformacije i izraZavaju tav. generalisani Hooke-ov
zakon., Time je istovremeno data osnovna karakteristika izotropnih idealno elasti¥nih tels,
po kojoj se ona raziikuje od svih drugih vrsta deformabilnih telz. Pri izvodenju Hooke-ovog
zakon poshufili smo se specijalnim koordinatnim sisternom glavnih osa tenzora napona,
medutim gornja tenzorsha velaciia fe nezavisna od koordinatnog sistema, te odgovarajude
relacije izmedu komponenata ova dva tenzora moeme izraziti i u bilo kom drugom koordi-
patnom sistemu. Take dobijamo u opdtem sludaju

pu=2pei-tie
_______ (28.10
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pri femu dolaze do izraZaja i naponi smicanja, koji izazivaju deformacije isko$enia elastidnih
tela. Ako saberemo prve tri jednadine (28.11), dobidemo o :
Putpeatpsa=21 (11 +eafesg)+I he
1. o -
prit+pe-+pa=2p+3 N (e11+ena+eas), (28.12)

Sime je uspostavljena wega izmedu proth skalarnih tnvarifanti — zbira elemenata na glavnoj
dijagonali tenzora napona i tenzora deformacije.

Ako relacije (28.11) napi$emo koncizno u obliku
) - pi=2 pem -+ A e,

gde je S Kronecker-ov simbol i transformidemo ih dodavanjern i oduzimanjem izraza

-2-3-& & ik, dobidemo

o 2@
Pre==2p (e:k—-? eom)—l—(l-f—‘—;) & i, 8.1

éerﬂu odgovara tenza;ska ré.iaci;'a
1 2y
yyr.zy(%m —;eg )4;-().-!-—3—* e (28.14)

Ovde izraz u prvoj zagradi predstavlja tenzor &ija je prva skalarna invarijantz jednaka nuli

tav. dﬂm_‘fﬂfo? .
S g @ e )+ Cap— -4 ‘i‘ ¢ 1 )——O
1 1X 3 22 3 33 3 3

te prvi ¢lan na osnovu obrascs (26.44) ne daje nikakvu proment zapremine, Drugi Slan pred-
stavlja proizvod skalara i jedini@nog tenzora, tzv. izotropni tenzor i po3to on nema nedijago-
nalnik elemenata, prema obrascu (26.48) ne daje nikakvo iskosenje rela. Na osnovu foga
zakludujemo da se renzor napona izotropnog idealno elastinog tela wvek moSe rastaviti na
devijator, koji odredige samo promenu obiika | izotropui tenzor, koji odreduje samo promenu
zapremine. Ova osobina je od posebnog znadsja, jer omogucava razdvajanje ispitivanja efas-
tiénih tela na dva nezavisna dela.

. s

28.3. Koeficijentl elastiénosti i njihov smisao

Sem navedenih Lamé-ovih konstanti elasti¢nost X i t> definisanih obrascima (28.8), upo-
trebijavaju se i drugi koeficijenti elastiCnosti. Pre svega, iz oblika tenzora napona (28.14)
vidimmo da je Lamé-ov koeficljent & uz devijator vezan za promenn oblika, a koeficijent

2
(1--;——5&) uz izotropni tenzor karakteristidan za zapreminsku dilataciju, koje ovde ozna-
imo 35
G=y, K»-x)v%—T (28.15)

Stoga se koeficijent G jo$ naziva modul smicanja it modul torzife, a ovako definisan koeficijent
K naziva se modul kompresife i ova dva koeficijenta zajedno potpuno odreduju elasti¢ne ka-
rakteristike izotropnih idealno elastitnih tela.
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Da bismo videli mehanidki smisao modula smicanja G, posmatrf?‘imo_neko elastitno tefo v
obliku pravougiog paralelepipeda sa ivicama parale}nim k(?ordmatmm osama (sl 28.2}){.
Neka na ovo telo dejstvuju samo dva napona smicanja: prz 1 P21 na strane normalne n%_l

i V-osu, a paralelni ¥ odnosno X-osi. (vde, dakle, imamo

Pia1==Pegs=Pag={} ]

oo pat (28.16)
pra=paa=0 f
Z
~ Xl
\‘:Q '''' {-/{»M_ - <
(O 1 S p
—- o —— 2y 7‘
-~ 1 .
<o mn A B NP
B \ )8< S
Y - \.“\ \‘P
ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ \ ~ L2l
/ o = ‘l“
o] - Ry T .
1% ~
S 28.2 Sl 28.3

1J ovom sludaju naponsko stanje biée isto u svim ravnima paralelnim XO‘{’ - ravn% istoga
zodimo u toj ravni presek u cbliku pravougaonika. Pod uticajem napona smicanja ovaj -pfavow
ugaonik ¢e se deformisati u kosougli paralelogram, kao 8to je pr'ikaza_no na sl 28.3.,.1:}“ ¢emu
nastupa iskedenje pravog ugla za izvestan ugao y=+y1-+Y2. Primenimo s?d relaciju (28.11)
za pi2, koja na osnovu obrasca (26.48) i definicije koeficijenta G tada daje

1
ple=Tt=2pe1z=2 G —2"!’""'“""(3 T

a oruda

e (28.17)

G
Dakle, ngac isko¥enja fz sraznsran nabowu snicaiia, a nithou inverzal odnes predstaviia
modul smicanja (torzifey G, odnosio Lani-oon honstantu elasticnosti y.

Radi mehanidkog tumafenia modula komoresiie K, zamislimo neko elastiéno telo na koje
normalno dejstvuje stalan pritisak p. U ovom siucaju j¢

(28.18)

Pri=pag=pp=—Dp, Pra=piz~Dpms=0

i telo ée se pod ovim pritdskom sabiti, smacjujuél svoju zapremina za izvesnu vrednost,_pn
demu nam e na osnovit obrasea (26.44) daje odgovarajuéu relativou promeny ove zapremine,
Relacije {28.11) tada dobijaju oblik

mp=2nen-tihe, —p=2uendtle, —p=2uentie (28.19)

pa sabiranjem ovih jednadina i deobom sa 3 nalazimo, imajuéi u vidu definiciju koefici-
jenta K

2 ) 2w
_'P"‘"“_EE (311+egz~{»-e33)+7\ 2] (X“}*“;) e=Ke,
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odalle sledi da je

—E-x S e

Odavde vidimo da modul kompresije K predstaviia odnos pritiska kofi defstouje na telo { rela- -

tivne zapreminske kontrakeife.

Young-ov moedul i Poisson-ov koeficijent

U praksi se narofito Zesto koriste druga dva koeficijenta elastiGnosti, koji se pomocu
Lamé-ovih konstanti A i p definifu na sledeéi padin

2 3 A
P.AC oL S S @821
g2 22+

‘Take definisani koeficijent B naziva se Young-ov modul elastidnosti, akoeficiient » Poisson-ov
koeficfent elastifnosti, Prvi od njih se obigno daje u jedinicama kpjem? ili N/m?, a drugi je
naimenovan broj. Vrednosti Young-ovog modula kredu se u vrlo $irokim granicama, od
1,5+ 10 kp/em® (za meku gumau) do 2 - 108 kpfem? (za Zelik), a Poisson-ovog koeficijenta od
0,1 (za beton) do 0,49 (za gumu),

Ako se druga od ovih jednading redi po A i padent izraz uvrsti u prvu, skeadujuéi je sa fr

nalazimo
2ux 2% 2px
A== Elly———|= 3 e
te2u’ ( + 1—2x ) 2t 1—-2% °
odakle se moéu dobiti inverzne relacije u obliku
—E_ ., xE (28.22
2010 M ated-20 2D

Poito iskustvo pokazuje da je uvek A>01 #>0, iz poslednieg obrasca neposredno vidimo da
mora bitl 1—2 %20, 1i. da se Poisson-ov hoeficjent elastidnosti nalazi u granicama Q <x <—2

Mehanitki smisao ovih koeficijenata mo¥emo dobid slededim razmatranjern. Posmatrajmo
neko elastitno telo u obliku cilindra na koji deistvuje samo napon pgs # praveu njegove ose
(st. 28.4). Ova osz biée tada i jedna od glavnih osa tenzora napona, tako da imamo

(28.23)

pPru=pag==0, pPas=pa
Piz=puz~=paa==0

Pod uticajem OvOg napona ps posmatrant cilindar ée se istegnuti u praveu Z—o%e, aH de isto~
vremeno dodi § do saZimanja popreénog preseka, te ée e pojaviti § relativne poprezone dila-

tacije ez i ez, Primenime sad na ovaj sludaj jednadine (28.1 1), koje zbog navedenih uslova ovde

imaju‘ vid
0=2peitdre, 0=2peztre, pa=2uestre, (28.24)
a relacija (28.12) izmedu prvih skalarnih invariiant tenzora napona i deformacije daje ’
pa=2ut3Ne (28.25
Ako se odavde izraduna ¢ § zameni u tre¢oj od gornjih jednadina, dobiéemo

B3

pa==2pest+Ae=2pes+a m,

et
=

(28.26)

; £

ito s obzirom na definiciju Young-ovog modula (28,21) moZemo napisati u obliku

t
3= D2 (28.27)

Imamo 1 jod u vidu da prema obrascu (26.41) ea predstavlja relativan t:i'ilataciju, esfr_\ ! {!T
a napon silu po jedinici popreénog preseka pg= F/q, posiednju relaciju moZemo izraziti
i pomoéu ovih velitina

AL L ® (28.28)
i E gq

a 10 je uobilajeni oblik Hooke-ovog zakona.
Dakle, relativna dilatacifa srazmerna je naponu zatezanja, a njihov tnverzni odnos predstavlia
Young-ov modul elastifnosti E,

Zbog difatacije cilindra u praveu delovanja napona zatezanja ps d‘olazi do vciS pome:}ute
kontrakeiie popreénog preseka. Ako izraz za e iz obrasea (28.25) uvrstimo u prvu i drugu jed-

nadinu (28.24), imademo

odakle sledi
eomey ez A (28.29)

21 2p+3%)
Zamenimo H ovde jof ps izrazom (28.26), dobiéemo

A p2p+3%) _— A .
T 2p@pd3n) pba 204+

o= 3
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&to prema definiciji Poissen-ovog koeficijenta (28.21) moZemo napisati kao

m”g;=x o (28.30?

Odavde vidimne da Poissor-ov kosficifent elastinosti w predstavifa odnos relativne popreine
kontrakeife 1 relativne wzduine dilatacife.

v »

28.4. Jednatine kretanja elastiénih tela
Potra?imo sad osnovny jedrading dinamike izotropnih idealno elastidnih tela. U tom cilju
podime od opite jednadine kretanja deformabilnih sredina (27.45)

dv i
— e — . , :
& -+ 5 (v 0 {28.31)

gde je £ zapreminska sila po je-dinici mase, a - tenzor napons, koji je za posmatrana elastilna
tela odreden generalisanim Hooke-ovim zakonom (28.10)

Cef=2pDtred

Da bismo dobili traZenu jednadinu kretanja, treba da izradunamo divergenciju tenzora
napona y - -4, smatrajuél Lamé-ove koeficifente A i w konstantnim

VoA =2u(y D+ry-leD (28.32)
Divergenciju tenzora deformacije 3.+ %) moZemo naél prema opdtem obrascu (27.21)
3
Vg = D e div Ty (28.33)
keml

gde su Ty, Tai T3 vektori fje su kompoazate elementi prve, druge odnosno treée kolone
matrice ovog tenzora.

U nafem slulaju matrica teazora deformacije prema obrased (26.35) ima oblik

d ux _:L aUx+duy _1_(6ux+auz
0% 2 2y  9x 2 Laz  dx
D _}_(ﬁ_{_dux] auy _L(duy+duz . i
Lbe2zNéx oy dy 210z ay J
_l_(auz_*_du‘) 1 c311z+au,r ‘dus
200x 9z 200y oz oz

pa na pr. odgovarajudi vekeor Ty fina sledsée komponente

o 1/0uy odu {/du, du
e M) ) e

ax 2\ox oy 2{9x  Jdz
Far.mirajmo sad divergenciju vektora Ty i transformi$imo je u pogodniji obtik, rastaviiajudi
prvi Zlan na dva sabicka i menjajuéi redosled diferenciranja u prvom delu drugog i tredeg

¢lana
, O3y, d[1fduy dun] 2 [L{dou ou
T T LAt N T R
! dxk);c) syl 2 5x+c)'y +az 2 dx+dz

l[ a (a l.lv;) g (duy d f3u, 1/d%uy d%ux .0%ux
2ol ax, ax(ay)+ax(az)]+z(axﬂ+ay2+&za)’
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odnosno

1 19 e
- — [Eoa R | 28.35
div T1 2Au_1+2 FeC A ( ):

Poanalogiji mofema odmah napisati divergencije vektora Tai Ty ,pa prema obrascu (28.33)
imamo
7 D=er1div Ti-tes div Tetey div Ta=

i Ioe SR G S )
- — e e § ' R < P34
“el(zAux+2 axdlvu)+e..(2AuY+2 Iy v n

IA w}—-—‘?-—divu)
+e3(2 vt 3 '

fto posle grupisanja srodnih Elanova daje
7 D é* Au +f-§“ grad div u (28.36)

Dirugl lan u izrazu (28.32) moiemo nepestedno jzvadunati, imajudi u vidu definiciju jedi-
niénog tenzora
v leP=(y- Pe=ye=gude,
a velidina e prema obrascu (28.7) i femi (26.35) mole se izraziti i pomotl':u elementarnog
pomeranja u
F] Ux 2 Uy Fi) Vi

o+ =div u. (28.37)
dx oy 902z

==

§to ie u saglasnosti sa obrascem (26.44) ¢ relativnoj zapreminskoj dilataciji, tako da gornji
jzraz dobija vid

g - (efy=grad div u (28.38)

Ako nadens izgaze za ¢+ D 1 v (e ) uvrstimo u obrazac (28.32), dobiemo
FecA=24 (—;—Au -}-m;— grad div u)—i-lgrad div n

tj.
7 o =ud u--(bp) grad diva (28.3%)

Poito kod elastidnik tela imamo samo baskonadno mala pomeranja, brzine deliéa bice takode
beskonadno male, pa s¢ supstancijaloi izvod na levoj strani, odreden obrascem (27.33), moze
zameniti odgovaraiuéim parcijalnim izvodom

dv dv dv dfu

CRITIAAAE TR D

Stoga opita jedna&ing kretanja (28.31) u ovom siudaju dobija vid

gi‘—‘zf +-—EL— Aud ﬁ”f_lf grad div u {28.40)
g ¢ P

To je osnovng jednading dinamike izotropnih idealno elastiénih tela sa bonstantninm keeficijenti-
ma elastifnosti, koja se naziva Lané-ova jednating i ona istovremano predstavlja i odgova:‘a-l
judu diferencijaln jednalin kretanfa, Ako su unapred date zapreminske. file f,‘por“:etm‘l
granitol uslovi, tri odgovarajude skalarne diferenciialne fednaline Eratanja i jednalina konti-
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nuiteta (27.51) potpunc odreduju homponente elementarnog pomeranja g, vy, us i gustinu p
kao funhcije Lagrange-evih ili Buler-ovth promenljivih.

Umesto jednaline kontinuiteta obiZno se koristi jedna njena posledica, naime iz jednatine
(27.52) sledi

A
"“;E= —div (v A1),

a stavljajudi ovde u=v A t, prethodnu jednadinu mofemo napisati u obliku
B—po

¢

gde je po stednja vrednost gustine. Kad iz ovih jednatina nademo navedene velidine, prema
shemi {26.35) moZemo neposredno dobiti sve komponente ey tenzora deformacije, a Hooke-
-ov zakon u obliku (28.11) tada potpune odreduje i naponsko stanje elastidnog tela,

=—div u, (28.41)

28.5. Talasno prestiranje malih poremedaja

Ako se naglim udarom ili na bilo koji drugi nadin u nekoj maloj oblasti elastidne sredine
izazove izvestan poremelaj, postavimo pitanje kako se taj poremedaj odatle prostire kroz
elastitnu sredinu u toku vremena. Kao primer mofe nam postuZiti rasprostiranje matih
poremeéaja, izazvanth udarom, kroz elasti®nu sredinu v vidu akustikih talasa, Pri tome
demo pretpostavitl 1) da su deformacije elastitne sredine izazvane poremelajem vrlo male {
2) da se uticaf zapreminskil sila mo%e zanemariti prema uticaju povrSnskik. § obzirom na prvu
pretpostavku, pomeranje deli¢a ne moZe biti samo u jednom smerun, jer bi se tada telo sve
vide deformisalo, veé mora stalno menjati svoj smer. Stoga ovo pomeranje karakterife osci-
Iatorni karakter, 3 prenodenje ovog stanja oscilovanja kroz sredinu u toku vremena predstavlia
talasni proces.

Radi ispitivania prostiranja ovih malih poremeéaja podimo od opite jedna¥ine kretanija elas-
titnih tela (28.40) i zanemarimo u njoj na osnovu druge pretpostavke zapreminske sile £

Y
Ty Au-t m';t" grad e, (28.42)

pri emu smo zamenili div u piema obrascu (28.37) sa e, pa napi¥im i odgovarajuée skalarne
jednadine

a% A I4}
s & _ +u de
¢t p g Ox
Suy  w Au de
So=——Awt—— 28,43
atr  p uy+ ¢ Oy ( b
g% A ]
uz=~y—Auz+ + ___g
ARSI p 9z |

Rastavimo sad elementarne pomeranje u na dve komponente

u=u3+us
i to takve da je
div u; %0, rot uy=0
} (28.44)

div ws=0, rot wa%0

201
Prva kompocenia definige 2. potencijalno i bezvrtloZne polje, a druga tzv. solenotdno ili
ortloino polje. Tada jednadina (28.42) dobija oblik _

2 ] T : 1. : R
Ofwr, %Me. By At PR A - (28.45)
a2 e p ¢ e

Da bismo iz ove jednadine eliminisali ue, primenimo operaciju divergencije na obe strane,
menjajué pri tome redosled operacija i imajuéi u vidu uslove (28.44)

? A .
—e—'(div u;):-}fm A (div u1)+—y“ div grad div ug,
a2 P p

odnosno
ot A2 )
2 tivuy=T2% A div w),
LR
ito se mode napisati i u obliku
1 Ao
div(a w M2, m)=g, (28.46)
- a2 ¢

Poito je, s obzirom na uslove (28.44)

2 A2
rot (__tz,_.__u» A ul)mo,
a8 P

zaklju®ujemo da mora bit

% A
‘_5._.5...’:__ 2y Auy=0
a2
Hi konciznije
2
FMm_ eAu, (28.47)
a2
gde smo uveli oznaky
g 22 (28.48)
p

Na sli¢an nadin, u cilju eliminisanja u; iz jednadine (28.45), primenimo operaciju rotora na
obe strane
ae

13
(Ol tig)==—— A (rot u
5 alror ug) o (rot uz),

jer je rotor gradijents ma kog skalara identki jednak nuli, odnosno

2
rot [ M2 & Aua)=0 (28.49)
2 ¢
Polto je, na osnovu uslova (28.44)
2
2 “a_wﬁ_m):.o,
a2
dolazimo do zaklju®ka da je
2 .
8 Jr B Jigtre.
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ili koncizniie

gde smo stavili
T (28:51)

Odavde vidimo da se ma kakav mali poremedaj u elasticnof sredini raspada na dva nezavisna
poremecaia, dife se prostivanje vrii na dva razna nadina, odredena diferencijalnim jednadinama
istog oblika. Pri tome prvd nadin prostirania poremedaja zbog uslova rot wy={0 karakterise
otsustvo rotacife delica, a drugi zbog uslova div wa=0 karakterise nepromenijivost zapremine.,
Stoga se prvi nadin prostiranja poremecaja, gde Ima samo zgudnjavanja i razredivanja, naziva
kompresiont 14 besvrtlofni talas, a drugi nadin, gde ima oscilacija sa rotacijorn deliéa —
wrtlogni ili ekovivolumni talas.

28.6. Ravni talasi, Dva tipa talasa

Od raznih nalina prostiranja malih poremedaja u elastiénim telima proudimo prvo shudaj
kada je vektor elementarnog pomeranja u funkcija samo od jedne koordinate, na pr. x i
vIemena t

ey (X, 1) ' (28.52)

Tada se sve tadke u ravni normalnoj na X-osu, koje imaju istu apscisu x (sl 28.5) nalaze u
istoj fazi oscilovanja. Stoga se takav nadin prostiranja poremedaja, koji u neogranienoj sre-
dini odgovara beskenatno udaljenom izvoru poremedaja na X-osi, naziva ravan talas.

oo /

/

fla ‘

0 ol

ﬁ X‘
Z

S1. 285

U ovom sludaju prema obrascu (28.37) imamo, podto sve veliline zavise samo od koor-
dinate x _
~d ux de . de
Tax! QY

[

pa prva skalarna jednadina kretanja (28.43) dobija vid

oFuy
att o 3xr ' p T ax

B Qux Abp J fduxy AE2p dfux
(ax)“ p ox?

~——=btAug . _ (28.50)
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odnosne, na osnovu {28,48)
9% ix o% Uy
=3 8.5
at? a %2 (28.53)
Na sli¢an nadin drage dve skalarne jednadine kré:anja svédf: se na
Fuy B Puy AT
az p ax2’ dtimp a x?
ii, prema (28.513
2% a2 1y &2y, a2y,
=T, bt (28.54)
d t2 o x? g t? g x?

Iz ovih jednalina zakljudujemo, uporeduyjuéi ik sa jednadinama (28.47) i (28.50), da se
posmatrani ravni talast sastofe iz oscilovanja delida u praven X-ose, koje se prostiry u vidu
kompresionih talasa 1 eseilovanja délica normalno na X-osu, koje sé prostire u vidu vrtlefnih
talasa, Stoga se prvi tip ravnib talasa, oedreden jednadinom (28.53) naziva longitudinalni
talas, a drugi tip, opisan jednadinama (28.54) — transverzalni talas i oni se razlikuiu jedino

pa konstantarma a i b, &iji ¢emo fizigki smisao videti iz daijeg izlaganja,

28.7. Opite refenje talasne jednadine

Gornje razmatranje pekazuje da diferencijalne jednadine longiradinainih i transverzalnib
talasa imaju ist oblik '
0%y a%u

e

at? ax?

gde je ¢ respektivno za prve i druge talase

Clong == ,\’/)\‘%'2 e , Cirans== /\/—i)d—- (28.56)
¢ ¢

Proudimo sad detaljnije ovu parciialnu diferencijalnu jednadinu i nadimo njen opéti integral,
U tom cilju umesto x i t uvedimo nove nezavisno promenljive g i 7 smenom

) (28.55)

. X %
e LECR L e (28.57)
C <

Tada imamo prema pravilu za diferenciranje posrednih funkcija

E 0%tu a4

9%u  d*u 9E  Pu  dq a%u +
drE at

o " 3E ot 3Zoy ot T29dE ot
- g2y %u  ou
———d + .
a &2 2Edn ot

a na sli¢an naéin nalazimo i

du du o6& du 4n _l_au 1 ou

N AR e A R

dE ¢ on’

c
1 0%2u  g&  dtu 4
L2y 8, o),
c

+

a2 x2 [

N ()E; d}cfé)?,()‘q ax
i(dgu 2 d%tu dzu)
08 T aEam ane

o%u 1(6311 éﬁ‘ au 9y
J andkt dx  dn? dx)

el
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pa diferencijalna jednagina (28.55) dobija vid

.68u+ %u  Mu  du ) afy +63u
aks T akaym awat oge a3t an?
ti. '
T8 o 28.58

Ako ovu jednadinu napifemo u oblikn

_9.[5 “) 0
an et
vidimo da 5&‘:’: ne zavisl od v, te meZe bit proizvoljna funkeija od £, koju ozma®imo sa

£(®

ou

”é"“g=f @&,
a odavde integracijom po & dobijamo

e f B dE

Rezultat integracije proizvoljne funkcije f (£) po & bice neka nova proizvolina funkcija od E,
koju oznadimo sa @ (£), & umesto integracione konstante mo#emo staviti bilo koju funkeiju
koja ne zavisi od integracione promenljive £, tj. proizvoljnu fonkeiju od v, koju ozra&ime

sa ¢ ()
wmg (E) 4§ () {28.59)
Ako se vratimo na stare nezavisno promenljive x i t pomoéu obrazaca (28.57), dobidemo
konadno opfti integral jednatine (28.55)
' X % ‘
=g (t ~——)+¢ (t +w~] ' (28.60)
c c
: : f - X X
gde su n 1 ¢ proizvoline funkeije argumenta t-——m(-:—» odnosno t-.
: c
Da bismo videli smisao ovog opiteg integrala, posmatrajmo partikularno refenje kod koga je

$=0, koje oznadimo indeksom 1

X
111—-9( - c) (28.61)

¢
elongacife odredenog delita na mesty x=xo od vremena, §to odgovara Kona¥noj jednadini
kretanja u mehanici sistema, Ako pak fiksiramo vreme stavljajuéi t=tp, gornja funkeija

Ako fiksiramo poloZaj stavljajudi x==xo, ova funkcija ny=q (t»—- -—-) predstavijaice zavisnost

¢
§to je specifiZno za pojam talasa, Medutim, u opstem shuéaju funkcija (28.61) izraZava zavis-
nost elongacije deli¢a od polofaja i vremena kao dveju nezavisno promenljivik, pri femu
svakoj vrednosti ove funkdje, odnosno odgovarajuéem paru nezavisno promenljivih (x, )
odgovara odredeno stanje oscilovanja delica, tzv. faza.

X
== (to-— ——) dade nam prosterai raspored elongacifa delica duF X-ose s odredenom trenuthu,
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Posmatraimo sad dva stanja oscilovenja: na mestu ¥ u trenutku ¢ i na mestu x-+A x4 tre-
nutku 1+ A 1, pa postavimo pitanje pod kojim &e uslovima ova dva stanja oscilovanja biti
medusobno jednzka. To de-bit ako. je

A X
cg[t+A t-a}H-c x}mq:(t M_c_]’ (28.62)

a poito je ovde funkcija @ sasvim proizvoljna, ova jednakost ¢e samo tada uvek biti zadovolje-
na ako su im odgovarsiudi argumenti jednaki

x4-Ax X

t4-A L T —— {28.63)
<
1z ovog uslova sledi da je
Ax
At— ),

¢

tj. da izmedu A x 1 A t mora postojati relacija
- Ax=cAt (28.64)

Odavde vidmo da seko stanje oscilovanja na mestu X u trenuthy tmoZemo nadl § na mestu

Ax . . L »

%A% gl u trenuthu -+ —— , odrosno 1 u trenuthy t-+0t ali na mestu x +c A1, Sto znadi
c

da se stanje oseilovania, tf. faza prostive du X-ose tako da se za yreme At pomeri za Ax
5 leva nadesno brzinom ¢,

Do istog zaklingka moZemo dod I slededim rezonovanfem. Za fiksirano t funkcija (28.61)
predstavljade izvesnu funkciju od x i prikatime je grafiZki za t=to (sl. 28.6). Sad postavimo
pitanje kakav ¢e oblik imati ova funkeija za neko drugo t, na pr. za t==tp+A t. Uofimo
stoga vrednost gornje funkeije za te=1o1 x==0, ona je data ordinatom OA=g (o). Medutim,
tu jstu vrednost @ (to) imade ova funkcija ne samo za t=sto i x=0 ved kadpod je argument

X
ove funkeije (t—- »w) jednak to, tj. kad je
¢

X
t ———w=lp,
¢

k4

51. 28.6

a otuda
x==c ({t—to). (28.65)
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Qdavde vidimo da za svaki trenutak t postoji duZ X-ose neka tatka x==c¢ (t—tg) u kojoj ée
Xy, .. . s .

funkcija ¢ (t-— m) imeti istu vrednost @ (to) kao i za t=1to i x==0. To znadi da se posmarrana
[

c
osctlovanfa sredine prostive u pozitivaom smeru X-ose ovom brzinom.

. x - - -
funkcija @ (tm --) sa vremenam pomera dug X-ose s leva nadesno brainom ¢, tf, da se stanje

Drugo partikularno refene kod koga je =0
x
ugz=t (t "r‘";") (28.65)

razlikuje s¢ od prvog samo po tome §to umesto ¢ stoji —c, pa sli¢nim rezonovanjem umesto
relacije (28.64) dobijamo -

Ax=-—cAt (28.67)

Tome odgovara prostiranje stanja oscilovanfa dui X-ose s desna na leve istom brzinom .
U opitem sludaju, opiti integral (28. 60) predstavijade superpoziciju ova dva talasna prosti-
ranja poremedaja.

Prema tome, refenje jedraline (28.42) koje zavisi samo od jedne koordinate % i vremena t pri-
kazuje prostiranje malih poremeéaja hroz elasticnu sredinu u vidu dva ravna talasa, longitudi-
nalna il transverzalna, kofi se prostire dug X-ose u suprotnim smerovima brzinom c, koja je za
dva navedena tipa talesa odredena obrascima (28.56). '

Harmonijski ravni talasi . ,

Qd naroditog su interesa takvi ravni talasi kod kojih su elongacije deli¢a harmonijske funkcije
poloZaja i vremena, na pr,

u3-=2 €08 [m {t ——-};—)»%cc] s ‘ (28.68}

™
gde je o tzv. fazna raziika. Ako uzmemeo dva partikularna refenja za a=0{ a= 5 njihova

linearna kombinacija biée takode refenja linearne diferencijalne jednadine (28.55)
x X
u==Cjs 2 cos m(t—t;) +Czasin w (t;—-*;—) »

koje je za mnoge svrhe pogodnije. Uzmemo H posebno Ci=1, Comi, gdejei= \/:_I, na
osnovu Buler-ovog obrasca el®=cos «+i sin « dabidemo

e
ET- S s
§to se Cesto pife i u obliku

=g el otk (28.69)

.. - o s X
gde je kK'= —= tzv, talasni brof, & odgovarajudi vekior ke=-— e;, koji ima pravac prosti-
Tanjai talssa, falasni vektor, €

Ovakvi 1alasi nazivaju se karmonifski ravni 1alasi, a gornja funkeija opisuje rasprostiranje
harmonijskih oscilacija deli¢a kroz elasti¥nu sredinu u roku vremena, Ona je perioditna funk-
cija kako poloZaja tako i vremena sa odgovarajudim periodima

Ry e @870
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{ tako definfsano A naziva se zalasna dusina, a © peried oscilacija. Ako, dakle, uoéimo neko

stanje oscilovanja na mestux 1 srenutku t, to isto stanje oscilovanja u istom trenutku ima-
2r

o ) . 47 , . : 2m £
T demno i-na mestima Kb xwi-_wk ,..., 3 najstom mestu i U trenucima 4 = i

»@—f—f Posmatramo i transverzalne oscilacije delida i prikaZemo istovremene polo-
SN

ia}i::o vektora elongacije duz X-ose (sl. 28.7), njihovi krajevi formirace tatas u obliku kosinu-
soide.

Analizirajmo jo§ opdti integral (28.60) u vidu superpozicije dva ovakva harmonijska ravna
talasa, kojl se prostiru u suprotnim smerovima

X %
U==g COS 0 (t——“"“) +acos o (H‘
¢ [

Y]

>4

8L 28.7

Ovaj rezultujud talas moie se, posie pretvaranja zbira trigonometrijskih funkcija u profzved,
napisati i u obliku

1®=2 4 €08 ox. cos ot 28.711)
[

i to je tzv. stojedi talas. On se karakteride time Sto svaki delié dug X-ose osciluje harmonijski

wX . . . e
sa vremenom, ali sa razliditim amplitudama 22 cos = koje zavise od poloZaja.

28.8. Sferni talasi

Proudimo sad drugi vadan stucaj nadina prostiranja melih poremecdaja k.ad. je vekior ele-
mentarnog pomeranja funkeija samo od rastojanja t od izvora poremedaja i od vremena t

u=u(r t {28.72)
Tadsa fe sve tatke na sferi poluprednika r sa centrom u izvoru poremedaja biti u istoj fazi

oscilovanja, Takav nafin prostiranja poremedaja, koji odgovara ravnomernom rasprostiraniy
poremedsja iz njegovog izvora na sve strane, naziva se gferni talos. :

Iz ranijeg izlaganja videli smo da diferencijalna jednadina prostiranja malih poremedaja
u opétem shuaju ima vid (28.47) il (28.50), tj. oblika je -

?gmﬁAu, | (28.73)
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gde je u intenzitet vektora elementarnog pomeranja. U ovom slu¢aju, prema obrascu (28.72)

imamo

: r dr
pa laplasijan moJemo neposredno izradunati na sleded natin:

e du o
grad u {r, e "3‘_ grad r= -i‘—]-rom [}_ 9..,.1'1_) P . :
T r

I 1 du
Au=div grad ne=— v di . 1 9du
gra r 32 div v+ grad e

3 .f..‘.f,.(l #2u r du i r)

r dr r 9rt r Jr 2 y
odnosno
#u 2 Ju
Au(r,m—— e —
u(nn FYrRLan - (28.74)
Ekvivalentan oblik ovog izraza sledi iz identitnosti
2 a2 8 a3
L ymugr 28 B 2w 0w
dr & r? () dr + d +

odakle se nalazi

1o
Aun=" = () (28.75)

i ovaj obrazac odreduje rezultat primene Lap
oblika u (x, ).

Zamenom nadenog izraza za Au u jednadini (28.73) dobijame
[i L3V 1

e G o (),

I r art

lace-ovog operatora na ma kakvu funkciju

a pofto r kao nezavisno promenljiva ne zavisi od £, ovu jednadinu mofemo napisati i u obliku

o2 . a2
ap (TW=¢? = (ra) (28.76)

'Al;o péz-.omvod m smatramo novom funkcijom, ova jednadina je istog oblika kao i-diféréncijaina
)Set nadina ravoih talasa (2.:8.55), samo $to umesto u stoji proizved ru, a tmesto % figurige r.
0g#, Na osnovu opiteg integrala navedene jednadine (28.60) moZemo odmah dobit i ops'c;'

integral gornje jednadine
r T
)
‘ ¢ c

gde su @ i ¢ proizvoline funkcije argumenta t— L odnosno t-}-f— » aotuda
c ¢

u=—!— E ..E. ,,1_; r A )
. P it— c)"’i" " ‘f(t"{*:), 7 (2877

Ispitajmo sad fizicki smisao ovog opiteg refenja. U tom cil

. N ju uzmimo partikul ;
kod koga je =0, koje napisimo u obliky P arno relenje

r
ru=g (t —""é‘) , (28.78)
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pa posmatrajmo dva stanja oscilovanja: na rastojanju r u trenutku t I narrastofanjus-tAru
trenutku 1+ A . U ovom sludaju, za rezliku od ravnog talasz, sama elongacija deli¢au(ro) u
.ova dva stanjz nikad ne moZe biti jednaka, ali njen profzvod sa odgovarajuéim rastojanjem

mo¥e, To €2 biti 2ko je ispunjen uslov

r+Ar r
¢ (t FAL— ): q)(t ——) s (28.79)

c c
a otuda, zhog proizvoljnosti funkeije ¢ sledi da i odgovarajudi argumentt moraju biti medu-
sobno jednaki

r-Ar r
=t —

c

t+A -

tj. da izmedu Ar i At mora postojati refacija
Ar=c At (28.80)

Odavde vidimo da se rakwvo stanfe oscflovanja sredine kofe je odredeno profzvodom 1 u(z,t)
prostive radijalno u svim praveima sa nepromenjenom amplitudom, tako da se za vreme At
pomer za At brzinome, Medutim, sama elongacija deliéa u (5,1), koja nam neposredno daje

1 . . . .
meru poremedaja, zbog faktora-— opada sve vise sa udaljavanjem od izvora poremedaja.
A ¢ "

T c
ranje stanfa oscilovanja iz izvora poremedaja brzinom < sa opadajucom amplitudom. Posto se

1 r - ' )
Na osnovu toga moZemea zakijudit da dan — o (t— .m) predstavlia radifalne talasno prosti-

1 T ..
partikularni integral — ¢ (t-i— -—-) razlikuje od prvog samo po tome §Lo Umesto ¢ stoji —c,
r ¢
on predstavlja talasno prostivanje stanja oscilovanja ka izvoru poremedaja. _Medutim, ono se
obitno ne javija u realnosti, sem u sludaju refleksije talasa na sfernim pavriima, i stoga se

. .~naitedte WHma samo prvi &lan opiteg integrala (28.77).

Prema tome, refenfs jednaling (28.42) koje zavisi samo od rastojanja T od izvora poremelaja
i vremena t prikazuje prostiranje malih poremedajq kroz elastifnu sredinu u vidu dva sferna
talasa: divergentnog, koji se prostire radijalne 1z izvora poremecaja u svint praveima brzinom
¢, i kenvergentnog ka izvoru poremeéaja sa istom brzinom.

Napomenimo na kraju da sem prostornih talasa postoje i tzv, povriinskf talasi, koji nastaju
pod dejstvormn spoljainjih sita 1 prostiru sesamo po granitnoj povrdi dve raziidite sredine. U
ovaj tip talasa spadaju na pr. zemljotresni talasi, kol se prositiru po graninof povr§i izmedu
dva sloja Zemljinge kore sa. jako razliditim koeficijentima elasti¢nosti (tzv. Mohorovidiceva
poved  diskontinuiteta),

28, OSCILACIHE ZICE
29.1. Transverzalne oscilacije Zice

Posmatrajmo sad specijalan, vrio vaZan shilaj oscilacija tanke elestidne Zice i pretpostavimo
da je ona potpune savitlfiva i da je njena tesina zanemarljiva prema elastitnim silama. Neka je
dufina Zice 1 i neka je ona utvrdena na svojim krajevima {sl. 29.1). Ako se Zica izvede iz
ravnoteZnog poloZaja u praveu normalnom na pravac Zice 1 nedeformisanom stanju, ona de
podetl da vr¥l transversalne oscilacije. Pri tome pretpostavimo da Sea osciluje a jednof ravni
i da su deformacije Sice vrlo male, usled Zega e i ugao koji gradi tangenta u ma kojoj tadki
Fce sa njenim prvobitnim pravcem biti takode vrlo malf. Uzmimo ovaj prvebitni pravac
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Zice za X osu, ravan oscilovanja za XOY ravan, a jedan njen krdj za koordinatni poletak.

Uotimo sad element Zice izmedu x i x+d x I primenimo na njega osnovnu jednafinu di-
namike, - - e 2 '

Y
L MG P
/P,ﬁﬁ
ui | -
o drrud D
o X %edx [
SL. 29.1

U tom cifju oznatimo sile koje dejstvnju na jedinica normalnog popretnog preseka ce, 4.
napone nia krajevima tog elementa Zice sa P i P’, odgovarajuée jedini®ne vektore tangente
5. .

sa 7 (x) i 7o (x-+d x), a normalni popreéni presek Zice sa g. Tada u tadki M desjtvuje sila
aP, a u tatki M’ sila qP, pa imajudi v vidu da naponi u tatkama M i M’ dejstvuju v sup-
rotnim smerovima, rezuitujuca sila koja dejstvuje na wofeni element Zice je

dE=gP 4 qP = qP ¢ (x4 dx) — qP o (x) (29.1)

Pri tome inmtenziteti napona P i P’ u tatkama M i M’ vrlo malo se medusobno razlikuju, ali
se njihovi pravel razlikuju i usled toga se pojavijuje rezultanta dF, koja je priblizno normalna
na proobitnom praven %ice (sl. 29.2). U odnosu na promenu pravea promena intenziteta ja
zenemarljiva, te mofemo stavid P’ &P, pa imamo s

-—r -+

dF=qP [ro (x+dx}) -0 (x)] (29.2)

dF
81, 20.2

Ako uglove koje grade jedinidni vektori 7o (x) i 7o (x4-dx) sa pozitivnim smerom X-ose
oznadimo sa « i afd o, imamo ‘ ' '

dFx=qP [cos (a+d o) —cos &}, dFy=qP [sin (w+d o) —sin «} (29.3)

Poito smo pretpostavili da su deformacije Zice velo male, bide i uglovi o i «+d « vrlo male
veliine prvog reda, pri femu je d « vrlo mala velitina drugog reda, pa moZemo gornje izraze
razviti u red i zaustaviti se na prvim &anovima ]

sineRe, sin (e+de)ve+da, .

1 1 i
cos gl — ?cx“, cos (adde)l — ""2- tda)@xl _.2_1:3—‘—‘« da.’
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te dobijamo
dFy=—gqPade, dFy=qPde (29.4)
-Odavde vidimo da je zaista dFx zanemnarljivo préma dFy, pa iiname - 7
APz d Py =qP [sin {e+d ) ~—sin el (28.5)

Orvu rezultujuéa sila mofeme fzraziti 1 pomotu elongacije odgovarajucih delica ii'ce. Ako sa
1u{x,1) oznadimo elongaciju delica na mestuxu trenutku t, koja se w ovom slucaju poklapa
sa ordingtom y, u svakom fiksiranom trenutku to funkeija u (%, to) daje nam raspored elon-

du . -
gacija dug Fice, tj, oblik Zice prikazan na slict. Tada ( ;-a) daje koeficijent pravea tangente
Xfx

¥ice u tacki M, tj. predstavlja tg «, a zbog malog ugla o pribliZno je tg asin «, pa imamo

au
3in oa tg oo (——-) . {29.6)
dxJx

Prema ovom obrascu izraz {29.5) dobija oblik

' du 4 u) ] 20.7)

: =gP||— -1 .

dF=q [(ax)ﬂ+dx (dx X
Ako izraz ((3—3) razyvijemo u Taylor-ov red
K webdx

f(a-+h)=£{y+hf’ @)+ -«
N
(c)x”)x ’

oty
- K —— (29.8)
dF=q Pdx o

u tadki x, imamo

2
(a0
O% Jutdx dx/x

te dobijamo pribliZno, izostavljajudi indeks x

S druge strane, ova sita dejstvujudi na uoeni element Zice mase dm=¢ q dx, gde je p gustina

2y . . wsx gn R
#ice, daje mu izvesno ubrzanje (%—2—) , te imamo prema osnovnoj jednadini dinamike
1

x
dPuy dau)
= e |z dr § e ], 2%.9
armim () meass(GF),
diu 33! je deli¢a % bog vrlo malih pomeranja
Ovde | —— | predstavija ubrzanje deli¢a Zice na mestu x, 3 zbog
di? /o

navedeni izraz priblizno predstavlja i drugi parcijalni izved funkeije u (x, 7) po t pri stainom

a - - - -
X, 1. 5_2 , pa prethodni fzraz moZemo napisati u obliku
g18

22u
dF==pqdx -é-;; . | (25.10)
1z obrazaca (29.8) i (29.10) tada dobijama
ofu o%u
Padx oy maRd
a otuda
&%y P &%u

2 (29.11)




302"

“ Ova jed_;?aéina predstavlja diferencijalnu jednafinu transverzalnik oscilaciia #ice, koja odreduje
elongaciju deliéa Zice kao funkeiju polofaja x § veernena 1.

23.2. Longitudinalne oscilacije Zice

Posmatrajmo opet istu Zicy, ali neka se sad Fica izvede iz ravnoteZnog polofaja u praveu fice
gsl. 29.3). Ona ée tada poleti da vr¥i longitudinalne oscilacije, koje se sastoje iz periodiZno

istezanja i sabijanja delida duf Fice. Prerpostavimo opet da su deformacife ¥ice vilo maleg
U ovom sludaju pravel napona P I P’ uopste se ne razlikuju, te je razlika njihovih intenzitctz;

jedini razlog zbog koga se pojavljuje rezultujuéa si i i e
guca sila 4B, kof in-
tenzitet iznosi » Kot tma pravac Fice, Nien in

dF=qP'—qP=q [P (x+d0)—P )], 29.12)
Y
P M M P
OO O
0 % x+dx { X
5L 29.3

a ako izraz P (x4 dx) razvijeme u Taylor-ov red oko talke x, imamo
. 3 ‘ ‘
P (x+dx,=P (x)+dx (—P) ey
0% /x

te dobijamo pribliZzno, izostaviajudi indeks x
oP
dF = —
qu P (29.13)

f.)vde: moramo .korisﬁt.i Hooke-ou zakon (28,28), o kome smo govorili u prethodnom odeljku
i prema kome je relativna promena dufine Sice srazmerna napont u Fct

Al_1,
T =zF (29.14)

gde je E Young-ov modul elastidnost. U ovom sludaju imamo

1=dx, Al:u(x.;.dx)_.u(x}zdx(a_u.) N
. ax x
te je

pa Hooke-ov zskon daje

1
. PP iale-g (29.15)
Odavde imamo

362
pa zamenom u obrascu (25.13) dobijamo

%y
dF=qBdx ——. 1291
e : e ?

S druge strang, ako se ova sila napide kao proizvod mase i ubrzanjaiimau vidu da se ubrzanje
deliéa Zice na mestu x v trenutku t zbog male izmene njegove apscise x u toku vremena mode
[ o L " s s .
pribliZno napisati u obliku _5_2 , dobijamo na isti nadin kao i ranije obrazac (29.10).
t

1z obrazaca (29.16) i {29.10) tada dobijamo

d %1 Py
pd ’_‘ata =q Wm s
& omda
a%u E 3%y R
= m_;_ -S;;_ 29.17)

To je diferencijalna jednaling longitudinalnih escilacija Fice 1 ona takode odreduje elongacijn
deti¢a kao funkciju poloZaja x { vremena t

29.3. Talasno prostiranje poremedaja

Iz prethodnog izlaganja vidi se da diferencijalne"j;dnaéine transverzalnih § longitudinainih
oscilacija (29.11) 1 (29.1°7) imaju isti oblik

dtu atu

¢
22 ox’

P
Ctrans == s
e
B
Clong == T
g

Ova jednatina se poklapa sa jednainom (28.55) ravnih elastiZnih talasa, koju smo prouZavali
u prethodnom odeijku i nadli da je njen opiti integral dat obrascem (28.60)

=g (twi)+¢(t+ i) (29.19)
< <

(29.18)

gde je za transverzalne oscilacije

a za longitudinalne

x X "
gde su ¢ i ¢ proizvoljne funkeije argumenta t——: odnosno t+ﬂ;~ . Na pr, ake za funkeije

o i ¢ uzmemo kosinusne funkeije, imamo
X b
u=Acos w (t —_ —) + Acose (t+ '—) s
c €
#to mofemo napisad 1 u obliku
X
u=2A cos —c— oS Wt (29.20}

Prema analizi opiteg integrala (28.60) ma kog ravnog elasti¥nog talasa, ovo redenje (29.i9)

2& X=Xo daje nam zavisnost elongadije odredenog deliéa Sice od vremena, 2 za t=1 prostorni
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raspored elongacija delica Zice u odredenom trenutku. Ako se istovremeno menjaju obe

- s - - . . - 4 - x
nezavisno promenljive x i t, stanje oscilovanja Zice je odredeno vredno§tu argumenta t ——

x ' N M H H » o N ) . N I3
adnosno t -+, keje se u toku vremena mode prostirati duZ Fice uoba smera. Pri tome prvi
. - c . v

Clan opiteg integrala (29.19) predstavija ;ala'sno prostiranje stanja oscilovanja u pozitivnom
smeru X~o0se, a drugi u nezativnom smeru i to tako da se ovo stanje za vreme A t pomeri za
A x brzinom ¢ :

Axamg- At (29.2D)

Prema tome, ako se u homogenof i potpune savitljivej Zict izazove neki mali poremelaj, on se
prostire kroz Eicu u oba smera u vidu ravnih talasa brzinom ¢, koja kod transverzalnih oscila-

cifa Fice iznosi '\/ P—,’p, a kod longitudinalnih oscilacija '\/ 1:375

29.4. Bernoulli“evo reSenje problemia

Nadimeo sad pogodan partikularni integral diferencijalne jednadine (29.18) koji zadovoljava
podetne i graniZne uslove ovog problema. Ovi uslovi sastofe se u sledecerm. U podetnon tre-
nuthu 1==0 mora biti poznar raspored delita i njthovih brzina du# ice, tj. zavisnost funkcija

. du
ni — od x za t=0

dulx,

[u(x. hmo=F (), [ " ]lmeF(x}, (29.22)

gde su £(x) I F (x) funkcije koje moraju biti unapred date i to su podetni uslovi. Pored toga,
Zica je stalno utvrdena na svojim krajevima, te elongaciia delida Sice na njenim brajevima stalno
mora bitf jednaka nuli, tj. :

0 [(% D]zae==0, [0 ]s=1=0, : (29.23)
to su granidnt wslovi karakteristidni sa ovaj problem,

Primenimo sad metod razdvajanja promenljivih, tj. potra¥imo partikularni integral u obliku
proizvoda dveju funkeija od kojih jedna zavisi samo od x, 2 druga samo od ¢t

ul O=Xx T, (29.24)

Zamenom u diferencijalnof jednafini (29.18) tada dobijamo

eT X
e o2
i

a otuda

PodeT 1 ax
= — =K, {29.25)

Polto leva strana zavisi samo od t, 2 desna samo od x, ova jednakost za svako X i ¢ bide samo
tada zadovoljena ako se obe strane svedu na jednu i to istu konstantu, tzv. separaciony kon-
stantu, koju smo oznatili sa X, pa odavde dobijamo

a7 a2 X
Y ~K 2 T=0, ey —~KX=0,
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Redenja ovih diferericijainih jednatina za K>0su a};ié]:iodic’;z}a, aza K"<0 periodiéna, a ?t?ﬁt(?

samo perioditna Tedenja ‘odgovaraji najem problemu, moramo uzstt K <0, pa stavljajuéi
=—ki dobi}amq_. . . o o ,

ET o aT=0 " T (20.26)

di?
i ’ . ‘ )
@x AKX =0, ) (29.27)
d=z? |

Op#ri integral druge jednaline je ‘
o - X =Cy sin kx4 Ce'cos kxy
a zbog graniénih uslova (29.23) mora bitl -

0=Cy,  O=Cisinkl-+Crcoskl,

te je Co=0, a sin ki=0, pa ki moZe imati samo vrednostin ®

: e KT @eladi @

i tako dobijamo ) o
K= Cy sin ’—11—75 % (29295

Opéti integral prve jednaline je ° o

T = Ca sin kc:—i—(fq cos ket,

a uvodedi oznaku

”-m};%kc;«%ﬁ%, o (29.30)
dobijamo-- . ... - St L I, .
o T=Casinwgt+Cacosont S (29.31)

Odgovarajuéi partikeilarni integral keji odgovara jednoj odredenoj vrednost n glasi
T DTI; B ) .
- ugeeX - T=Cysin T % (Casin co};t-i-C4 COS ©a 1),
sto mofemo napisati i u obliku
'\’:un=sin Ei: X(Agsin wat-+Bacoswat), (29.32)
Posto ié zbir vide partikuiamih_ integrala homogene linearne diferencijalne jednatine takode

pariikularni integral te jednafine, zbir svih gornjih partikularnih integrala za sve vredaostin
predstavijate opite refenjc

o
u (_X, t)m Z sin ﬁi‘“‘rf * (An sin tn t-4 Bn COS (n t), (29‘33)

e

koje ima obiik beskonatnog trigonomctrijskdg reda. U ovom redu koeficijente Ay 1 By
treba tako odrediti da budu zadovoijeni i podetni uslovi (29.22) s

ST Basin 2 S A cnsin . (29.34)
f(X)=Zanmv—I—x, F@)= ), Aaoasin

neml masl

0
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Ow obrasci u stvari predstavl;am Fourierove redove za poznate funkcije f (x) i F. (x), ukoliko
se ove dve funkcije shvate kao neparne periodidne funkeije u intervalu (-1 \1). Ako obe strane

mmw
ovik 1ednaéma pomnofimo sa sin T x{m==1,2,3...)1zstim integralimo po xod0do 1,
imamo

1 1
. mnw = nm mn
f’(x)smm]mx dx = Z Ba { sin —x sin—x dx
ah i 1
3 ] -
1 1
F (x)sin —— in—"x sin ="
)sm Ty dx= Z Acwn | sin—zx sin—x dx,
s = P 1 i

. . A 1
Integrali na desnof strani imaju vrednosd 5 zam=n, &8 0 za m+n , pa dobijamo

] i
T 1
Sf(x)s:nml-—x dxmBmmzm, SF(x)sinEfx dx=Amﬁ)m—l-'s
[ 0 . ! 2
a otuda
i
An= - —
s lmeF(x)sm x dx
G
) (25.35)

2
Bm = TS:‘(x)sin“—;—Ex dx.
Q

Izraz (29.33) sa ovako odredenim koeficlientima Ag i Ba predstavlia Bernoulli-evo refenje
problema, koje zadovoljava navedene pofetne i graniéne uslove,

29.5. Svojstvene vrednosti i svojstvene funkcije

Posmatrajmo sad takav partikularni integral diferencijalne jednadine {29.18) koji s¢ harmo-
nijski menja sa vtemenom po zakonu

u {x, t)=sin wt. v (x), (29.36)

gde je v (x) ma kakva funkeija od x, Tada zamenom u navedenoj jednadini dobijamo

. . dzvy
—wisinetvE)=csipot——,
dx2

te
div w2
i T @ =0 (29.37)

Owvit jednadinu moZemo mapisati i u obliky

2
v{x)=— VCX).

207

odakie vidimo, prema definiciji svojstvenog problema & f ()= A (x), da gornja jednalina
izrafava svoistveni problem operatora - d2/dx?. To je diferendijalna jednadina kojn mora
zadovoljavati funkeffa v (x), 2 opitl integral ove jednaline je

v{x)=Asin bk x+Bcos % X, (29.38)
c

gde su A 1 B integracione konstante. Porradimo sad ona redenja koja zadovoljavaju i granigne
uslove (29.23)

<]
v(0)=B=0, v(@®=Asin «‘fg 14+B cos 1=, (29.39)
Prvi uslov daje B=0, pa se drugi svodi na
.o
sin —1=0,
¢
a.ovaj je uslov zadovaljen xad je % l=nm, tj. kad je

mmﬁf—"‘ L eL2,3.% L L (29.40)

_ ¥t se poklapa sa obrascem (29, 30}

Prema tome, pri datim granténim usiovima o ne mofe imati ma kakoe vrednost, veé mora bit

ne R , .
ceo wnnoak od T { ova diskretnost moguéih vrednosti  je posledica granidnih wslova prob-

» mz - - . » -
lema. Ove mogule vrednosti — nazivaju se svafstvene vrednosti operatora — d2[/dx® i sva-
¢

kom celom broju n odgovara jedna vrednost es. Svakoj vrednosti en u jednalini {29.37)
odgovara izvesno reienje ove jednadine vo {x), koje se naziva sogjstvena funkcija operatora
— d2jdx?, PokaZimo izvesne osobine ovih svojstvenih funkeija,
. .h } ,0n? | og® . .
Posmatrajmo dve svojstvene vrednost — i i neka su odvovarajude svojstvene
¢t ¢ ;

funkcije va (xj i v (%), koje moraju zadovoljavati diferencijalnu jednadinu (29.37)
d2 ¥n (x)nz d2 ¥m ﬁ)ma

dx? + c® va=0, E;+ c?

V=0 (29.41%

L . , L o?
Primetimo pre svega da su prema prirodi problema sve svfstvene wrednost — posmalra-
o e

nog operatora uvek realne, ¥to je karakteristika svili Hermite-ovih operatora. PomnoZimo
gsad prva jednadinu sa v, a drugu sa vy i oduzmimeo take dobijene jednacine

42 vy y Siffj ! 8 2
roes Vig— s vn—l— ¥n Vi (05— 0 =0,

2 ovu jednadinu moZemo napisat i u obliku

d dvq d vm 1 . .
dx dx ™ Vim den +C2 {wa®—wm?) Vo V=0 (29.42)
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Integralimo obe strane ove jednadine po x od 0 do |, Sime dobijame

t
_-Idva dvm- 11 C
+"c_2'(ﬁ)n"3""(.dm2) Vu'v’mdx=0
i

1™ a

1]

Zbog graniénih uslova (29.23) mora biti va=01i V=0 na krajevima Zice x=0 i x==1l,
te integrisani deo otpada, pa dobijamo

i
(mna—mm2).5 Va () Vm () dx=0 (29.43)

Ovde moramo razlikovati dva slutaja: 1) ns#m i 2) n=m. U prvom sluéaiu faktor ispred. in<:
tegrala razlidit je od nule, te ovaj integral mora biti jednak nuli

1 - .
Svn () v (x) dx=0
¢

U drugom slugaju fakior ispred integrala jednak je nuli, pa je gornja jednakosi uvek idcntic‘.ki
. zadovoljena za ma kakvu konadnu vrednost gornjeg integrala, Tada uvek moZemo tako iza-
brati funkcijo va (%), podto je ona kao integzal linearne diferencijalne jednatine odredenz
samo do multiplikativnog faktora, da ova proizvolina vrednost integrala bude jedinica

1
. Svﬂa {x) dx=1,
0.

$to moZemo ééjédrio népisati u obliku
' 1 - ‘ . 3
g ¥a (%) v (%) d="3mn, o {2944
o . N : - H

gde je Smn Kronecker-ov simbol.

Funkcije koje zadovoljavaju prvi uslov nazivaju se ortogonalne, a funkeije koje zadovoljavant.
drugi uslov aormirane. Qdavde vidimo da su sve svofstvene funkeije ovog problema ortogonalne
i da se wvek mogu tako izabrari da budu i normirane. Napomenimo da su ové dsobine'posledice
tinjenice da diferencijalna jednaéina (29.37) pri navedenim grapinim uslovima ima refenja
samo za odredene, diskretne vrednosti parametra w, 1e st | ove osobme posledice ovih gra-
ni¢nih’ uslova, -

Poseban znataj ovih rezultata leZi u tome $to ovde imamo diskretnost mogudh vrednosti ne-
kog parametra, Polto j je ova osobina jedna od bitnih karakteristika kvantne mehanike, ovim

pojmovima i rezultatima odgovaraju potpuno analogi pojmovi i rézuitati u kvanmo; me-~

hanici,

Glava XI
KRETAN}E FLUIDA

30. KINEMATICKI I DINAMICKI ELEMENTI FLUIDA
30 1. Realni i idealni fluidi

Clavna osobina tednosti i gasova, kojom se razlikuju od Cvrstih tela, jeste velika pokretljivost
njihowih delida, zhog Cega se onl zajednidki proufavaju ped imenom firidi, Drugim redima
dovoljna je i mirdimalna sila da izazove klizanje jednih deli¢a fluida po drugim, §to znadi da
se fluidi skoro uopite ne opiru proment svog oblika, Nasuprot tome, w pogledu sti§ljivosti postoje
velike razlike izmedu poiedinih vrsta fluida. Dok su teénosti skoro nestigljive, gasovi pokazuju
znatnu stisljivost, §to zavisi 1 od uslova pod koum se nalaze, te se razlzc:ze wrste ﬂuzda razlz—
&ite opiru promemi svofe zapremme : .
Pokretlfivost delica fluida pri njegovom kretanju izaziva usled doditra susednih slo;eva sa
razliditim brzinama wurainfe trenje i ova osobina fluida naziva se wishoznost. Svi realni
ﬂmdx pokazuju u veéoj ili manjoj meri v:skoznost i ona zavisi od prirode fluida i velitine
njegove deformacije. Fluidi kod kojih je viskoznost tako mala da se moge potpuno zanemariti
nazivaju se idealni fluidi, a z4 razliku od njik realni fluidi nazivaju se viskozni fluidi. Posto se
viskoznost ispoliava samo pri kretanju fluida, i to ake postoii gradijent brzine, jedan isti fiuid
pod izvesnim uslovima moZe se smatrati idealnim, a pod drugim wskomm, npr, vigkozni
fiuid pri vrlo sporom kretanju moZe se Zesto smatrati idealnim.

30.2. Dva nadina proudavanja kretanja fluida

Za odredivanje kretanja idealnog fluida potrebno je pre svega-da znamo u syakom trenutku
polofaje i brzire svih deliéa fluida, a pored toga i pritisak i gustinu fluida u svako] njegovoj
tack1 Prema tome kako se pristupa proudavanju kretanja postoje dva opsta metoda: Lagran-
ge-ev i Buler-ov metod, o ko;1ma smo govoriii u kinematici kontinuuma i ‘oni se na sledecx nalin
mogt pnmemn na fluide za nalaZenje navedenih velidina,

Lagrange—ev metod sastojf se u tome $to se svaki delic flmda prau pri njegovom. kretan_m,
slitno kao Sto se radi u. mehanici sistema festica. Da bismo uodili neki odredeni delic,
moramo znati njegov poéetm pofoZaj u nekom trenutku t=to i oznatimo njegove koordinate
 tom trenutku sa a, b, ¢. ‘T'ada se za nezavisno promenljive uzimaju vreme 1i podetne koor-
dinate deli¢a a, b, ¢ i sve traZene velidine treba fzraziiti u funkciji ovih velitina. Konaéna
;_ednaéujze kretanja uolenog deli¢a imade tada oblik

TOX=X (ti a, b, C}; y=y (F?F’ b,c) z==z (t a, by - - (30‘1}
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n p ored '{o'g;'t}cba iéi'aéin‘i pn":isak na deli¢ kao 1 gustinu deli¢a u oblika
. P—l"f‘P (t,n, tfs C},. 9""?9 (t,9, ba‘ <) {30.2)

U ovim obrascima a, b, ¢ ka:akterﬁumuo&er-ﬁ dé}ié'i mehiaiuéi ove poletne kodidinaté deliéa
dobidemo navedene velidine za svaki deli¢ fluida, tj. potpuno redenje problema,

Prema tome, u Lagrange-evom metodu za nezavisno promenifive uzimaju se vreme § Doletna
koordinate delita, a nepoznate Junkeife su koordinate delita, privisak § gusting,

Euler-ov metod sastofi se u tome 3to se tradi » svakom trenutku raspored brzing u prostory,
Gvde se za nezavisno promenljive uzimaju vreme t i prostorne koordinate X, ¥, Z1isve traZene
velidine treba izraziti u funkciji ovih velifina, Svakoj tadki prostora {x, ¥, 2) i trenutku ¢
odgovara izvesna brzina v onog delida fluida koji se n posmatranom trenutke nalazi u toj
tafki, U slededem trenutku u tu tadku prostora dodi ée neki drugi delié, kejin opitem sludaju
nema istu brzinu kao njegov prethodnik. Stoga brzina u nekoj ki prostora neée biti samo
funkeija polofaja ved i vrerfiena, te ovde imamo polie brzine u obliku

VRS (020, Vy=V (01,2, 1), Va=va (XY, 2, 1) (30.3)

Na slifan padin i pritisak i gustiny mofemo smatrati funkcijom polozaja i vremena, te
imamo i polja pritiska i gustine u obliku

p=p{x, ¥y, 2 t): p=g (x, ¥ % t) . (30.4)

Pri tome podvucimo da nasuprot Lagrange-evom metodu, gde x, y, z predstavljaju koordi-
nate delita, ovde %, y, z predstavijaju prostorne koordinate, Sime ge iz osnova menja njihova
uloga, .

Dakle, u Euler-ovom metodu 2a rnezavisne promenljive uzinaju se vreme { prostorne koordinate,

a neponate funkeife su komponente braine, pritisak i gusting,

Da bismo mogli reliti problem kretanja fluida, morame kako u Lagrange-evom tsko { u
Euler-ovom metodu nadi pet nepoznatih funkcija, a za to nam je potreban sisters od pet
shalarni; jednading. Diferencijalna jednatina kretanja fluida daée nam tri skalarne jednadine,
medutim pored nje morademo nad& jof i dve dopunske jednatine, o &emu & kasnije biti vige
refi, Za praktidnu upotrebu Euler-ov metod je mnogo pogodniji od Lagrange-evog i stoga
femo se u daljem izlaganju stufiti samo Euler-ovim metodom.

30.3. Naponsko stanje idealneg fluida

Kao %to sto ranije videli, sva kinematidka razmatranja kao i zakon odranja mase su
opite prirode i ne zavise od vrste deformabilnog teta. Tek uvodenje povriinskih sila kao
©snoviog i bitnog dinamitkog elemnenta ukazuie na razlike izmedu raznih deformabilnih tela.
Stoga je od osnovnog interesa prouliti naponska stanje posmatranog fluida, &me se daje
rjegova osnovna karakteristika, po kome se ono raziikuje od svih osrahh deformabiinih tela,

Proutimo sad naponske stanja idealnog fluida. UoZimo stoga neki vrlo mali deli¢ fluida
(sl 30.1) i analizirajmo povrdinske sile koje na njega dejstvuju, Da bismo ispitali kakav
pravac imaju povrSinske sile koje dejstvuju na ma koji element dS$ povrsi koja opkoljava
uodeni delié flnida, pretpostavimo dz one imaju i komponente u tangencijalnoj ravni oveg
elementa povrdl, Tada bji ove tangencijalne komponente izazvale klizanje deli¢a fluida
jednih preko drugih, te bi se izmedu susednih slojeva pojavilo unutrainje trenje, Medutim,
prema definiciji idealnog fluida nema unutrainjeg trenja, pa stoga ne sme biti ni ovih tangen~
cijalnih komponenata povedinskih sila i to pri ma kakvom poloZaju elementa povrdl dS,
Prema tome, povrinske sile koje defstiufu na ma kofi delié idealnog fliida wvek su normaing
na svakom elementy poors boja opkolfava ovaj delié fluida, bez obaiva na orifentaciin tog ele-
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menta povrl, 1 iskwstvo pokazuje da su ove povr¥inshe sﬁe._uveibr wm:mk: g:;:i,:;;f;
1 03I
ida fluida, ti. 1 suprotnom smeru od spolfne normale, © ie :
“c?;m:igdgﬁi po k’oi{)i se oni razlikuju od svih Ostalilf 5igforr:§apxlmh f"?:.?“ éemu se vred-
;msn povriinske sile na i;dinicu povidine naziva pritisak i on je po definiciji pozitivan

dF=—pdS m (30.5)

SL 301

Da bismo bolie videli smisac naponskog stanja idealnog fiuida,’posn}atrai mo posebno dejst\;o
povriinskih sila na element dS povrsi koja opkoljava uoZeni deli¢ fluida (sl 30.2), Prema op

toj definiciji napona (27.3) i gore navedenoi osnovnoj karakteristici idealnih fluida napom,” -

&fi intenzitet predstavija pritisak, uvek ima pravac spoljne normale i uperen je suprotno od
nfe za ma kakvu orijentaciiu elementa pourfi dS

.__ii;gm —pne (30’6)

Ako kosinuse pravea spoline normale, ti. komponente icd.iniénog vektora np oznadimo sa
o, B i v, odgovarajue skalarne jednaline glase

Pr=—pa, Py=—pf, Pa=-—py 30.7
z
)
dF
Y
X
Sl 30.2

Pifudi ove obrasce u obliku
Pro=—poa+Q- G40y
Py=0-a~pp+0-y
Pi=0 a0 B—pr,
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dobijamo, eksplicitan oblik relacija (27.16) za idealne fluide. Stoga je 1enzor napona u gvom
slutaju odreden matricom . S Coe e SR

A U S €
0 0 —p

odakie vidimo da se ovaj tenzor moZe prikazati kao proizvod skalara —p i jedinifnog tenzora
I, pa gornje jednadine moZemo napisati u operatdrskom obliku

Pcf o= _.p"g ‘a0, (30.9)

QOvako formulisan tenzor napona karakterie naponsko stanf; idealnog fluida u okolini svake

talke. - ;

30.4. Veza izmedu naponskog stanjai deforniaciie

Na esnovu teorijskih rasudivanja me mode se uspéstaviti nikakva opita veza izmedu na-
ponskog stanja i deformacije idealnog fhuida, ta veza zavisi od same prirode fluida, Poito
je u‘?vakom trenutku naponsko stanje odredeno prostornom raspodelom pritisaka, a defor-
mactja prostornom raspodelom gustina, veza izmedu naponskog stanja i deformacije bide
uspostavljena-ako se uspostavi izvesna zavisnost izmedu pritisha guszine.. Ona u opé't-én;: stu-
daju zavisi i od apselutne temperature T o :

CF@e D=0, T 3010y

pri éema.x ?blik_ ove funkcije zavisi od prirode idealnog fluida, Ova .iednaéin.a' nazi\f;a éé
karakteristitna jednalinag 1 ona karakteride fizitko stanje fluida.

U_ slufajevima kad se temperatura fluida ne menja u toku kretanja, kao kod izotermskih pro-
cesa, .iIi kad se promiéng tefnperatire svode potpuho na prometie gustine, kds kod adijabatskil
i politropskih procesa, karakteristidna jednating ne zavisi od ‘apsolutne” tetnpératﬁ're’.‘ Akd
jo§ pretpostavimo da se mee refiti po p, moZemo je napisati u obliku .

p=fp) . : (30.11)
Fluidi &ija karakteristi®na jednalina ima ovaj oblik _naiivaju se barotropni fludi.

Ako je fluid barouwopan, oblik karakteristitne jednadine zavisi pre svega od prirode idealnog
fluida, a ukoliko se menja temperatura i od wrste procesa. On se moZe odrediti empiriiskim
putem, a teorijskim samo pomocu metoda statistitke fizike. Npr. za potpuno nestisfjiva
tednost gustina je konstantna, nezavisna od pritiska, te karakteristi®na jednading ima sasvim
prost oblik

p==const (30.12)

Za idealni gas u sluaju izotermskih procesé na osnovu Boyle-Mariotte-ovog zakona pV=
==const karakteristitna jednagina glasi ‘ -
p=kip, e (30.13)
2 u sludaju adijabatskih procesa na osnovu Poisson-ovog zakona f)V'Y:const
omks o7, . o G
gde je v odnos specifi¢aih toplota pri stalnom pritisku i pri stalnoj zapremini.
18] ‘daliex:n izlaganju ograni¢imo se samo na barotropne fluide;-1j. takve idealne fluide &ja
- karakteristi®na jedna®ina ima oblik {30.11). R

.
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30.5. Velitine koje karakteriSu kretanje fluida

Da bismo prikazali raspored pravaca brzina u prostoru za odredeni rrenutak vremena, uve-

mo finije & ' e u ma kojof talki kolinearne sa vektorom braine (s1. 30.3), takve linije
nazivaju se strujne linije ili linije toka, Pri'tome primetimo da se strujne linije u svakom tre-
nutky sastoje od raznih deliéa fluida, dok se putanje delica sastoje od niza yzastopnih polo-
#aja istif deliéa pri njihovom kretanju, te se w opStem slutaju strujre linije ne poklapaju
sa putanjama dehéa fluida. Ako kroz sve tacke neke zatvorene konture povudemo odgo-
varajuée strujne linije dobi¢emo tzv. strufnu cew, koja obuhvata miaz fluida kojise u po
smatranom trenutku kreée kroz oblast ogranifenu omotafem ove cevi,

81, 30.3 S 304

Prema definiciii strujnih linija njen upravljend element dr u ma kojoj rjenoj talki M koli-

nearan je sa brzinom v u tof tacki . e men T e e

' | dr=dv, S ¢ BT

éde jleli faktor .sra%lenl‘ﬁosii. Odgovamiﬁéé sl;alarne jédnaéine glase ' -
dxe vy, dy=ivy, dz=ivs,

a otuda dobijamo, imejuél u vidu da su komponente brzine furkcije poloZaja i vremena

dx dv dz
- - (30.16)
Vx (XJ Y, I t) Yy (X, ¥y Iy E) Vi (‘.\(, Y %)

To su diferencijaine jednatine strujnih linifa, a njihovim relavanjem za ma koji fiksiran tremu-
tak ¢ dobitemo konadne jednaline ovih lindja.

Na slidan nadin uvode se i linfe &ije su mngen;é 1 ma kojoj talki kolinearne sa vektorom ugaone
Braine (sl 30.5), ove linije nazivaju se vrtloZne linife. One nam daju raspored pravaca osa
rotaciie u prostoru za odredeni trenutak vremena. Ako kroz sve take neke zatvorene konture
povudemo odgovarsjuée vrtloZne linije, dobitemo tav. vrtlofnn cew. Prema definiciji vrtloi-
nih Hinija za ma koji linijski element dx imamo -+

dr=ya, e
gde je u faktor srazmernogt: Odgovarajude skalarne jednadine su '

dxmpor, | dy=pey,  dempos
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a otuda

dx dy dz

Os(5 151 (G251 0K Y28 IR CL L))

to su diferencifalne fednaling vriloZnih lnija,

sl 30.56
U tesnoj vezi sa prethodnim pojmovima je velitina definisana obrascem

I o (ﬁwdl
J T (30.19)
I

onas . " .

onas lf; r;‘zx;:dmrkzdafzja br.?me duz‘ konture L, Da bismo videli smisao ovog pojma, posmatraje

i e 310 '}1 polju brzina ima zatvorenih strujnih linija i za konturu uzmimo jednu od
. 30.6). Tada su u svakoj tatki te konture vektori vi dl istog pravea i istog ili suprotnog

8L 30.6

::1{:;3,5 x;;rem; tome'da %i smo za smer obilaZenja konture uzeli smer kretanja flnida il su
o uko;;.o bto;,ta ée c:rkt'z!a.cua lg?ine du pje sigurno bitl razlidita od nule i to moiilfo

: fz{na ‘dui nje ima vece vrednosti. Odavde vidimo da ako u
zareorenik strujuik linia,  civhulacia breine.
merit” braing strujanja flide du¥ e,

nostl. Odavde vidimo dz : polju brzine ima
dug ma koje od njik je razlifita od mde § daje nam
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30.8. Hidromehani¥ki smisao divergencije i rotora

12 osnova izloZenoga moZemo videti smisao divergencije i rotora. U tom cilju primenimo

 Gouss-ovi teoremu pa brzinu v

Sv- G 8= Sdivv dv, (30.20)
S v

Zime fe data veza izmedu povrdinskog integrala po ma kojoj zatverenoj povtdi S { zapremins-
kog integrals po zapremini V koja je obuhvadena ovom povriinom, Prema definiciji fhiksa
fluida (27.43) integral na levoj strani moZemo interpretirati kao fluks teZnosti jediniZne gus-
tine kroz povriinu 5. Ako je fluks razligit od nule, 1. ako koligina tefnosti koja izade iz pos-~
matrane zapremine nije jednaka kolidini tefnost koja u nju ude u jedinici vremena, inte-
gral na desnoj strani mora takode biti razlitit od nule. T'o ¢e biti mogude jedino tada ako je
1 fzvesrim tafkama oblasti V, koje mogu obrazovati i bontinutan div v#0.

Da bismo bolje sagledali smisao ovoga, istaknimo pre svega da bi zbog uslova p=1 prema
jednatini kontinuiteta u obliku (27.51) u svim tatkama trebalo da bude div v==0. Stoga
moramo pretpostavit da se u ovom sludaju u nekim tafkama prostorg mogu pojauliivats ili
i¥ezquari izvesne kolifine tefnosti, koje udestvuju u njenom kretanju (sl. 30.7). Tatke ukojima
se pojavijuje tetnost nazivaju se fzvori, a u kojima 13&ezava — poneri i iz pjih polaze odnosno
u njima se svrSavaju strujne Hnije, Neka je M jedna takva tatka (sl. 30.8) i opkolimo je iz~
vesnom malom povidi A S, koja obuhwata zapreminun AV, Tada prema teoremi o

srednjoj vrednosti funkeije imamo

ng-dSm—di\rv-AV,

43

PR : ! eetn m-—a---‘::' ‘:---q-—---
S/ | N/ ‘ N
SL 30.7 SL 30.8

gde je div v srednja vrednost od div v u zapremini A V. Ako pustimo da zapremina AV
e nuli obubvatajudi stalno tatku M, ova srednja vrednost teZide vrednosti divergencije

brzine u tacki M
év'ds

(divv),, = Al'?-}jo ASAV ac2n

Ovyj izeaz predstavlja fluks posmatrane teSnost kroz povriiou A S oko tatke M po jedinici
zapremine AV,

Prema tome, ako postoje takve zatvorene povrsi kroz kofe je fluks nestifliive tefnosti razlitit
od nule, u oblasti fluida postoje talke u kofima fe div v£0. U tim 1atkama nalaze se zvori
ili ponort, a divergencija braine u ma kojof od njik predstavlia Folitinu teSnosti jediniine gustine
koja izade iz jedinitne zapremine oko ove tatke u jedinici vremena.
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Smisao rotora moZemo videti iz Stokes-ove teoreme, koja za brzinu v glasi = -

L -.ng‘.air_'sz'céiv-a"’s; LTI N Gy

I 5,

#ime je data veza izmedu Hnijskog iﬂtegral'a'f)p ma l‘cojc'ii 'zatvorenoi konturi L i povriinskog
integrala po povr$i S oivifenoj konturem 1. Integral na levej strani prema definiciji (30.19)
predstavlja cirkulaciju du konture L i ako je ona razliGita od nule, % polju braine ima zatvo-
renih strujnih linifa, 1 tom shudaju integral na desnoj strani takode mora bit razlifit od nule,
a 10 je mogude samo tada ako je u izvesnim talkama povrl S, koje mogu abrdzc_mati: 1 kontis
nuum, rot v#0. § druge strane, pri proufavanju deformacije videli smo da zbog nezavignost
deformacionog dela brzine v od ugaone brzine o kod deformabilnih tela vazi relacija (26.29)
kao i kod krutih fela o o S
. | Crot v=2w, N €L X))
koja ovde dzje zavisnost izmedu brzine neke taske M i ugaone brzine delica fluida. Stogau
posmatranom sludaju u tadkama u kofima je rot w520 naloze se delics Jhuida koji se obréw.
Npr.ako je u $rafiranoj oblasti na sl. 30.9 ror v=£0, a van te oblasti rot v==0;,. cirkulacija pe

konturi L keja obuhvata §rafiranu oblast razlidita je od nule, a u ovoj oblasti nalaze se deliéi

" fluida koji se obréu. - :

S1, 309 SL 30.10 .
Ispitajmo jo§ podrobnije smisao pojma rotora i u tom cilju uotimo neku ts;éku M (s f;().lo)
i opkolimo je izvesnom konturom A L. Kroz ova konturu i talku M postavimo izvesnu povr-
§inu A S i to takvu da’'njena normala u tatki M ima pravac ose fotacije deliéa fluida koji se
nalazi u toj talki. Prema teoremi o srednjoj vrednosti funkeije imamo

"§'v-d1mf(rotv)ndSm(rotv)nA' S, :
L AS

gde crta oznadava odgovarajuéu srednju vrednost na povrdi A S, Ako pustimo da povriina
A B tefi nuli sadrZavajudl stalno tadku M, ova srednja vrednost teZide vrednosti normalne
komponente rotora brzine u ta¥ki M. Podto préma konstrukeiji povrdl i obrascu (30.23)
9t v ima pravac normale na povrdini A S u taki M, gornja granitna vrednost predstavljace
] . — : Lo B I

intenzitet vektora rot v odnosno 2«

T

Guar’

| lotviy=2oy= lim AL T T o
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Prema tome, ako postofe tiakue konture duf kojik je cirkulacija razlitita od nule, t. ako u polin
brzine tma zatveremth stragnih linifa, w oblasti fluida postofe tadke u kofima je rot vs£0. U tim
tafkama deliéi fluida se obréu, a intenzitet rotora briine u ma kofof od nfik predstavlia cirkula-
¢ifue du¥ konturz oko Jedinitne povriine #ormalne na pravac ose rotacife i daje meru brzfne abr-
tanja delita fluida koff se halazi u tof tadki.

3. DIFERENCIJALNE jEDNAéENE. KRETANJA IDEALROG
FLUIDA . ‘

31.1. Osnovna jednatina dinamike idealnog fluida

Nadimo sad osnovau jednadinu dinamike idealnqg fluida, tj. odgovarajucu diferencijalnu
jedna&inu kretanja. U.tom cilju podimo od opdte jednadine kretanja deformabiinih sredina
(27.45) : i

%1=f+- 2 (v, By
t e

gde je f zapreminska sila po jedinici mase, a o4 tenzor napona, koji za idealne fluide prema
obrascu (30.9) ima oblik :
AN=—pF (L

Divergencija ovog tenzora bice, prema definiciji jediniénog tenzora

Voef=—v 0 RPN=~(g - Pp=-—7 D,

tj.
V- of=—gradp, (3L.3)
pa osnovna jednadina kretanja (31.1) za idealne fluide dobija vid
1 1
4¥ e A ap (31.4)
de P ‘

Do ove jednadine moZe se dodi i neposrednim putem na sledeéi 'nadin, Posmatrajmo neki:
deli¢ fluida zapremine dV (sl. 31,1} i neka je 3 S povri koja opkoljava ovaj delié, a dS
element te povrdi. Primenimo sad ‘osnovnu jednadinu dinamike na ovaj deli¢ fluida. koji
ima masu p dV. Zapreminska sila koja dejstvuje na uoleni deli¢ fluida iznosi dmf=p dV - f,
a povidinska sila koja dejstvuje na element povrdi d$ prema obrascu (30.5) je —pdS,teje

rezultanta svih povriinskih sila — '¢‘ p d8. Tada je ukupna sila koja dejstvuje na ovaj deli¢

88

dF=pdV-f—-—9§pdS. (31.5)
53

p; c;snovna ;'ednéﬁna dinamike 72 ovaj delié fluida glasi

d
pdV-—&{-wpdV-f—ggpdS (31.6)
58

Sablerimo sad tako dobijene jednadine zasve delie fluida u zapreminiV, oiviéehoi povrdi
3. Posto na svakom elementu dS zajednitke granidne povrdl dva susedna deliéa fluidd ima-
mo isti pritisak p, a'razliditc usmerene vektore 48, pri integraciji po uriutrainjim graninin
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povriima 8. S pojavljivaée se 1 parovima &lanovi-—pd$ i pd$, e se svi povr¥inski integrali
u urfuu:a§njosn ove zapremine ponidtavaju, Stoga precstaju samo povriinski integrali po
‘_spclxqo} povrii §, te dobijjame ..

S L
fp-—d;dv=fpfde9§pds SR 1 )
v v S

8L 311

Da bismo pos!fdnii integral pretvorili u zapreminski, primenimo Gauss-ovu teoremu na
vektor pC, gde je C proizvalian konstantan vektor N

9§pc-ds= f_div(pC)dV (31.8)
3 v

Polw je zbog konstanenosti vekiora C

div (pC)==pdiv C-+C.gradp=C-grad p,
gornji obrazac moZemo napisati u obliku

G-SEgdS=G- fgradpdv,
5 v

a zbog proizvoljnosti vektora C cdavde dobijamo

9§Pds= fgradpdV (319) -

) R Vi
Tada jednadina (31.7) dobija oblik

dv
S P ST dva S\Q f-gradp)dV, (31.10)
v

u kome na obema stranama figuri$u integrali iste vrste,

U ovoi iefinaéini zapremina V je sasvim proizvolina. Da bi ova iednakost vaZila za ma
kakvu proizvolinu zapreminu V, integrandi na obema stranama u svakoj tadki morsju bitd
medusobno jednaki

dv
el f—grad p,
a otuda
dav 1
| —T-——f—; grad p ‘ (GL1Ly.
To je osnovna jednalina dinamike idealnog flutda, koja se naziva i Euwlerova jednatina,
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$1.2. Analiza osnovne jednaline

fzvréimo sad analiza osnovne jednadine dinamike idealnih fluida (31.11). Pre svega, treba
istaknirti da se ova jednating odnosi na.delié fluidd u trenuthu t Hje su poletne koordinate’
a, b, ¢ (Lagrange-ev metod), ednosno kofi se u tom sremuthu nalazi o talki (x, v, ) (Euler-ov
metod). Pri tome ove veli€ine igraju ulogu nezavisno promenijivih, te je gornja jednadina
ustvarl darcijaing diferencijalna jednakina, ekvivalentna sistemu od beskonadno mnogo obinih
diferencijainih jednating, Sem toga, ovde imamo dva tipa sila: zapreminske { povriinske, a
ubrzanje deliéa fluida potife od svih sapreminskih sila i samo od onih pouvrfinskik sila koje se
memaju od tafke do tacke, pri femu razlike u pritiscuma irazivaju ubrzanja u praveu najbrke
promene pritiska.

Poito samo zapreminske sile unapred znamo, u osnovnoj jednalini dinamike idealnih fluida
imamo pet nepoznatih funkcija: koordinate delita X, ¥, 2 (Lagrange-ev metod) 1l homponente
Breing Ve, Vy, ¥z (Buler-ou metod), pritisak p i gutsting g. Stoga, kao i u optoj dinamic
deformabilnih tela, 1rf skalarne diferencijalne jednatine kretanjau mehanici flulda nisu dovolfne
za odredivanje ovik pet nepoznatih velifina, ovaj sistem jednadina neophodno je dopuniti jo¥-
dvema skalarnim jednadinama.

Pri rédavaniu ove parcijalne diferencijalne jednacine moraiu se uzeli samo ona redenja koja
zadovoljavaju date podetne i granidne uslove. Podstni uslovi sastoje ce u tome da « poletnom
trenuthu t=to mora biti poznat prosterni raspored brzina, pritisuka { gusting u fhuidu, tf. funkcife
v (%, ¥, Z00h P (& ¥ 2, te} § (% ¥, 2, to) Na pr. ako fluid u mirovanju poéne da istide iz
nekog otvora u sudu 1 trenutku t==to,u tom poletnom weenutkn brzine delida u svim taka-
ma fluida jednake su nuli. Graméni uslowi predstavljaju pak izvesna ogranidenfa w pogledu
braine, pritisha { gustine na graniinoj poors fluida, uslovliena priredom samog problema.
Na pr. ako fhuid ima slobodnu povrs, brzina delica pa toj grani®noj povrsi ne mode imad
normalnu komponenty, a ako se fluid natazi u dodiru sa atmosferom, pritisak na graninoj
povrdi mera biti jednak atmosferskom pritisku.

Ukadimo ovde na karakteristidne razlike u ovom pogledu izmedu mehanike sistema i meha-
nike fluida u vidu sledeéeg Sematskog pregleda:

Mehanika sistema Mehanika fluida

Nezavisno promenijive vreme t pot. koord. deli¢aa, b,civremet

ili
prost, keordinate X, ¥,2° 35t

Nepoznate funkcije koordinate Zestica koord. delita x, y, 2, pritisak pi gustina p.
Xys Yo 2y iti
komp. brzine vz, Ve Vz, » P 9% g

Difer. jednatine sistem obidnjh dif.  jedma parcijalna dif. jednafina

kretanja jednadina

Tipovi sila sile na Zestice Fy dva tipa sila: zapreminske i
povriinske

Vrste uslova potetni uslovirygivyg dve vrste usloval poletni i
graniéni

Zatvorenost jedmatina  dif. jednadine kretanja  dif. jednatine kretanja  nedo-
kretanja dovoljne voljne
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31.3. Potencijal ubrzanja
1J izvesnimn sluajevima osnovna jednatina dinamike jidealnog fluida moZe se transformisati u

jednostavniji oblik. Ako pretpostavimo da je fiuid-barotropan, tj, da njegova karakteristitna
jednaZina ima vid (30.11), uvedimo velifiny S .

dp dp .
vor-{ 222
| o o) | (31.12_)
Tada prema definicifi integrala imamo
a9 11
dp £(p) o’
pa ¢e 'bid
.. . a4 . ‘ .
grad = —grad p=—grad p, : “ A3y
dp o grad p. . (31.13)
te jednadina (31.11) dobija vid
AV e
w grad ¢ (3;."14>-

Ako jof pretpostavimo da su zapreminske sile potencijalne,

f==—grad ep, ‘ (3115

osnovaa jednadina dinamike ideainog fluida glasi

dv ‘
) ) g = —erud ep~g;ad 4, "
$to moZemo napisati i v obliku,
dv ' :
eogmdQ (31.16)
gde smo stavili
Q=cp+¥ (3117

Ovako uvedena veliina Q naziva se porencijal ubrzanja i onaigra veliku ulogu u proudavanju
kretanja idealnog fluida.

Da bismo bolje videli smisao pojedinih velidina, zadr¥imo se na obliku jednadine (31.14).
Qdavde vidimo da se drugn &an, koji potide od povriinskih sila, moZe izraziti kao nega-
rjl\'rni gradijent izvesne skalarne funkcije, te ova funkcija § predstavlja odgovarajuéu peten-
.c_ua.ln‘u‘ energiju. Poéto‘ovaj ¢lan stoji uporedo sa zapreminskom silom f koja odgovara
jedinici mase, velifina ), definisana obrascem (31.12), predstaviia potenciialnu energifu fluids
koja 'pozi&'e\od povrlinskik sila po jedinici mase. Ukoliko su i zapreminske sile potencijalne,
velifina ep Je potencijalng energija fluida kofa potie od zapreminskik sila po jedinici mase, te
potencijal ubrzanja Q, definisan obrascem {(31.17), predstavija ukbupnu porencifalnu energiju
fhuda po jedinici mase. .

31.4. Euler-ov metod za fluide

Da bx‘smo _primenili Eulerov metod, moramo kao nezavisno promenljive uzeti prostorne
koordinate x, ¥, 2 i vreme 1, a kuo nepoznate funkcije komponente brzine vy, vy, v, pritisak pi

gustinu p. Tada pre svega moramo u tom smislu transformisati ubrzanje delica E‘j u
’ dt

osnovnoj jednadini dinamike idealndg fhida (31, 11).
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Paito sad brzinu v smatramo funkcijom poloZaja 1 vremens, imamo
av v v av :
d ye=— dt +— dx +r—dy +— d= 31.18
M at +':}x +By ¥+bz - - ¢ )

Qvaj obrazac odreduje promenu brzine uoenog delida fluida v intervalu vremena (t, t--dt),
1. razliku brzina istog detiéa od kojih prva odgovara poloZaju (x+dx, y-k-dy, z+dz2) i trenut-
¥u t-+dt, a druga polodaju (x, v, 2) | trenutku 1. Ako zadnja tri dlana napifemo kao rezultat
primene odgovarajudeg operatozra na funkeiju v i nodime da se ovaj operator moe napisati
kao skalarni proizvod vektora dr iy,

v v av 2] 9 d
——dx - ——dy-p—dz=| dx —-+d +dz— | v=r{dp-
P ‘{‘T‘ay_ Y“f‘az Z ( ax'r' V_a';, BZ) {de-y)v,
prethodni {zraz mofemo napisati u obliku
2
dv=i dt+(drg) v (31.19)

Analizirajmo sad posebno &lanove ovog izraza. Ako fiksiramo poloZaj, bite dr=0, pa odgo-
varajuci izraz

2
(dv)lwgz—‘"dc S : (31.20)

predstavlja elementarnu promenu brzine deliéa fluida usled menjanja polja brzine u toku vremena
i naviva se lokalna promena brizine. Ako pak fiksiramo trenutak, bide dt==0, a odgovarajudéi
izraz

{@vk=dr-y}v {31.21}

predstavlia elementarnu promenu brzine deliéa fluida nsled razliditih brzinag u raznim tatkama
i naziva se konvektivna promena brzine.

Odgovarajuéa promena brzine delica dv, sastavljena iz lokalne i konvektivne promene, naziva
se zotalna ili supstancijalna promena braine, pri femu se posledajim nazivom Zeii istadi
da se ona odnosi na delié posmatrane supstance u kretanju, Ako izraz (31.19) podelimo sa dr.
dobiemo i odgovarajudi izraz za ubrzanje uodenog deliéa fluida

dv " Av )
BASIRLA SEN S 31.2
o e +v-y)v (31.23)

Prvi &lan ovog 1ztaza naziva se lokalro ubrzanje, a drugi konvekiiono ubrzanje.

Odavde vidimo da se wbrzanje delita fluida sastoji iz lokalnag i konvektivnog ubrzanja, pri
Fermu proo harabterife promenu brzine delita usled memanja polja brzine sa vremenoimn, a
drugo promeny braine usled razligitih brzina u raznim tadkama.

Sad mo¥emo napisati i osnovnu jednadinu dinamike idealnog fluida u obliku koji odgovara

Eulerovom metodu za fluide. Zamenom nadenog izraza za ubrzanje u jednalini 1.1y

dobijamo
av 1
3—t+(v-v}v=f~——-gradp (31.2%)
P

Ova jeduadina naziva se takode Bulsrova jednating i ona predstavija diferencijalnu jednalinu
kretanfa idealnog fluida u Euler-ovem metodu.

P4l

©




péﬁmn sistern jednadina
Poita su nepoznate funkcije u Euler-ovom metodu komponente brzine, pritisak i gustina,
-pored Euler-ove jednadine, kojoj odgovaraju tri skalarne, moramo imati jo¥ dve jednadine za
odredivanje ovih nepoznatih funkcija, Ako se ogranidimo na barotropne fiuide, te jednadine sut
Jednading kontinuiteta (27.51) i karakteristitna Jednafina (30.11), te imamo sistem jednatina

v

1
+(Va v)vmf_.n«-— grad P
at e

d -
'é%—}—div (p v)=0 (L2

p=f(p)

To je potpun sistem jednatina u Euler-ovom metodu, koji odreduje navedene nepoznate funk-
cije. Ako imamo u vidu da operator v - V u razvijenom obliku glasi

vy 2 + 0 + 2
F V=V vy e
Yox ’ay oz
prethodni sistem jednadina mofemo napisati u obliku
av: an évx Jvx i dp
Y s s g e —
ar g Tyt =k o %
vy dvy vy d vy 1 dp
vy T+ vy e fy e ——
ot M ax TWay TV T dy
o v vy dv, o vz 1 c’lp
S o RS- S S A (31.25
at+v"ax+“’ay+v‘az p dz
Op dlpvy) GCPVy)_I_d(pvf)__o
ot a4x dy dz
p=1(p)

Ovaj sistem jednafina predstavlja sistem parcijalnih diferenciialnih jednating u kofima su
nepoznate funkeije komponente brzine vo Vy, Vz Pritisak p i gustina o, a nezavisno promenljive
prostorne koordinate X, v, % i vreme t. Refavanjem ovog sistema jednadina uz date pofetne {
granidne uslove moZemo dobiti ove nepoznate funkcije u obliku

Va=vz (X, ¥, 2,1), vy=vy G, ¥, 2, 1), Vas=va (x,¥,2,1)
’ (31.26)
P=p (X, 5,51}, p=p (5, ¥, 2,1}
Medutim, treba napomenuti da je ovaj sistem jednadina integrabilan samo u vrlo maiom bro-
ju sludajeva i to pod specijainim poletnim | grani®nim uslovima.

Prema tome, ako je fluid barotropan, Euler-ova diferencijalna jednating hretanja, jednadina
kontinuitetq § harakteristitng jednaing potpuno odreduju kretanje idealnog flida,

315, Transformisana Euler-ova jedpadina

U fzvesnim sluéajevima Euler-ova jednadina u oblikn (31.23} nife pogodna za refavanje prob-
lema, a narolito onih kod kojih se javlia rotacija fluida, koja je okarakterisana velidinom
rot v. Da bismo ie transformisali u pogodniji oblik, razvijmo iztaz v x rot v po pravilima vek-
torske analize, oznacavajuéi zvezdicom 2lanove na koje treba primeniti Hamilton-ov opera-
tor y. Tako dobijamo

VXIOL vy X (YR VI)=y (v v¥)—(v. §) v¥, (31.27)
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& pofto je
y(v V=g ¥* Nty {v.-v)=2y{v-v¥,
bide
S —
V(v v e 3 V(v v)=gr P
pa prethodni izraz moZemo napisati u obliku
i
v % 1ot ve=pgrad (—Eva) —-(v-V)v (31.28)
Qdavde imamo
1
(v- ) v=grad -£~v2 Y XK TOL V,
pa ﬁulehm‘a jednatina (31.23) dobija oblik
1
%Y 4 grad (%vz)mvx rotv=f— —grad p (31.29)
at .

i opa se naziva transformisana Euler-ova jednading ili Gromeko-Lamb-ova jednaling.

Pod izvesnim dopunskim pretpostavkama ova se jednatina moie uproszit.i. .Ako kamkterz'f—
titna jednadina ima oblik (30.11), tj. ako je fluid barotropan, prema jednadini (31.14) gornja
jednadina svodi se na

ia-:g+grad(}—- vﬂ)-—vx rot ve==f-grad ¢, (31.30)
ot 2

2 ako su sem toga i zapreminske sile potencijaine, prema (31,16) gornja jednalina dobija vid

w?"""":»{~g1'szci (—;— v‘-’)—vxrot v=—grad Q. (31.31)
ot

31.6. Helmholtz-ova jednadina

PotraZimo jo? diferencijalnu jednatinu koja bi odredivala ugaonu b:z'im.l deliéa idealnc')g
fluida i pretpostavimo same da je fiuid barotropan. U tom cilju formirajmo rotore obeju
strana transformisane Euler-ove jednadine (31.30)

roti-?--}«rot grad (-;— v? ) ~10k (¥ X 10t ¥)==rot f—rot grad ¢,
at

a podto je rotor gradijenta ma kog skalara identitki jednek nuli, otpadaju drugi Clan sa
leve strane i'drugi sa desne

rot —Z—Z—rot {vxzrot v)=r10t £ (31.32)
1

-
Izmenimo sad red operacija u prvom &lanu i stavimo prema cbrascu (30.23) rot v=2 w,
&ime unosimo trafenu ugaonuz brzinu i dobijamo

—

ew?«}»-—rot v ;;) mml— rot £ (31.33)
dt 2

21
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I{az"} mo sad dlu 1clan, Ozﬂaaava] L!él Zfezdlcoﬂl Vel\tﬂre na ko e treba pIime inl HB}“LIE{)![-
i men:

B - . e - o ]
10t (v X @)=y X (VX 0)+ g X (VX 0%) = (@) vF—o(g-v¥) b v(ga¥)—

—
—‘(V' V) &)*,

R

. 1
a polto je yow=div (—2— rot v) =0, jednatina (31.33) u eksplicitnom obliku glasi

i ) - - '
m—— = - 1
33 — (- P)V+o dxvv+(v~\7)m=—2— rot £ (3L34)

Imajudi jod u vidu da je

e - —r -
do _de, dw. do

a;; aﬁ) =g
Gy g m e .
X y!:"l-c.’zz t+(v V),

—

dt ot ox~ o 3

prethodnu jednadinu moZemo napisati konciznije

do

— -+ 1
m&;—-(m- Vv dxvx*m«i— rot f, (31.35

a ako ovde jof div v zamienimo iz jednadine kontinuiteta (27.52) ,dobijamo

do_w dp_ = 1
&t p at ={¢2 V)V+”£“mtf

ili, posle deobe sa ¢

—

a2
B A (31.36)
dr ( o V)v+2p rot £

I’I{‘of je djferencij.aina jf:dnac':ina koja odreduje odnos ugaone brzine 1 gustine i ona se naziva
2 ;nso{{z—ava {edn'acma. Ako jof pretpostavimo da su zapreminske sile porencijalne, otpaile
poslednji &lan, jer je xot £= —rot grad =0, pa se Helmholtz-ova jednadina svodi na

d'g\)“ -
e_{a (31.37)
de - e v v

me .posltupkom istovremeno su eliminisani dinamiki parametri iz osnovne jednaline
?manftke xdcalpih fluida: zapreminske sile 1 pritisak i stoga je ona veoma pogodna za prou-
favanje osobina kretanja onih idealnih barotropnih fluida podvrgnutih dejstvu potenciilm’h
zapreminskih sila gde ugaona brzina igra bitnu ulogu. 1
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32. VRSTE KRETANJA IDEALNOG FLUIDA
32.1. Mirovanje fluida

Ako se idealan fluid nalazi u ravnote?i, uhizanje ma kog delidz fluida jednako je nuli, te se
Euler-ova jednadina (31.11) svodi na oblik

1
f=-— grad p {32.)
e

Ova jednadina predstavlia usloy ravnotede idealnog flwida, a u siuaju barotropnih fluida, 4.
flulda &ja karakteristiéna jednafina ima oblik {30.11) na osnovu obrasca (31.13) ovaj ustov
moZemo napisati 1 v obliku

=grad ¢ (32.2)
Odavde vidimo da samo konzervativne zapreminshe sile mogu odriavati idealan barotropan
fhiid u ravnotei. _ _
Primenimo sad ovu jednatinu na fiuid u polju Zemljine tee pod pretpostavkom da nema
nikakvih drugih zapreminskih sila. Tada je zapreminska sila po jedinici mase

= —ges, (32.3)

gde je eg jedinini vektor Z-ose, pa uslov ravnotefe ima oblik

1
— grad p=—g &3 (32.4)
#
a odgovarajude skalarne jednadne glase
1 dp 1 9dp 1 dp
S =T, — (], — —=—p (32.5)
p 00X p dy g 4z

Prve dve jednatine pokazuju da pritisak ne zavisi ni od X i od y, ved samo od z, te se treta
jednading svodi na

1 4
P 2
a otuda
dp=—p gdz,

pa integracijom od nekog stalnog nivea zo do ma kog nivoa z dobijamo
Zo
pP—Ppo= Sp gdz (32.6)
2

Ovaj obrazac odreduje statighi pritisak fluida i prema njemu je raziika pritisaka na dova
nivoa u fluidu jednaka te3ini stuba fliida nad jediniénom povriinom tzmedu ovih nivoa. Ako je

m/_ﬂ| Zg
FGiah iy z
81, 32.%

red o tednosti 1 ako 2o oznadava nivo slobodne povrdine (sl 32.1), ovaj obrazac odfcduje poz-
natl hidrostatitki pritisak. -
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Pretpostavimo sad da je na ma kakav nadin pritisak pp na nivou zp promenjen za A p, pri
Semu se nije poremetila ravnoteZa fluida, Podto se time niita neée promenit na desnoj strani
jednatine (32.6), razlika p--po mora ostati nepromenjena, te se { pritisak p u ma kojoi tadki
fluida mora promeniti za Ap. Odavde vidimo da se promena pritiska u fleidu u stanju ravnote-
Ze prenosi u svim praveima podfednako- (Pascal-ov zakon). o i

Cvrsto telo u fluide

Posmatrajmo sad ma kakvo &vrsto telo potopljeno u fluid (sl. 32.2) i neka je zapremina tog
gvrstog tela Vi, a povriina 8y, pa ispitajmo dejstvo tlnida na njega, Ovo dejstvo odreduje
rezultania svih poursinskik sila kojima fliid defstouje na to Sursto telo i ona fznosi

5

SL 32.%
a prema obrascu (31.9) ovaj povrinski integral moemo pretvoriti u zapreminski
R=r Sgrad pdv (32.8)
Vi

§ druge strane, prema uslova ravnotede idealnog fluida u polju Zemijine tede (32.4) imamo

grad p=—op geg
pa zamenom U gornjem cbrascn dobijamo

Ruseg S g gdV {32.9
Vi

Gvaj o.brfxza_c odreduje rezultujuén sila kojom fluid dejstvuje na potopljeno Tvrsto telo, pri
demu je intenzitet ove sile odreden gornjim integralom.

Podto p dV + g predstavlja refinu delica fluida koji bi se nalazio u nekom elementu dV zapre-
fnine V1 kada se u toj zapremini ne bi nalazilo évrsto telo, gornji integral predstavlia tedinu
istisnutog fluida, Serm toga, vidimo da ova rezultujuéa sila ima pravac i smer jedininog vek-
tora eg u praveu i smeru Z-ose, te je uperena navide i stoga se naziva potisak, pa moZemo redi:

Swvako ursto telo potoplieno u idealni fluid u stanju ravnotefe trpi potisak kojt je fednak tedini

istisnutog fluida i za toliko prividno gubt od svoje te¥ine. Ovaj zakon predstavija poznati Arii-
med-ov zakon.

32.2, Stacionarno kretanje

Ocvl s‘vih Llcretanja naj prostije je takve kretanje pri kome se braina, pritisak i gusting u ma kojof
taiki fluida ne menfaju u toku vremena

v ap deg
4——‘%0‘ PR L S,
i =0, ~o=0 (32.10)

k
|
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Takvo kretanje naziva se stacionarne kretanfe i u tom slutaju brzina, pritisak i gustina zavise
samo od poloZaja

v=v(,y,2), =02, p=p(%¥,% . o (3211

Mi smo ranije uveli struine linjje kao linije &ije su tangente u ma kojoj tadki kolinearne sa
vektorom brzine, a u ovom sluéaju njihove diferencijalne jednadine (30.16) glase

dx _ dy dz
vz {572 wE %D WXy

(32.1%

Polte u ovim jednadinama ne figurira veeme t, strufne linife pri stacionarnom kretanju ne
menjaju se u toky vremena. Na osnovu toga moZemo izvesti slededi vaZan zakljulak o putanja-
ma deliéa fluida.

Uogimo neki delié¢ fluida i nekoliko njegovih poloZaja u toku kretanja (s.1. 32.3). Tangente u
ovim tackama putanje kolinearne su sa brzinama v, v, v ... u odgovarajudim trenacima
t ' t7 ... apodtoseove brzine ne menjaju u toku vremena, to su istovremeno i brzine
koje odgovaraju raziititim deli¢éima na strujnoj liniji u istom trenutku, npr. trenutku 1,
Stoga je putanja uodenog deliéa istovremeno i linija &ije su tangente u ma kom trenuthu
kolinearne sa odgovarajuéim vektrorima brzina, te se poklapa sa strujnom linijom koja prolazi
kroz talku M. . .
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Prema tome, pri stacienarnom kretanju flutda strujne Hnije predstavijafu putanje delida, pri,
Semu se na svakof strufnof liniji vvek nalaze istf strujni deliéi fluida, Medutim naglasimo da
ovaj stav vaii samo za stacionarno kretanje.

Bernoulli-ev integral

PokaZimo sad da pod pretpostavkom da je fluid idealan i barotropan, a zzpreminske sile
konzervativne uvek postoji jedan integral kretanja, koji predstavlja zakon o odrZanju energije
duZ strujne linije, prema tome svi delié na istoj strujnoj linifi imaju istu energiju. U tom
cilju podimo od transformisane Euler-ove jedna¥ine u obliku (31.31), u kojoj zbog prvog
uslova {32.10) otpada prvi &lan

1
grad (? v2)-—v>< rot v==~~grad Q (32.13
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PomnoFim j i ji jeni
0 obe strane ove jednadine sa ma kojim upravljenim e'ementom dr strujne linije,

koji je istovzemeno i elementarno pomeranje odgovarajuleg deliéa fluids, &me dobijamo

; i .
. e 2l Ay .
dr g:rad(2 v} de- (vxrot ¥)=—dr-grad Q (32,143
Da bvisrno transformisali ovu jednadinu, primetimo da je promena ma kakve skalarne funkcije
polofaja £ (x, vy, 2} pri pomeranju za dy

af af . ) af
df=—dx — dz=dr-
P +aydy+azdz~mdr grad £
Na osnovu ovog abrasca prvi ¢lan gornje jednadine jed (—1-— va), a zadnji ~dQ dok drugi
2 »

tlan dr « (v X rot v) zbog kolinearnosti vektora de i v otpada, pa imamo

1
d e
| (2 v J dQ (32.15
B Qf_lavgliiiﬁgggracijom dobijamo '

1
Wf vi=— Q-+ const,

ab?ilmcnjujuéi Q njegovom vrednoicu (31.17), prethodnu jednadinu moZeme napisati u
obliku

1
E"v?—i-sp-i—apxconst (32.16)

g;:r:\c;:a éﬁmviﬁ j?aian integz.‘c.rl kretanja i naziva se Bernoulli-cua Jednadina,
- » jé':‘\ : ?thkl.} energiju makrofizigkoy kretanja jedinice mase, drugi po~
. jalny energiju jedinice mase usled zapreminskih sila, a tredi prema analizi jedna-
(?ma v(fi1.14) potencijalnu energiju jedinice mase usled povrdingkih sila. Stoga . j
jednadina izraZava zakon o cdeianju mokrofizidke mehanidie energije jed;n;ce m:zm;;

sEruine Linid .
. rujine ,wfz,;e, pri Zems se konstanta odnosi na jedou edredienu strujou lindju, Ake sa
jedne strujne linije predjemo na drugu, ova Konstanta &e imati neku drugu vrednost

P . . . .

Prema r'ome, 1?3': staczqgamom]ereramu barotroprog idealnog flwida pod pretpostavkom da su
zapreminske sile honzervattune zbir makrofinzidke Rinetitke i potencijalne energije jedinice ma.

e fe stalan duF svake struine linife.

Ako je fhdd nestidlfiv i ako je zapreminska sfla Zemljina tefa, gornia jedpatine mofe dobiti
prostiji oblik. Tada je p=const, pa je prema obrascu (31.12) ¢=£~ » @ gp==pz, te jednakina
e

(32.16) postaje

1 P :
""5‘ v2+gz+?mconst, G217

§to se obitno pife u obliku
1
ppe gz+-i~ o v?=Const,

Ova jednadina daje vesu famedu pritiska, visine i brzine du$ svake strujne linife.
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Primenimo ovu posiednju jednalinu na isticanje reske nestifljive telnosti iz suda (sl. 32.4)
i u tom cilju nodimo jednu vertikalmu strujnu linfju od nivoa slobodne povrdi do otvora, Ako

. indeksom 0 oznalimo velidine koje se odnose na pive slobodne povriine, a indeksom 1

velitine koje se cdnose na nivo otvora, gornja jednadina daje

1 ! |
pitog mtovit=potogzotsy o Vel ' (32.18)

Zy

e
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Pretpostavljaiuéi da je slobodna povriina wednosti u sudu dovoljno velika, tako da moZemo
nzet da se njen nivo pribl#no ne menja, i oznadavajudi sa py atmosferski pritisak, imamo

voR0, Po=Pi1=Pa
pa dobijameo *

1
-i“ viZe=g {Zo—21}==gh,

te
n=+/2gh - (32.19)

Ovaj obrazac odreduje brzinu isticanja tednosti iz suda, pa imajuéi u vidu zakone sloboednog
pada, moZemo redi:

Braina isticanja teske nestisljive tefnosti iz suda jednaka je braini koju bi tednost dobila kad bi
slobodno pala cd nivoa slobodne pouriine de orvora sude ( Torricelli-eva teorema).

32.3. Potencijalno kretanje

Kretanje pri kome je za sve delide posmatrane kolifine flulda

ot v==0 (32.20)

—
naziva se potencijolno kretanje. Poito smo videli da je uvek rot ve=2 o, u ovom sludaju deliéd
Sfluida se ne obréu, §toga se 0vo kretanje zove 1 beswvriledno,

Poito je uvek
rot grad @ = y x{y @)=0,
vidimo da se zbog uslove (32.20} Erzing delica moZe prikazati kao gradijent nekog skalara

v=grad @ (32.21)
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Ovako‘ 'uvedex} skalar ¢, koji u opitem sludaju mode zavisiti od peleZaja i vremena, naziva se
. - - ’

‘ iorfncz;al é'rr.eme3 otku‘d i -ponée naziv ove viste kretanja, Na ovaj nadin ispitivanje polja

rzine svedeno je na t_spmvan_;ehpoha pqtencijaia brzine, &ime je broj nepoznatih funkeija

sveden od tri na jedan.

Pri ovome treba imati na umu da je ovde re& o brzini delida, te se i potencifal brzine ednosi

:: deﬁfu f!zddfz, :.z ne mz tadku prfstmja. To znadi da ako se brzina nekog delida u izvesnom
i m;} o fnoz_e xzram.n kao gradijent n‘ekog skalara -~ potencijala brzine, ovaj se deli¢ tada
 obr 1. 'ta je osobma_ \.rezana za ovaj delié fluida, a ne za odgovarajuéu tatkn prostora
koju docnije moZe dodi i peki delié koji se obrée. N :

Ako uolimo geometxijsko mesto tadaka istih potencijala brzine

? (%, ¥» 2, ) =const, (32.22)

3

‘f{x,y,z,t.}:consti
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cioin?emo Samiliiu ekvipotefchjalnih pourst, pri demu svakom tenutku t i svakoj vrednosti

Eoin;e konstante odgovara jedna odredena povr¥ (sl 32.5). Podto je gradijent skalarne fun~

; ::j:e E:;k goz".malan n; odgovarajudoj ekviskalarnoj povrdi, prema obraseu (32.21) vfdimo da
r orzine uvek normalan na odgovarajuéoj povrdi :

e v e ¢ (X, ¥, 2, )=const, te struin

linije u svakom tremuthu predstavijaju ortogenalne trajektoriie ovih ekm'potenczjial’m'h pov:ﬁe

Jednu znadajnu karakteristiku ij 1 j
¢ potencijalnog kretania daje nam poj i ij i
(30.19), koja u ovom sluaju ima oblik J pojem clkrulaciie braine

I'= 36 v dle= §§gradq,-a1 . (32.23)
L L

Polto je elementarna promena funkeije 9 pri pomeranju za dl u nekom fiksiranom trenutku
dgu=dl- grad ¢,

cirkuiaciig brzine mofemo napisati u obliku

P () v-dl= Sgd P, (32.24)
& vrednost ovog integrala izmedu dveju tadaka A { B iznosi
B .
f Vo dl=90— 9. . (32.25)

A

n

Odavde vidimo da eirkulaciia braine du¥ ma koje konture pri stacionarnom potencijalnom kre-
tanfu fluida predstavlja ukupnu proment potenciiala brzine pri jednom punom obilasku te konture.
Ovde mogu nastupiti dva sluéaia, prema prirodi funkdje @. Ako je potencijal brzine jedno-

mana funkeija, bite SE d =0, t. cirkulacija brzine duz ma koje konture jednaka je uliy

a ako je vifeznaina, cirkulacija brzine bice razlitita od nule i zavist od oblika i poloZaja kon-
ture. Kretanje fluida u prvom sludaju naziva se acikliéno, a u drugom ciklidne. Drugi slufaj
mode da nastupi samo tada ako kontura obuhvata oblast u kojoj nije ispunjen wuslov
rot w==0 {51, 32.6), §to se neposredno vidi iz Stokes-ove téoreme

sgv.dl-_-_frotv-ds
L s

Ako je fluid nestisliiv, reSavanje problema potencijalnog kretanja se wprodéava i mode se
jzvesti samo pomofu potencijala brzine i to na sleded nadin, Jednadina kontinuiteta u ovom
sludaju ima vid (27.54), 4.
‘ div v=0, (32.26)

51 32.6

a stavljajuéi ovde prema obrascu (32.21) v=grad o, dobijamo
div grad o= Aop=0,
gde je A Laplace-ov operator, ili u eksplicitnom obliku

o & 2o o
4 s 32.
dxt  ay: 9z cran

To je tzv. Laplace-ova fednatina, a svako njeno refenje naziva se harmoeniiska funkcja, Ovde
treba nadi takvo refenje ove parcijalne diferencijalne jednadine koje zadovoljava date poletne
i granitne uslove, a tada pomoéu cbrasca (32.21) lako nalazimo i odgovarajude polje brzina,

Refenia ove jednatine, koja se pojavijuje i u drugim oblastima secrijske fizike, imaju niz
karakteristidnih osobina, od kojih navedimo samo sledetu: potencifal braine ni u jednof tadki
w unutradnjosti fluida ne mofe imati ni maksinmom ni minimum. Dokaz ovog tyrdenja zasniva se
na tome da kad bi postojala takva izolovana tatka, mogli bismo je obuhvatiti beskonadno ma-

lom ekvipotencijalnom povrii, na kojoj bi grad ¢ svuda imao pravac normale i isti ili suprotni
smer nego dS, te bi njegov povrinski integral bio raziitit od nule. S druge strane, prema

Gauss-ovoj teoremi je

55 gradg-d Smf div grad.g dV= f ApdV (32.28)
s v

v
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a ovaj integral je prema Laplace-ovoj jednadini (32.27) jednak nuli, odakle se vidi da se
mora odbaciti utinjena pretpostavka, &ime je gornji stav dokazan. Mode se pokazati da ne
1mogu postojati ni linije ni povrdi na kojima bi potencijal brzine imao vede ili inanje vrednosti
nego u njihovoj okolini,

Cauchy-Lagrange-ev integral

PokaZimo sad da u sluaju kad je fluid idealan § barotropan, a zapreminske sile potenciialne
postoji jedan prvi integral, Podimo od transformisane Euler-ove jednaine (31.31), u kojoj
zbog uslova (32.20) otpada tredi ¢lan, a prvi Slan mojemo transformisati prema obrascu
{32.2D)

¢

I .
3? grad o+-grad (_ﬁ_ vﬁ) = —grad Q. {32.29)

Zbog nezavisnosti operacija izratunavanija gradijenta i diferenciranja po vremenu mofemo )

izmeniti red ovih operacija, pa imajudi u vidu i obrazac (31.17) debijamo

)
grad ( Vibepdd 4 ——f) =0. (32.30)

1

2 a
Podto je gradijent nekog skalara jednak nuli same tada kad su sve njegove komponente, tj.
njegovi parcijalni izvodi po keordinatama jedraki nuli, iz gornje jednagine vidimo da izraz
u zagradi ne zavisi ni od jedne koordinate, veé mode zavisiti samo od vremena

29

I
_Va“‘é“ +!
2 Vet o

=F (L), (32.31)

Ova jednalina predstavlja jedan proi integrel i naziva se Cauchy-Lagrange-ev integrel, Medu-
tim ovaj integral ima sasvim drugi karakter od Bernoulli-evog integrala (32.16), jer u njemu
figurife funkeiia F (1), koja se odnosi na sve tadke tluidnog prostora, a ne na jednu strujnu
liniju, ali se menja u toku vremena, Stoga gornja jednacina kazuje da je 2bir ukupne energije

f . 99
Shuida jedinice inase { velitine — stalan u celom Sflhddnom prostoru, ali ne i u toku vremena,
ot

Ovaj pred integral kao ¢ Bernoulli-ev predstavligiu integrale prosiornogs a ne wvremer-

. , . . o .
skog tipa. Ako je pak ovo kretanje i stacionarno, otpada ¢lan mj,a F (1) se svodi
ot
na konstanti: i tada se ovaj integral svodi na Bernoulli-ev integral, u kome konstanta ima
istu vrednost za sve strujne linije.

32.4. VrtloZno kretanje
Kretanje pri kome je bar za neke delide posmatrane kolidine fluida

10t w350 (32.32)

naziva se vrtlogno kretanje, U ovom sludaju prema obrascu (30.23) vidimo da je za te delide
iy e

70, tj. vril se obrtanje delica fluida oko ose rotaciie koja ima pravac vehtora e odnosne rot v.
Pri tome nam wrelogne linife, &ije su angente u ma kojoj tadki kolinearne sa vektorom ugaone
brzine, daju raspored pravaca osa rotacije u prostoru {sl. 32.7).

333

=¥
Poito je rot ve=2w, bife

iy iy [+ 101 v) = = 7 (V x¥)
dwmm-dw(zrotv =7 s

L,
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tj.
—

div =0 (3233

-
5§ obzirom na mehanitki smisao divergencije, vidimo da u polju vektora © nema m’lzvorav ni
ponora, te vrtlodne nije nemafu ni pofetka ni kraja, one su uvek zatvorene. S_jtoga i vrt!ozn.e
cevi, ako se ne prostiru od jedne grani¢ne povrii do druge, moraju obrazovatl zatvorene cevi.

SI 32.8

Primetimo da treba raziikovati obrtanje delifa fluida od obrtanjs finidne mas:c kao celine.
Moze se desiti da se fluidna masa obrée kao calina, a da se pri tome deli¢i fluida ne obréu,
kao u prvom sludaju na sl. 32.8, dok s& u drugom slutaju obréu i delii fluida.

Istaknimo joi da se sve navedene osobine odnose na dalice fluida, a ne na tacke prostora. Stoga
se na nekom odredenom mestu u izvesnom trenutku moZe nadi deli¢ koji se obrée, an
nekom docnifemn trenutku na isto mesio mofe dodi neki drugi deli¢ koji se ne obrée,

Qsnovne osobine vrilofnog kretanja odnose se na vrtloZne linije i cevi i ?aziraju na tzv.
Thomson-ovoj teoremi, Uclimo neku konwuru L (sl 32.9) i z‘amisli.mo’ je sasta'ul:;enu od
delica fluida. Orvakva materijaina kontura kreée se zajedno sa fluidom i pri tome se i defor-
mise, tako da deliéi fluida keji su u wenutku t obrazovali konturu L u trenutku t-+dt o_i_;ra-»
zovade neku drugu kenturu L, Ako u rrenutku t uotimo na konturi L dva beskonalno bliska
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delita A i B, &ije su brzine v i v+dv, ond & se u trenutku t+-dt naci uizvesnim tatkama

A’ i B’ na konturi L.”, Sa slike se vidi da je tada
wdt-pdl=dl4+ (v +d v ds,
1.
dl'—dl==d (@l}==d v dt,

Sl 32.9

a odavde dobijamo

Loditdh
dt

=d v, (3234

PotraZimo sad izvod po vremenu cirkulacije brzine dus konture L. Polto se ovde menja
ne samo brzina veé i kontura, imademo '

dr d dv ddd
dt —dtsgv dl_ﬁgldt rdltye dt } (32.35)
L L

Pri tome drugi &an na osnovy obrasca (32.34) i 2bog jednoznanosd brzine ima vrednost

d(d1
ng'—%rg:‘(}gv-dt’méd(é—vg)mo.
L i . .

pa konadno dobijamo

Lhvia=dEa 32.36)
de TYoa (32.36)
L 1.
s .y rom ‘ d v
Linijski integral ‘a;-dl naziva se crkulacija ubrzanja, te mofemo redi:

L

Izvod po vremenu cirkulacije brzine duf ma kakve zatvorene honture sastavifene wvek od
istih delida fluida jednak je cirkulacifi ubrzanja du# iste bonture. Ovaj stav naziva se Thomson-
-ova teoremd.

Ako su zapreminske sile konzervativne, 2 gustina funkeija samo od pritiska, postoji poten-
cijal ubrzanja i tada Buler-ova jednadina ima oblik (31.16). Zbog jednoznadnosti potencijala
ubrz_anja cirkulacija ubrzania iznosi

dv
5 di=— gmdQ-d1=m5£dQ=o.
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pa Thomson-ov obrazac (32.37) daje
d
T § v+d 1=0,
©odt
L

Eﬁ v+ dl=const . (3237

L

a otuda

Pri kretanju barotropriog idealnog fluida na kofi dejstouju konzervativne zapreminske sile,
cirkmlacija brzine duf ma kofe honture koja se sastofi uvek od istth delica fhuda stalna je u
toku vremena. Ovaj stav zove se zakon o odr¥anju cirkulacije brzine, a mnogi sutor i ovaj stav
nazivaju Thomson-ovom teoremom.

Pojto je prema Stokes-ovoj teoremi i obrascu (30.23)

=y
9gv-dl=grotv'dSMZSm'dS,
4

L s

prethodni stav moZemo napisati i u obliku

S @+ d S = const. (32.38)
s

Odavde vidimo da pod navedenim uslovima fiuks ugaone brzine kroz ma kofu pourf oividenu
konurom kofu &ine wvek isti deliéi fluida ostafe stalan u toku wremena. To je drugi oblik na-
vedenog zakona.

32.5. Helmholtz-ove teoreme

Pretpostavimo sad da su ispunjeni svi uslovi pod kojima vaZi zakon o edrZanju cirkulacije
brzine i postavimeo pitanje da Ii deliéi fluida koji se n nekom trenutku ne obréu mogu docnije
podeti da se obréu ili obroute, U tom cilju uodimo neki takav delié fluida za koji je u trenutka

-

te ugaona brzina ==0, pa primenimo na njega Helmholtz-ovu jednadinu (31.37)

- (fg_ .v) v=0, (32.39)

Odavde dobijamo da je

a podto je u poletnom trenutku t==ty po pretpostavel: w0, ova konstanta mora biti jednaka
nult, pa s cbzirom da je p3£0, zaklju®ujemo da je 1 u bilo kom drugom trenutku t - ugaona

brzina w=0

{w)ty=0 = (;lmo (3240
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Na isti nadin, ako podemo od pretpostavke da se u trenutku to posmatrani delié flnida obrtao,
iz Helmholtz-ove jednadine

dolazimo do zakljudka da e uvek biti w50, tj.

(g, 70 = ()40 (32.41)

Prema tome, ako se neki delié barotropnog idealnog fluida na kofi dejstvuju konzervativne
zapreminske sile ne obrée u nekom trenutku, neée se nikad obriati, a delié koji se obrée nece
nikad prestati da se obrée, Qvaj stav naziva se proa Helmholtz-ova teorema 1 izragava osnovnu
osobinu vrtloZnog kretanja. Prema njoj vidimo da pod navedenim wslovima potencijalno kre-
tanje ne moZe da prede u vrtlogno ni vrtloino u potencijalro, Kod realnih fluida doduge mofe
se desiti da nastupi i obrtanje deiiéa fluida koji se ranije nisu obrtali, ali to nastupa prvenstve-
no zbog viskoznih sila,

Posmatrajmo sad jednu vrtloZnu liniju { pretpostavimo jod da je fluid nestifliiv, pa pokaZimo
jednu vaZnu osobinu vrtloZnih linija. Uodimo dve beskonadno bliske tatke M 1 N na jednoj
vrtloZnoj liniji u trenutku £ (sl 32,10). Ako je x vektor poloZaja tadke M u odnosu na koordi-~
natni poletak O, za tatku N bide

—t

fi=r+8r=rt3r—, (32.42)
)

Sl 32.10)

—
w . . . . . .
gde je — jedini¢ni vektor ugaone brzine u tadki M. Oznadimo sa v i vy brzine deliéa fluida
£0 .

koji se u tresutkn t nalaze u tatkama M i N, tada je

i=v3 v, (32.43)

gde je 8v promena brzine kad se iz tatke M pomerimo u ta¥ku N. Posto je

g [} & 8r —
SVm-—v-Sxﬁ-—*XSy+mX*83=(8r- V)v==~—r-(m- v,
ax 2y dz Y

1
t
L
£
o
b
.
e
1
.
i
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brzina tatke N bide

8 -t
V=V (@ Y)Y (32.44)
- ®
17 ovom studaju, zbog pretposfavké o nesti§5ivdsti fluida, Helmboliz-ova jednadina (31.37)
se svodi na

do a0
— =(w- V)V
dt :
pa zamenjujudi odavde {&- ) v u prethodnom obrascu, dobijamo

St doa
vi=v 4 — 22, (32.45)
w dt

Deli¢fluida koji je u teenutku € bio u tatki M u trenutku t-+dt zauzede poloZaj M, a njegov

-
vektor poloZaja bide v-v dt. Za isto vreme, trenuina ugaona brzina promenice se s& o na
— —

w+d w, tako da sve tatke na vrtioZnoj liniji koja prolazi kroz radku M’, a beskonadno su
bHske ovoj talki, imade vektor poloZaja oblika

_ - -
re=(r+v d)+k(o+d e), T (32.46)

gde je k parametar, koji odreduje poloZaj avih taaka. PoloZaj defiéa Fluida koji je u trenutku
t bio u tadki N, u trenutku t+dt odreden je vektorom poloZaja

ry’=r1-vadt,

$to prema obrascima (32,42} i (32.45) moZemo napisati u obliku

5t St do
N = (r-{“““m) + v+ — -———) dt,
w© w dt

8 e —r
ey’ ={rtvd)+ —C;E (m‘+-d o) (32.47)

Odavde vidimo, uperedivanjem sa izrazom (32.46), da se 1 delié fluida N’ nalazi na vrtloZnoj
liniji koja prolazi kroz tatku M'. Mode se pokazati, u ¥to se ovde nedemo upuitati, da ovaj
zakljudak ostaje u vaZnost za sve barotropne fluide,

Ako je fluid idealan i barotropan i ako na njega defstoufu konzervativne zapreminske sile,
delici fluida koji u nekom trenuthu obrazuju vrtloSnu liniju za sve vreme kretanja fluida obra-
zovale vrtloZnu liniju. To je druga Helmholtz-ova teovema i prema njoj je vrtloZna linija pod
navedenim uslovima sastavliena uvek od istih deliéa fluida i pliva zajedno sa njima, kao da je
pzamrznuta® u fluidu, te dobija izvestan materijalni karakeer,

Najzad, posmatrajmo jod na jednoj vreloZnoj cevi dve ma kakve konture L i L koje je opa-

sujuz (sl 32.11) i odgovarajuée povrdi S; i Sa oivitene ovim konturama. Primenimo Gauss-
—

-ovu teoremu na ugaonu brzinu w i to na oblast vrtloZne cevi izmedu ovik pove¥i 811 Sa

55 o dS= f div e dV. (32.48)
5 v
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Iﬁtegral na desnoj strani prema obrascu (32.33) jednak je nuli, a integral na levoj rastavimo

na integrale po povriima preseka Sy i $2 i po povr¥i omotada vrtloZne cevi izmedu 8; i Sz,
koju oznadimo sa 8;.

SZ-d S+ g;}’-ds + Sz-ds_—.o. :
5 S Sa

dSa

8L 3211

—r

U svakof tadki omotada je vektor « normalsn na vektoru d8, te integral po S; otpada, a ako

jo¥ promenimo orijentaciju povsi S, da bismo obe povrsi orifentisali u istom smery, imamo

S;-dS=S;-dS. (32.49)
51 Sa

Posto je prema teoremi o srednjoj vrednosti funkcije

Sg-d S = SmndS:ZSn s,
S S

gde je @, srednja vrednost normalne komponente ugaene birzine na povrii S, gornju jedna-
dinu moZemo napisati i u obliku ‘

(On)1 S1=(8s)2- Sz (32.50)

Izraz &y + S naziva se fadina vriloga, te ovaj obrazac kazuje da je jadina vrtloga ista za preseke
81 1 8, tako da je na najuZim delovima vrtlofne cevi obrtanje deli¢a najbrie. Sem toga, pod
uslovima pod kojima vaii zakon o odrZanju cirkulacije brzine ova velidina ne menja se ni
u toku vremena, . .

Jadina vriloge 2a ma kakaw flidd | mna bakve sile stalna je za sve preseke neke vrtlodne cevi, a u
sluaju barorropnog idealnog fluida na koji dejstuuiu konzervativne zapreminske sile ne mema
se ni u toku vremena. To je trede Helmholtz-ova teorema, koja vaZi sasvim generalno, jer pri
njenom dokazu nifta nismo pretpostavili, &ak ni da je fluid idealan.

32.6. Talasno prostiranje malih poremedaja

Proudimo jo§ prostiranje malih poremedaje u idealnom fluidu koji mirtje. U tom cilin
udinimo dve pretpostavke: 1) uticaf zapreminskik sila je zanemarliiv prema uticaiu povriinskin
sila i 2) poremecaf u filuidu je vrlo mali, tako da su braine delica fluida kao 1 promene pritska
f gustine takode vrlo male, Tada moemo uzeti da gustina p oscilira oko neke srednje vred-
nnost po

p=po (I+0), {o]|<l,. (32.51)
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odakle imamo

tj. o predstavlia relativnu promenu gustine,

Da bismo ispitali kako se ponafa o pod navedenim pretpostavkama, podimo od Euler-ove
jednaline (31.23) { jednaline kontinuiteta (27.51)
ov

1
+{v: Yyy=f—— grad p
at ¢ p

(32.52)
28 | div (pv)=0
gt

Zbog prve pretpostavke tlan £ mofe se zanemariti, a zbog druge &lan (v y) v predstavlja
malu veli¢inu drugog reda, koju takode moZermo zanemariti, Pored toga na osnovu obrasca
{32.51} moZemo pribliZno staviti

! . :
—lwgrad p— grad p, div (pv)xpediv v,
e

£o

pa gornje jednadine dobijaju oblik

1 ¢ ;
a—v:—w— grad p, “*E“—i-po div v=0 (32.53)
at po ot
Poito prema karakteristi®noj jednadini (30.11) i obrascu (32.51) imameo
dp dp _‘3_91 _ da
grad p (p)=§;grad pmdp pa grad o, TSLAFTS
dobijamo
d da
OV__ 9 ed o, div ¥ = (32.54)
Jt de Jt _

. . dp
fime smo u gornji sistem jednadina uveli relativhu promenu gustine o. Pri tome ‘—i—P—
jeste koeficijent pravea krive p=p (p} (sl 32.12), a zbog pretpostavke da gustina oscilira

fzmedu dveju bliskih granica i ovaj koeficijent pravea oscilira izmedu bliskih granica tg ey

P

o TR 0

8l 32.12

. dp o g .

i 1g &g, prikazanih na slici. Stoga izraz 127 edreden karakteristicnom jednaéinom, moZemo
P

priblizne smatratf konstantnim,- -

22
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Da bisme nadli diferencijalou jednatinu koju zadovoljava o, eliminifimo brzinu v jz gornjih
jednadina. U tom cilju obrazujmo divergencije obeju strana prve jednadine, a parcijalno

d
diferencirajmo po vremenu cbe strane druge jednafine. Tako debijamo, smatraiuéigg
: 13
priblizno kenstantnim
av d 2 2w

P .
div—n¢ - — div grad a, — div va= v —
Jt dp = at a2

ili, imajuéi u vidu da je div grad o=Ag, gde je A Laplace-ov operator

A 4 dp A d%c
div s e o, diy—— s e 32.55)
dt dp at ar?
Odavde uporedivanjem nadenih izraza dobijamo
s dp
at: d p i
ito moZemo napisati krade u obliku
dig
"S";;=<:2A Ty (32.56)
gde smo stavili
e [ 3R (32.57)
dp

Jednatina (32.56) predstavija diferencijalnu jednadinu malih poremedaja v fliddu, koja odreduje
relativou promenu gustine kao meru poremedaja u funkciji poloZaja i vremena.

Da bismo proutili 5ta predstavlja gornja jednading, pretpostavimo da se poremedaf proizvede
samo u Jednof talki flwida i uzmimo tu wéku za koordinatni pofetak. Ovakvo stanje ie sferno
simerritno u odnosu aa izvor poremeéaja, tf. u odnosu na koordinani poletak, te o zavisi samo
odrit

a=a (1, 1), (32.58)

pa treba nadi takvo reSenje jednadine (32.56) koje je ovog tipa. Takav sludaj smo veé razma~
trali u odeljku o sfernim elastinim talagima, gde smo pokazali da se talasna jednadina (28,73),
pod uslovom da funkeija u zavisi samo od r i t, ima op$ti integral u obliku (28.77). Zamenju-
juéi samo u sa o, neposredno dobijamo da je u nafem shulaju epsti tntegral jednadine (32.56)
pod uslovom da je stanje sferno simetridno u odnosu na izvor poremelaja

a=Lo (t _.‘.) +_1_4,(t +_“_) , (32.59)
r < Iy [+

. I3 - a4 r r
. gde su ¢ i { proizvoline funkdije azguments t— — odnosno t+-—.
¢ ¢

Prema analizi oplteg integrala (28.77) ma kog sfernog elastiZnog talasa, ovo refenje (32.59)
za r=rp daje nam zavisnost relativne promene gustine fluida na rastojanju ro od vremena, 2
za t="{o prostorni raspored relatvnih promena gustina fluida v odredenom trenuthu, U
opitem sludaju, kad se istvoremeno menijaju obe nezavisno promenljive r 1 t, stanje oscilo-

r T L
vanja fluida je odredeno vredno3éy argumenta t—— odniosno t-+— kao i rastojanjem r od
c <

izvora poremeéaja. Medutim, sama relativna promena gustine ¢ na raznim rastojanjima
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nikad ne moZe biti jednaka, veé samo njen proizvod sa odgovarajudim rastojanjem r i tako
definisano stanje u toku vremena moZe se prostirati kroz fluid radijalno u odnosu na izvor
poremeéaja, Pri tome prvi ¢lan opiteg integrala (32.59) predstavlja radijalno talasno prosti-
ranje stanja oscilovanja iz {zvora poremedaja, a drugi ka izvoru porem eéa]a, §to.se ob:éra ne
javlja u realnost, i to tako da se stanje odredeno proxzvodom ro(r,1) zaivieme A} pomeri
za Ar brzinom c

Ar=c-AtL (32.60)

Premna tome, ako se u idealnom barotropnom fluidu izazove neki mall poremedaj, on se prostire

kroz fluid u vidu divergentnih sfernih talasa iz izvora poremedaja brzinom ¢= ‘\/ dp/d p, kofa
Jje porpuno odredena karakteristifnom jednaéinom fluida.

Prostiranje poremedaja u idealnim gasovima

Primenimo ove rezultate na prostiranje poremedaja u ideainim gasovima u sludaju izoterm-
skih i adijabatskih procesa, Takvo prostiranje poremedéaia predstavija prestiranje zuvuka u
gasouima, a odgovarajuta brzina prostiranja poremeéaja predstavlja brzinu prostiranjz zvuka.
Kod izotermskil procesa prema karakteristidnoj jednadini (30.13) je

= J 2 (32.61)
o _

1o je poznati Newton-ov obrazac za brzinu tzv, izotermskog zvuka u fluidu,

Kod adijabatskih procesa prema karakteristi®noj jednadini (30.14) bite

( 1 )”z’ dp ( ] )Y"l 1 ( 1 )T 1 p i P
P= [ ) =5 B = ¢ e v P =Y 3
ke ko ke pY &

te obrazac {32.57) dsje

/e _Ce 32.62
%\/Yp (T Cv) ¢ !

Ovaj poslednji tev. Laplace-ov obrazac vilo dobro odgovara prostiranju tzv. adijabatskog
zvuka kroz vazduh, gde se proces prostiranja poremeéaja odvija takvom brzinom da se mofe
smatrati da se vrii bez razmene toplote, &je je provodenje kroz vazduh sporo,

33. KRETANJE VISKOZNOG FLUIDA
33.1. Viskozni fluidi

U dosadainjem izlaganju posmatrali smo samo idealne fluide, koje smo definisali keo takve
kod kojih se unutradnje trenje moZe zanemariti, Medutim, pri kretanju realnih fluida, kadgod
posteji relativio pomeranje jednih deliéa u odnosu na druge, javlia se unweradnje trenje il
viskoznost i takva teia nazivaju se viskozni fluidi. Pri tofme iskustvo pokazuje da je kod viskoz-
nih fluida sila unutradnjeg trenja izmedu dva susedna sloja koji se kreéu razli&itim brzinama
srazmerna gradijentu brzine u praveu normalnom na pravac kretanja fluida (Newton-ov zakon).

Uzrok viskoznosti je dvojak, u femu postoji tesna analogifa sa elastidnim telima. S jedne stra-
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ne, to je uzajamno dejstvo izmedu festica, §to se ispoljiava u vidu teZnje briih deliéa da povuku
za sobom sporije, usled fega se javijaju tangenini naponi izmedu pojedinih slojeva fluida koji
se kredu. razlu‘.m'n brzinama. S druge strane, to mofe biti.i razmena impulsa izmedu Eest:ca

" usied n;:hovog toplomog kretanja pri sudarima estica iz slojeva razligitih brzina kao i 'pri -
prelazu &estica iz ;ednog sloja u drugi, §to takode izaziva sli®ne tangentne napone u praveu - - -

kretanja fluida. Prvi od ovih uzroka je dominantan kod te@nosti, a drugi pak kod gasova,
Medutim, za razliku od eclastidnosti, viskoznost flaida u velikoj meri zavisi od temperature
sredine. Pri tome kod tefnosti sa porastom temperature zbog uzajamnog udaljavanja estica
sile uzajamnog dejstva slabe, usled Zega se smanjuju { tangentni naponi kao i sama viskoznost,
Kod gasova je pak obrnuto: zagrevanje povedava toplotno kretanje Zestica, 2 time i razmenu
impulsa izmedu njih pri sudarima, $to izaziva povedanje viskoznosti.

33.2, Naponsko stanje viskoznog fluida

Pri proutavanju idealnih fluida videli smo da se njikovoe naponsko stanje karakrerije time
da su povriinske sile koje dejstvuju na ma koji delié fluida uvek normalne na svakom ele-
mentu njegove graniéne povri, To smo matematitki formulisali u vidu tenzora napona (30.9)
sa komponentama —p na glavnoj dijagonali

e=—p%  pPw=—p (33.1)

Medutim, kod izotropnih viskoznih fluida usled unutrainjeg trenja javijaju se i tangentai
naponi, tako da povréinske sile sad imaju i tangentne komponente, usled dega ¢e tenzor napo-
na dobiti izvestan dopunski &an

A= e p okl (332
gde se o/f" naziva tenzor wiskoznosti, tako da komponente tenzara napona dobijaju oblik
Pus=—p St +pix (33.3}

Iskustvo pokazuje da kod vedine viskoznik fluida komponente tenzora viskoznosti pu’ zavise
iskljufivo od brazine deformaciye

pi’ == fix { €21, £13, .. . €33} (33.4)

Poito u otsustvu kretanja, kad su sve komponente é; jednake nuli, nema ni viskoznosti,
mora bit

fi (0, 0...0)=0 (33.5)

Ako ove funkceije razvijemo u Taylor-ov red i orgranidimo se na beskonadno male brzine defor-
macije, imafemo u prvoj aproksimaciji

3 3
af
ptk'=ﬁx(én’élz,‘"éss)ﬂfm(oso“‘o)"i“z 2 éjl( u;) deee-
=1 1=} O&n Jo

odnosno, na osnovu uslova {(33.5)

pu'= Z Z (g:‘:) (33.6)

=1 i=1

Odavde vidimo da su dopunske komponente tenzora napona viskoznog fluida usled same vis-
hoznosti pri beskonaéno malim brzinama deformacije linearne homaogene funkcije komponenata
renzora brzine deformacife,

U ovom pogledu zapaZa se velika slicnost sa elastidnim telima, koju smo i malo pre istakli,

a §to se vidii poredenjem obrazaca (28.3) 1 {33.6), samo $to ovde wmesto komponenata tenzora |
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deformacije figurifu komponente tenzora brzine deformacije. Rezonovanjem potpuno ana-
lognim onom 1 odeliku o elastidaim telima moZemo zalkljuditi da se svofstveni pravet tenzora
brzine deformacije poklapaju sa svojstvenim praveima dopunskog tenzora napona. Tako dobi-
jamo, po analogiji-sa relacijama (28.9), za izotropai viskozni fiuid ’

pr=2y &4 ¢
pe’ =2 dg+ N & s (33D
=2y &+ &,
gde je prema obrascu (26.55)
e=@p4-&a-b (33.8)

pri demu smo glavne napone py zamenili sa p;’, & komponente tenzora deformacije e; zame-
nii sa komponentama tenzora brzine deformacije ;. Ove relacije moZemo eposredno
napisati 1 u tenzorskom obliku

=2 GN &, (33.9)
koji je potpuno analogan generalisanom Hooke-ovom zakonu (28.10) za elastiéna tela,
Da bisme uveli koeficijente viskoznosti koji imaju neposredniji fizicki smisdo, razloZimo ovaj
tenzor na devijator i izotropni tenzor, po analogiji sa obrascem (28.13)

i 2
P’ =2 (ém —~~§*f': Suc)-%-( l’-i-‘gu“) é B

Ové} oblik nam sugerife da uvedemo koeficijente

o
_— gmx+~g—, (33.10)

pri ¢emu smo prvi koeficijent ovde oznadili sa v, pa dopunski tenzor napona debija vid
. 1 .
A =2y (""}3 "——3— é§)+ie’] [EERI)]

Tako uvedend koefictienti 4 i £ nazivaju se dinamidki kosficijenti wishoznosti, 3 ukupni tenzor
napona (33.2) tada &e biti

ol mp g2 (Cb»»«—;-—ég)% £ g (33.12)

Ukoliko je Fluid nesti¥lfiv, $to je najvainiji slufaj u praksi s obzirom da je viskosnost izrazitija
kod tednosti, koje su skoro nestifljive, prema cbrascu (26.55) bide =0, pa se¢ prethodna
relacija svodi na

A= —pFH270% (3.3

Analiza

Dobijene relacije (33.9) odnosno (33.11) potpunc odreduju naponsko stanje {zotropnog wis-
koznog fheida usled same vishoznosti # svakof 1acki u funkeifi braine deformacije 1 lzrafavajutzy,
generalisani Newton-ov zahkon ili Navier-Stokes-ov zakon, Sam oblik tenzora napona
(33.12) predstavlja bitnu karakreristiku izotrppnog viskoznog fluida, pri Cemu prvi &lan




344

predstavija tenzor napona idealnog fluida, a druga dva potitu od viskoznosti, Pofto su
tenzorske relacije nezavisne od keordinatnog sistema, moZemo napisati odgovarajuée
skalarne jednaZine i u bilo kom keordinatnom sistemu, &ime dobijamo -

i
pu'=2 7% (éu-—s“ é )*l"g é

- - - - -7 (33.14)

1
P’ =24 (é.u——"; & )

Sto se tife navedene transformacije tenzora <4 u oblik (33.11), prva skalarna invarijanta
.1 ) . . " . .
tenzora %——3— & 77 jednaka je nuli, te je on zaista devijator, a tenzor £ &7 nema nedijagonalnih

elemenata, Na osnovu obrazea (26.53) i (26.48) tada zakljuCujemo da prvi &lan tenzora =4’ ne
daje nikakvu promenu zapremine, a drugi nikakvu promenu oblika. Prema tome, sli¢no kao
kod elastiénih tela, dopunshi tenzor napona usled viskoznosii moze se rastaviti na devijator,
kofi odreduje samo promenu oblika i na izotropni tenzor, koji odreduje samo promenu zapremine.

33.3. Smisao koeficijenata viskoznosti

1z poslednjeg zakljutka neposredno se vidi da je koeficijent viskoznosti v uz devijator vezan
za promenu oblika, a koeficijent £ uz izotropni tenzor za promenu zapremine. Pri tome je
prvi koeficijent  bitnifi i za mnoge svrhe i dovoljan, ukoliko se moZe smatrati da se fluid pri
datim uslovima pribli¥no ponafa kso nesti§ljiv, Stoga koeficijent n predstavija meru viskoz-
nostt izazvane deformacifom bez promene zapremine (tzv. ekvivolumna deformaciia), a koefi-
cijent £ meru viskoznosti usled zapreminske deformacife bez promene oblika (1zv. homotetitna
deformacija). Oba ova koeficijenta viskoznosti zavise od temperature i pritiska i daju se u
jedinicama kp sec/m? ili N sec/m? . Take na pr. za teénosti vrednost koeficijenta v pod noz-
malnim uslovima variraju od 3,4 {0~5 kp sec/m? (za aceton) do 1,39 - 101 kp sec/m?
(za glicerin), a za gasove pod istim uslovima se kreéu oko 10~8 kp sec/m?,

Da bismo bolje videli mehaniki smisao koeficijenta v, posmatrajmo stacionarno strujanje u
slojevima nestifljivog fluida kroz neku cev sa paralelnim zidovima (s, 33.1). Uzmimo pravac

7

Sl 33.1

strujanja za X-osu, a pravac normalsn na ove slojeve i na pravac strujanja za Y-osu. Brzina
deli¢a fluida tada &e imati same X-komponentu, koja ée zavisiti samo od koordinate v

V=V (Y); Vy==yg=(), (33.15)

Uolimo dva susedna sloja koji se kreéu razlititim brzinama § potrafimo sila unutrainjeg
trenja-izmedu njih koja dejstvuje na zajednitki element povrdi A § ovih slojeva, Primenimo
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}i nz ovaj sludaj jednaline (33.14), u kejima zbog pretpostavke o nestifljivosti {luida treba
staviti =0, imacemo

‘=278 22”2 7 éng, pas’=27 &z
P11 y] 11:L P -7 (3316

Pra’=2n &1z, pra’=27 é1s, pza’=27 éx
Zamenjujudi ovde komponente tenzora brzine deformacije odgovarajudim izrazima {26.51),
dobijamo
2] Vx Ji] Vy 3 vy

[ e fae o o,
p1y=127% PRI any Paa'=ed =

kao i

, dvx  avy ,_ . fov=x +2Xz_)
p”=”(ay + dx P =N ax }’
, (avy ' av,:)

Pz =% ez H ()y 2

ito se s obzirom na uslove (33.15) svodi na ,

d v 4 5
Pt =pa’=pe’=0,  pua’=n &“’3‘( » Pa’=pay’=0. (33.17)
Odavde vidimo dz od svih dopunskih komponenti tenzera napona usled viskoznosti ovde
preostaje samo pi2 0dnosno pa:, te na uodeni element povidi A S, normalan na Y-osu, dejstvu-
je samo tangentni napon u praveu strujanja fluida silom

dv

. (33.18)
dy

AFi=pnAS=14S8

To je poznati Newmron-ov zakon, prema kome je sila unutrainjeg trenja izmedu dva susedna
sloja kofi se hrecu razliSitim brzinama srapmerna gradijentu brzine u praven rormalnom na
pravac strujanja fluida. Pri tome je koeficijent viskoznosti v) fjednak edrosu tangentnog napona
pai ¢ gradifenta brzine d vidy.

33.4. Jednaédine kretanja viskoznogrfluida

Potrazimo sad osnovnu jednadinu dinamike, odnosno diferencijalnu fednalinu kretanja i?o-
tropnih viskoznih fluida. Podimo opet od opste jednatine kretanja deformabilnih sredina
(27. 45)

Tt e, (3319)

gde je tenzor napona =/ ovde odreden generatisanim Newton-ovim zakonom, odnosno obras-
cem (33.12)

he-p@i2a(9-TE9) 48D

pa postupimo na sliéen nadin kao §to smo radili kod elastitnih tela. Divergencija tenzora
napona, pod pretpostavkom da su vy 1 { konstantne, u ovom sludaju bice

v-d}fm—-v(p?)ﬂnv(%——%*éf,})vkiv-(é%- (33.20)
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Prvi i poslednji &an moZemo neposredno izraéunati, imajudi u vidu definiciju jedini¥nog
tenzora

v eP=v-Pr=vyp v-BD=(y: Dé=y¢,

a velitinu & prema obrascima (26.55) i (26.51) moZemo takode izraziti pomoéu brzine v -

dvx + vy dvy
ax ay gz

e= =divv, (33.21)
tako da imamo
v (pH=grad p, v -(¢F)=graddivy (33.22)

Da bismo izralunali drugi #an, primenimo opsti obrazac (27.21) za divergenciju tenzora

3
V- F= D exdivTy (33.23)
k=1 .

gde su T1, Ta i Ty vekrori &ije su komponente elementi prve, druge odnosne treée kolone .

matrice ovog tenzora, U nasem sluéaju matrica tenzora @———3— &7 prema obrascu (26.51) bide

an _*‘}-—é _l_(dvx aVy _.!.__ de a'\’m
ox 3 2lowy 7 ax /) 2 (avz * 6x_)
. 1. | dvx av 1. 1 /av 3
3 2ox 7oy oy 3% Z\az Yoy )l
1 fav: O vy 1 fov aw, & .
o) S el
2\9x dz 2\9y 0z 0% 3

pa na pr. odgovarajuéi vektor ¥1 ima sledede komponente

dvg . 1 fdv av. 1 /av av
R4 R e
ax 3 2 ax+ay » 2ix Te ) (33.24)

Fo_rmirajmo sad divergenciju vektora T:

. & (dvx 1, a1 fov av 3 [1 fova 2
dva1=--—( _—we)+——[-—(—-3~ = L Y AR AA
dx\ox 3 dy 12 ax”{"ay +az 2 ax“i'az ?

pa imajudi u vidu obrazac (33.21), prethodni izraz moZemo transformisati u sleded oblik

d (avx _r_}__v_y_ dvz) i(azvx vy vy

1
div Tpme — —- -+
2 dx\ox Ay az 2% gxt ay? o2

adnosno
' 1 o0
div Ti== — Avyg b = o divw,
1 > Vx 6 an iv v. (33.25)

Cikli¢nom permutacijom moZemo dobiti i divergencije vektora Tz i Ts, tako da prema ob-~
rascu (33.21) imamo

. 1.
v (99— —3—6 g) =gy div T+ eq divTa-+ez div Ts=

1 1 ¢ 1 1 ¢
=e3{—A e iy v g [ b= di o
1(2 Vx p dxd“ v},ez(z A vy p aydwv) !

1 {0
s = Avit — - givy),
+ 3(2 Ve oz ‘.‘,”f)..

)L g,
3 9% v v,

|
t
i
i
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tj. 'posle grupisania &lanova
.1 1 1 . '
V- (“D —“S"é ‘})m—z— Avt+ —6— grad div v (33.26)

Uwritavajuéi nadene izraze u obrazac (33.20), nalazimo da je traZena divergencija tenzora
napona

1 1
Y o/ = —grad p~}~27;(—2— A v+—6—grad div v)*?*i grad div v,
odnosne
7 - N —gradp-+m Av-i—(—;l—-%-':',) grad div v, (33.27)

Tada opita jednading kretanjz (33.19) za viskozni fluid dobija oblik, ako se ubrzanje delia
rastavi na lokalno i konvektivno prema obrascu (31.22)

v 1 v £ o
E—;+(v- yv=f—— grad p+vAv+ 3—+-p— grad div v, (33.2%)
P ‘
gde smo uveli tzv. kinematithi kogficijent viskoznosti
y=1 (33.29)
o ‘

Ukoliko je posmatrani viskozni fiuid restidliio (div v==0) poslednji &lan otpads, pa se prethod-
na jednalina svodi na

3 ' 1 -
S?v +lv. P)v=1f—— grad p+vAV (33.30)
o .

"Analiza

Gornja jednadina je osnovna fednadina dinamike izotropnik viskoznik flida sa konstantnim
dinamickim boeficifentima vishoznosti i naziva se Navier-Stokes-ova fednadina. Ako su unapred
date zapreminske sile £, poletni i granigni uslovi, #rf odgovarajude skalarng jednadine kretanja,
jednating kontinuiteta § karakteristiéna jednaiina porpunc odreduju nepoznate funkeije Vx, Vy,
Vas D 1 p Bao funkeife poloZaja i vremena, Medutim, ovaj sistem jedpadina je integrabilan samo

" u nekoliko sasvim specijalnih studajeva i stoga uéinimo ovde nekoliko napomena o mogué-

nosti uprodfenja ovih jednadina.

Ako postavizmno pitanje pod kojim uslovima ée otpasti &lanovi koji poti¢u od viskoznost, iz
same jednadine (33.28) kao i iz identi¢nosti

A v=grad div ve-rot rot v

vidimo da de to bid ako je div ve=0 i rot v==(. Prema tome, ako je fluid nestiiljto { kretanje
potencijalno, viskozni fluid sa honstantnim dinamiékim koeficijentima viskoznosti se i pri kre-
tanfu ponala kao idealan.

Drugo pitanje se,odnosi na to u kojim sludajevima se ove jednadine mogu neposredno uprosti-
ti. To je ruogude pre svega ako je kretanje fluida vrio sporo, kad je &an (v« y) v velo mali
odnosu na ostale, te pri vrio sporom kretanju viskoznog fluida Navier-Stokes-ova jednaling
se meFe linearizovati izostavljanjem &lana (v g} v

Najzad, napomenimo da se u mnogim shudajevima i stifljiv viskozni fluid ponada pribliZno
kao nestigljiv, na pr, pri ravnomernom proticanju gasa kroz neku cev, Tada se poslednji élan
u Navier-Stokes-ovoj jednadini (33.28) moZe zanemariti, tako da treba refavari jednostay-
niju jednatinu (33.30), gde se Zesto dine i dalje aproksimacije, '
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33.5, Proticanje fluida kroz cev

kmeniro sad ove jednadine na stacionarno strjanje neetidljivog viskoanog fluida kroz
neku cev kru¥nog preseka it pravey njen2 ose (sl. 33.2). Usmerdis 14 X-osu u tom praved,
brzina delida fluida imade samo x-komporentu, koja de zavisiti jedino ed y i 2

- Vx=v (Y, 2), Vy=Vz=0 (33.31)

Pri tome do zbog ovakve aksijalne simetrije polja brzine biti, s chzirom da v ne
o x R . e e .

zavisj.
‘ lv Fv. o

. yes Rt}
SR *ax

-
b

™

i
R dr {
@ i X
1
i
1
i
%
\
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Ako jo¥ pretpostavimo da su zapreminske sile zanemarljive, v Navier-Stokes-ovoj jednadini
{33.30) ' otpadaju oba ana s leve strane kao i prvi &an s desne
d i
Wy*z0= e grad p~{~""1 Av,
dt P @
a otuda ’ :
grad p—m A v=0 (33.32)
Qdgovarajude skalarne jednadine, s obzirom na uslove (33.31), imade vid

2 2
dp (d V_Lg__!')=0

3—;_7} avt’ ozt
(33.33)
dp ap
=20, e
oy dz

Iz postedniih dveju jednadina vidimo da pritisak ne zavisi od v i z, te je funkcija oblika
p=p (x). Tada prva jednadina dobija vid

v v 1 ¢
gv ey 12 (33.34)

Potto leva strana 2avisi samo od v 1 2, 2 desna samo od x, ova jednakost {e samo tada uvek
biti zadovoljena ako se obe ove funkeije svedu na jednu i to istu konstantu, keju oznadimo
sa A, a otuda

—— sy A (33.35)
dx

Integracijom ove jednadine od podetka cevi (x=0} do kraja (x==1} dobijamo

ﬁl‘"‘lﬁ"'ﬂ Al,
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gde su po i py odgovarajudi pritisci na krajevima cevi, odnosno

Ap
A= _-;;T’ Ap=po~Ppu1 ~ (33.36)
pa izjednalavanjem leve strane jednadine (33.34) sa A dobijame
otv, otv_ Ap 33
Jy? dz2 w1 37

Da bismo izveli integraciju ove jednadine, uvedimo polarne koordinate (x, ¢) u bilo kojoj
ravnd kruZnog preseka, paralelnoj YOZ-ravni, sa koordinatnim podetkom u centru ovog pre-
seka. Zbog aksijalne simetrije brzina deliéa v bide tada funkcija samo od rastojanja r od ose
cevi

ve=v (@), =V yipz? (33.38)

Kao 3to je pozpato i2 teorije vektora, laplasijan ovakve funkcije, koja zavisi samo od polarne
koordinate r u ravni, ima oblik

r

dr
§to se moZe proveriti i direktnim ralunom slifnim onom pri izvodenju obresca (28.74)
(samo ovde treba staviti div r=:2), pa jednatina (33.37) dobija vid

L .i(, ﬂ)m LAp (33.39)

div 1 dv 1 d dv
A =t —— y
v dt3+ r dr r dr ( )

r dr\ dr 11

Napifemo li ovu jednadinu kao

integracijorm dobijamo

g o e s —— 2. O 33.40
dr 7t 2 +o ¢ )
a otuda
A 1
dy == ME;TI r dr +— dr,
pa ponovna integracija daje
Ap
Ve — o 24 Gy Inr+Cg (33.41)
4491

Polto bizina v svuda mora ostati konacna, pa i na osi cevi (r=0), mora biti C;=0. Pretpos-
tavimo joi da fluid ne klizi duf zidova suda, tj, da je za r=R brzina delida jednaka nuli

0=—2P pesg
491 "

&ime je odredena konstants Cg, Tada prethodni cbrazac konaéno dobija oblk

A
ve—E (R (33.42)
471
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Odavde vidimo da braina delida fluida dus polupreintka cevi opada pe kvadratnom zakenu
(sl. 33.3), To zna&i da deliéi fluida koji su u nexom trenutku bili na izvesnom poprenom
preseku § u nekom docnijem teenutku leZace na rotacionom paraboloidu. dja s¢ osa poklapa
sa osom cevi, - :

Sl 333

Poisenille-ev zakon

Izradunajmo jo§ kolidinu fluida koja u jedinici vremena prode kroz bilo koji popredni presek
cevi. Uodimo 1i kruZni prsten izmedu ri r-dr (v. sl. 33.2), kroz njega ce u jedinici vremena
proéi toliko fluida kolike ga ima u cilindru konstruisanom nad ovim prstenom i vektorom
brzine

dQ=p-2mrdr-v (33.43)

Zamenimo i ovde brzinu r nadenim izrazom {(33.42), imacemo

Ap e AD
dQ=p:2mrdr: =~ (R2~r2) = r {(R¥—r?)dr,
411 27l
pa integraciiom po r od ¢ do R dobijamo
R R
Q wolAp Rzg g 3d) mpAp RﬂRz R4)
men s Tr— e T s S
2791 ( S 291 2 4
[} 0 .
adnosno, zko uvedemo oznaku (33.29)
o= ap (33.44
a1 R 44

To ie tzv. Poisenille-ev obrazac, prema kome je kolidina nestidlfivog wiskoznog fhida koja
£ g

pri sporom stacionarnom strujanju prode kroz ma koji presek cevi proporcionalna detvrtom ste-

pente wjenog polupredntka kao i razlici pritisaka na krajevima cevi.

33.6. Laminarno i turbulentno kretanje

IzloZena teorija kretanja viskoznih fluida bazira na pretpostavel da se fluid mode zamisliti
podeljen na slojeve koji se razliditim brzinama kreéu jedan pored drugoeg. Takvo kretanje
fluida, koje dobro cdgovara realnosti pri malim brzinama, naziva se laminarne kretanje.
Medutim, iskustvo pokazuje da se pri veéim brzinama praviinost kretanja naruava, strujne
Hnije se meduscbno medajy, §to se mofe | eksperimentalno zapaziti posmatranjen strujanja
obojenih slojeva te¢nosti. Kretanje takve veste naziva s¢ turbnlenino krerange. ali sam postanak
turbulencije kao i mehanizam tog kretanja jod nisu na zadovoljavajudi nadin obja3njeni.
Pri tome se pokazalo da'laminarno kretanje sa poveéanjern brzine prelazi u turbulenino i
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obrnuto, a graniéna brzing pri kojoj se taj prelaz vrdi zavisi od vrednosti jednog neimenovanog
broja, do koga se doslo proudavanjem hidrodinamidki sliénih kretanja, Ovaj broj ima oblik
vsrd - .
Re =, (33.45)
W

gde je vgr srednja brzina deliéa fluida, d karakteristiéna duZina (na pr. dufina cevi pripro-
ticanju fluida kroz cev), & v kinematicki koeficijent viskoznost, Tako definisana veli¢ina
naziva se Reynolds-ov broj, a navedeni prelaz laminarnog kretanja u turbulentno vrdi se kad
on dostigne izvesnu krizitku vrednost Re(®D), koja varira zavisno i od uslova kretanja, a u
veéini sludajeva fznosi oko 2000,

Zadeimo se ovde samo na osnovnim karakteristikama turbulentnog kretanja, Pre svega, ono
je najizrazitije kad fluid pri svom kretanju naide na neku prepreku u vidu krutog tela, kad se
javlja uticaf pograniinog sloja na fluid. Posmatrajmo na pr. sirujanje fluida oko nekog cilindra
(sl 33.4). Usled trenja fluida o zid cilindra deli¢i fluida se usporavaju sve vide, tako dase u

Sl 33.4

izvesnim tadkama M i N sasvim zaustavljaji, a ovo usporavanje je sve manje §to se vile
udaljavamo od pograniénog sloja. S druge strane, zbog sufavanja slojeva na prednjoj strani
cilindra povedavase brzina fluida, a smanjuje pritisak, dok na zadnjoj strani Sirenje siojeva
izaziva smanjenje brzine i poveéanje pritiska, tako da ovde gradijent pritiska dejstvuje
nasuprot keetanju fluida. Usled oba faktora v izvesnof oblasti iza cilindra se javlja strgfanje
Fhidda u suprotnom smeruy, §to zbog suprotnih smerova brzina izaziva nastajanfe i ifezavanje
malih vrtloga, koji odlaze sa fhadom, kao §o je prikezano na sl, 33,5,

Sho335

Dublis analiza turbulentnog kretanja je pokazala da je ono tesno povezano sa nestabilnodéu
kretanja viskoznog fluida. Naime, mesanje strujnih linija mogude je objasniti na taj nadin
§to se pretpostavi da se kompoenente brzine delica fluida vy sa mikrofizitkog stanovifta mogu
razloZiti na prostorno-vremenske srednje vrednosti, koje oznadimo sa Vi, i na pulzacione
komponente, koje obeleZimo sa v’

V;=V1~1-—Vs' (3346
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To znati da se kretanje viskoznog fluida sastofi iz esnovnog kretanja, koje se vri prema Nam’m:—
~Stokes-ovof fednakini, i sekundarnog kretanja, keje se sastoff iz haotidnog poprefnog kretanja
. "deli¢a. Ovo sekurndarno kretanje, okarakterisann komponentama vy’ pti vrednostima Reynolds-

-ovog broja Re<Re(k?} prigudufe se unttrainjim trenjem, medutim pri.vredxt;:ostimé Re> |
>Relkn ono dolazi do izraZaja i izaziva pojavu turbulencije, koja pokazuje veliku analogiju

sa kinetiCkom teorijom gasova,

D ¢DAC I

I.KOVARIJANTNOST LAGRANGE-EVIH
JEDNACINA

PokaZimo ovde jednu vainu osobinu Lagrange~evih jednaZina {11.
32} za slobodne sisteme ili sa holonomnim i zadrfavajuéinm vezama
Fry 5&7 = ;gf =4 (i=1,2,...,n) {tr.n
i i
koja se sastoji u tome da njihov oblik ostaje invarijantan u odnosu na
jednu klasu transformacija. U tom cilju umesto starih generalisanih
koordinata 9, uvedimo ma kakav skup novih @i relacijama

ﬁi i fi(qk,t) (i=%,2,...,n} {1.2)
1 pretpostavimo da je 3(@1,...,§n)/8 (qi,...,qn)# 6, tako da se ovaj
sistem ¢d n jednadina mode reBiti po velifinama a;

q, = ?itak,t) (i=1,2,...,n} (1.3)
To su tav. punktucine transfermacije, koje prevode tadke (ql,qz,--uQQ

iz prvobitnog konfiguracionog prostora u odgovarajude tadke (&l,qé,...,

Eni U novom, pa ispitajmo kako se pri tome transformisu same Lagrenge-
eve jednadine. '

Prema pravilu za posredno diferenciranje funkcija imamo
Tt MU PR Y
& = — §

ina—m ——i g

ae k= 3, kg
adakle proizlazi

8qk aqk
a zhog nezavisnosti operaciia d/dt i a/aﬁk mofemo izmepniti njihov redo-
sled '

(1.5)

Ako pak u Lagrange-evoi funkciji L(qi,éi,t) zamenime velidine 4y funkci-
Jama (I.3), ona se.transformite 5]
L(qiléilt) = L[?iqunt}; E@i{f_{k;ﬁ);t} = Z{ﬁkf&wkrt)u (1.8)

&ime smo je izrazili kao funkeiju od &k, &k i t. 8to se ti%e nepotenci-
jalnih generalisanih sila u starim i novim promenliivama, izmediu niih
se moZe uspostaviti veza na osnovy njihove definicije (10.13)
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N N _ n 3T LIRS R F - 171
Rl - B =Tl b o R P
V=1 .aqk . v=t i=1 aqi QQR i=1 lu= agg 1aq,
odnosno a
o a aqy
Qf = ?;% Q; = (1.7}
= g,

Formirajmo sad izraz (d/dt)(&i/aék}, imajudi u vidu da [ zaviw
si od @k preko svih q; i koristedi pri tome rxezultat (I.4}

- n . n 3 H] 3
a4 9T da oL My g o 29y a2 2%
A R TSR S Lol
‘}\ - a(.[i I}, - qi q!_.‘ i qk
oL g %y
* - Ty
151 g 2,
$to se pa osnovu (1.5) mode napisati u obliku
d—.ﬁwi.d_{al'}i?i-r - CE] aqi {I.8)
at & 7 A dEV ! TT ;“‘“_T .
aqk i=] aqi.aqk ] aqi aqk

§ druge strane, Lagrange-eva funkeija L zavisi od ak preke svih q; i
éi’ te imamo
Ei . n Bl qu X n 3 3

q
3g, i=1 3qy 3G, i=1 24, 3,

pa oduzimanjem ovih dveju relacija dobijame

- n : g
a 3f _ 2E _ [Q& 3L, _ QéL]__i . {1.9)
=

ko izraz u srednjoj zagradi prema Lagrange-evim jednadinama {I.1) za-
menimo sa Q}. izraz s desne strane uz pomod transformacione relacije
{I.7} moZe se prikazati samo u novim generalisanim koordipatama

s M T S

- P - i ~ Xk

i=1 aqi aql aqk i=1 3qk
a prethodna jednadina time prelazi u

d 8T _3f = .

q - ;ﬁm . fk=1,2,...,n) (1.10)

x °9%

Prema tome, pri ma kakvod punktualnoj transformaciji generali=
sanih keordinata sa resingularnim jakobijanom oblik Lagrange-evin je-
dnadina ocstaje tavarijantan, tj. ove jednadine formipane iz ekvivalen—

tnih Lagrange-evik funkoija L(qi‘éi't) A f(ik,ﬁk,ti tmaju fati vid.

‘Uporedjujudi dobijene transformacione relacije {1.7) i (I.9) sa zako-

nom transformacije ma kog kovarijantnog vektora {(v.D3. MuZicki i B.Mi~-
lid: Matematidke osnove teorijske fizike, str. 104~5), vidimo da se pri
ovej transformaciiji Zzrgasi na levoj ¢ desnoj strani svake Lagrange-sue
jednadine transformidu ne <a8ti nadin ¢ to kao komponente kovarijansnog
vektora., Stoga se ova osoblna Lagrange-evih jednafina u odnosu na punk-
tuaine transformacije, zbog Bega i njihov oblik pri tome ostaje nepro-

@
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menjen, naziva kovarijantnost Lagrange-svih Jednadina i predstavlia
jednu od bitnih karakteristika Lagrange-evog formalizma.

ILTOTALNE YARIJACIJE I NJIHOVA
PRIMENA

POJAM TOTALNE VARIJACIJE U OPSTEM SMISLU. Da bismo bolje sag-
ladali pojam varijacije generalisanih koordinata i njene generalizaci-
je, uodimo u konfiguracionem prostoru ma kakvu liniju u intervalu vreme-
na (to,tz), koju demo zvati referentni put i neka su njegove jednaine

qa; = a; () (i=1,2,...n) (11.1)

Uporedo sa referentnim putem zamislimoe i skup okelnih puteva, pod ko-
jima demo podrazumevati takve tinije u konfiguracionem prostoru koje u

~ovom intervalu vremena vrlo malo edstupaju od referentnog i neka su ja-
.dnadine nekog uc&enog okelnog puta

a; = §,1it) ’ (i=1,2,...,n), {11.2)

gde ¢rta iznad qi(t} oznaZava da se radi o drugom obliku funkcije. Me~
djutin, ovako definisan referentni put ne mora cdgovarati pojmu pravog
puta niti okelni put pojmu zachilaznog puta, koje smo definisali pri fo-
rmulaciji Hamilton-ovog principa.

Razlika ovako uvedenih funkeija &itt) i qi(t) uzetih u istom
trenutku t, koje nam prikazuju odstupanje uofencd ckolnog puta od refe-
rentnog

Sas (e = & (t)-q, (v) . (II.3)

nazivadeno sinkrone varijacije generalisanih keordinate u opdtem smig-
lu. Ako pak uoZimo razlike ovih funkcija u razliditim trenucima + i
t + at, pri Cemu <emo at smatrati datom funkeijom od t

Aqi(t} = ai(t+¢t)—qi(t), - {II.4)

njih demo zvatl totulne (ili asinkrone) varifacije generalisanih koop-
dinata u opdtem amislu, Pri tome smo upotrebili iste oznake kao i ra-
nije, ali samim nazivom smo podvukii da ovi pojmovi predstavljaju ge-
neralizaciju ranije uvedenih poimova, tako da skup funkcija qimqi(t)
ne mora predstavijati pravi put, niti evake definisane varijacije Sqi
moraju biti jednake nuli za t = £, it = tl.

Medjutim, ove pojmove moZeme formulisati 1 na drugi, ekvivalenw-
tan na&in, posmatrajudi familiju krivih u konfiguracionom prostoru

5= g (t,d (i=3,2,...,n} {I1.5)

i neka svakoj vrednosti parametra o edgovaraa odredjeni oblik funkeije
qifb). Na pr. za &=0 ona mofec predstavljati zavisnost posmatrane gene-
ralisane koordinate od vremena na pravom putu, a za nekoo'f 0 ovu za-~
visnost na nekom od zaobilaznih puteva. Akc se vreme ne varira, odgo-
varaiuda varijacizﬁwggﬂgiigisane koordinate bide

.
Sa5 16} = gy e atdu-q, ft,0) = _dsa, s
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pri ¢emu j& prvi ¢lan s desne strane ekvivalentan funkeiji ﬁi(ti u fo-

rmuli ((T.3) iu sludaju pravoy i zacbilaindg puta svodi se na izraz
{12.20}).

Ako se pak i vreme varira, to se mofe cpisati na takav na&in
da se sa promenom Ovog parametra o menja L vreme £, Ej. da se¢ i vreme
smatra funkeijom ovog parametra

t =t {rr.7

Tada je varijacija svake generalisane koordinate odredjena ne samo ak~

splicitnom zavisno3éu funkeije q od &, veé 1 implicitnon preko vreme-
na t = t{x)

dq.
Aqi!t)=qi{t(d+6a},u+ sa]- qi[t(u),a] " ési S (11.8)

POSto prema {II,7) svakoj vrednosti parametra g odgovara neki trenutak
t, vrednosti parametra a+ba odgovarade trenutak t+dt, tako da je prvi
€lan s desna ekvivalentan prvom &lanu u formull (I.4), a drugi drugom
% toj formuii. Oznadime 14 ove &lanove konciznije sa &i(a+éa} i qi(a)

i napifemo totaini izvod dqi/dt v razvijenom obliku, imademo

Aq. (£) =5, (arda) - . (59 aqidta
T3 = latda) g o) = (33— *owes 3glda (T1.9}

Ovde prvi &lan (aqilaajﬁa predstavlja varijaciju funkcije qi(t) LU smis-

lu (II.6), a y drugom izraz (dt/da)éa prikazuje promenu vremena At us=
led ovakve varijacije, take da e

Aqift) = dqi(t) + int {I1.10}

Odavde vidimo da se totalne varijacija generalisane koordinate
4, 4 opftem smielu sastofi iz dva dela: 4z sinhrone promene oblika fun-
keije § q;{t) zbog fzmene parametra a za §ei iz promene njene vrednog-
ti QiAz usled priraftaje nezavisno
promenijive t za At. Odnosi izmedju
ovih varijacija qu i Aqi prikazni
su na sl., II.1, gde se vidi 1 smi-
sao velidine Aqi=int.

rs

Ova definicija totalne va-
rijacije mofe se pro¥ipiti 4 na ma
kakvu funkciju oblika f(qi,t): U
ovom slu¥aju prema praviiu za pos-
redno diferenciranie funkelija ima-
o . o

t LA

H
a2
4

At

|

)
o™

n
_ af .
Af = 2 Slag, , S1.1T.3
i=1 i
a ako ovde qu zamenimo izrazom

{I1.10), nalazimo

e} ) n
= of af af
AE = 2: §q‘—i5qi + (% 'g“’q*iqi + -gg) At

o

A

i=1
Tzraz u zagradi predstavlja totalni izvod éf/ae posmatrane funkcije po
vremenu, odakie proizlazi da je totalna varijacija ma.kakve funkeije
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£iq,,t) -
% Af = 6f + £t ) (XX.11)

. ' . k -
Patrafime sad totalnu vgrija;igu igvo@a dqi/dt generalisane ko
ordinate qi{t,a}, koja je po definicijl jednaka

Aé.' = _d;i. £ 89 {II.12}
L7 P !
dt at
gde je
(Ej‘= qi+Aqi' t':t-t-ﬂt {II,13})

Prvi &ian mofemo transformisa?i na slededi patin
dg dqi a
a 3t d S 2N
da; gp | aelaittey) |t ety

. d
al g Gle v e 1 Seae
dt

v

a podto je {d/dt) At mala velidina, izraz u imenitelju moZemo aproksi-

iti bes
~ mativno prikazati prema formuli 1/(1 + x)= 1 ~ x i potom zanemariti

konadno male vellZine vi§eq reda

pt . .4
i AE)= gt ¢ FEAA < I aE

d - &
GOl Y 1 PLE -1

HMa taj nac&in, uvritavajuéi ovaj izraz u {II.12}, dobijamo trafenu vari

jaciju u obhliku

=N
[+

3 4 S (I1.14)
£ % oqe Aeg -9 FEht

A

£

Sime 4e nadjena veze izmedju totalne varijaetje izvoda genefftiffne
koordinate po vremenu i izvoda pe vremenu njene totalne varzgach?. o
davde vidimo da ove velifine nisu medjuscbno jednake, tj. ?a r?zlxku
od operatora sinﬁronog variranja ¢ operator asinhronog variranja A ne

komutira sa operatorom d/dt.

TOTALNA VARIJACIJA DEJSTVA. Potrafimo sad totalnu varijaciju
Hamilton-oveg dejstva, koje je definisano izrazom (12.27)

3 (I1.15)
W= Llgg.dg.tét,
0 .
pri €emu se ovde zbog variranja vremena menja i tekudi element .integ-
i slufaju dej~-
racije 4t, kao 1 granlce Integrala ty i tl‘ Naime, : oIOTée :id] b}
j m
stva koja odgovaraju referentnom % nakom okolnom putu L
£
1

° 3 +
gde je t’ = t + At, a saglasno tome granice drugog integrala su to =

1
=]
dnaka razlici ova dva }ntegrala .
tl ' (LL.17
aw o=@ -w=J3 ni(enae - § nae, .
tl
[+]

gde smo sa L{t} i L'{¢’) oznadili rezultat zamene funkcija qi(t) i

t
3
w=§ ofa o, w,e)ae, @ - é' Lla, ten g e, e ]as, (12.16).
& Lo}

too+ At 1e! =t +Atl. . Tada e totalna varijacija dejstva biti je-
o 1 .

)
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ai(t‘) u navedenim podintegrainim izrazima gornjih integrala.

Da bismo mogli izradunati ovu varijaciju, transformiBimo je do-
davanjem i oduzimanjem istog lntegrala

L] r -
o1 £ i3
I 5'[L' wh-ntery aer + 8 Lienaer- § noae {11.18)
t t’ t
<] i [+ o}

Podintegralna velilina u prvem #lanu predstavlia sinhronu varijaciju
Lagrange-eve funkcije L i sa talnoddu do malih velifina prvog redsa
ovaj integral mofemo aproksimativno zameniti odgovarajudéim integralom

|H qranicara (to.tl} ,

£ tl ti t
S [1’..’ (t')—L(t')]dt' = S éLft')dt'wS 6L{t)dt;a=S SLit)at,
[54 ' 154 s t
Q [+] Q o

a to je sinhrona varijacija deistva, koju smo ranije nasli u vidu (12,
35}

t! e t
1 T n
» [ d aL
§ [ m—mt;}ac'ag 2 b " E R, gy » § L sq {11.19)
t' = i

t

<}

Drugi integral moie se pak transformisati na slededi naéln. prelazeci
sa t’ na t smenom k' = & + At o

t £
1
{nienae = f L(:-.mt)—{mmdt..j [mt)m S0« & s,
¢
154 t, £y i
5to je uz zanemarivanje malih velidina viZeg reda jednakd
t'l ) t
1 a .
S L{e’)dt? ”S L{t)wﬁrul.*—i\.t} dth [Lter+ FetLatjae
I
el £, t,
cdnesno , — ——
ot £ :
§ e yaer= [ ninae +|Lm: | “x {11.20)
t' to o

Ovritavajudl ove izraze uw {II.18) dobijamo tra%enu totalnu varijaciju
dejstva u obliku

1ln
Iy =§;°% !%‘i d‘é —g}*«-)oqidt +]Z qu ‘. !Lot I :

a ako ovde prema (II.10) stavimo dqi = Aqy - qi At, sve sinhrone vari-
jacije bife zamenjene totalnim

1l n
= 8L .4 3L, -
S > f3q,™ q€ 35,) (89;m4at)dt +
t, ) (11.21)

n +
- L, 1
*fz Eon! (izﬂ ag; ik ito

Ako je posmatrani sistem nedegenerisan, integrisani deo mo¥e se
prikazati i u Hamlilton-ovom formalizmu, uvodedi generalisane impulse i
Hamilton-ovu funkciju, definisane formulama (13.2) i (13.21)

T A SN T e R i e
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t ¢ .
aw=.§; Z (___3 - g_é.a ) tagy =g a1t + | ﬁ pyaq -HAL [ - (I1.22). .
0 .

Ukolikad jo¥ Zelimo da poslednii &lan napiéemo %to konciznije, to mofe-
mo postidi stavijojudi

“‘\.

Upeq = ts Ppei= ~ By {I1.23}

tj. smatrajudi formalno vreme (n+1)-vom generalisanom koordinatom, a ne-
gativnu vrednost Hamilton-ove funkcije odgovarajudim generalisanim impu-
lsom. To je tav. homeogeni Hamilton-av formalizam, u kome se vreme treti-
ra na isti nadin kac i generalisane koordinate i tada gornti ifzraz (II.
21) dobija kcncizan i sistematidian vid o

AW = S z(»g-_ S aq)(Aqi"{{At)ﬁt+

i
kojl moZe biti vrle pogedan za isvesne ciljeve, na pr. za primenu u te-

n+i ti
z paﬂqu' . (11.24)
&= t,

oriji relativnosti pri kovarijantnoj formulaciji ili za generalizaciju
teoreme Emmi Noether (v.Dodatak IV).

VEZA SA VARIJACIONIM PRINCIPIMA. Pomodu pojma totalne vari-
jacije, A mo¥e se formulisati jedan varijacioni princip, keji je u i~
zvesnom smislu komplementaran Hamilton-ovom principu. Kao 5to smo rani-
je wideli, pri formulaciji Hamilton-ovog principa uporedijivali smo po-
loZaje posmatranog sistema na pravom i zacbilaznom putw u istom trenut-
ku, te smo odgovarajuéa odstupanja opisivali sinhronim varijacijama ge-
neralisanih koordinata dqi(t). Pri tome se¢ mogle desiti da ukupna ene-
rgija sistema ne bude stalma u toku vremena, na pr. ako sile zavige ek-
splicitno od vremena ili ako postoje nestacionarne veze, te i energije
sistema na pravem i zachilaznom putu ne moraju biti medjusobno jednake.

Pretpostavimo sad da je kinetidka energija ststema homogena
kvadraetnag funkeija generalisanih brzina, kad prema (13.36) Hamilton-ova
funkelja predstavlja ukupnu energij& slstema. Pri tome postavimo jo#
zahtev da se Aretanje pogmatrancg sistema kake na pravom tako i na za-
obilaznom putu vrdi ga tatom i otalnom vrednofdu ukupne energije, tj.
da bude

H=T+U=E=const, H=T + 0 = E = const ‘ (I1.25)

4 ovom slufaju kinetilka i potencijalna energija sistema pojedinadne

se mogu menjati, ali take da su uvek vezanl ovim uslovima, pa se moie
desiti da je u nekom intervalu vremena potencijalna energija na zaobi-~
laznom putu veda nego na pravom, a kinetifka energija de za tolikc mo=~
rati biti manja. Usled téga ¢a se usporitl odgovarajude kretanje siste~
ma, pa €e sistemu hiti potreban vedl interval vremena tl_to da na zao-
bilaznom putu predje iz podetnog poloZaja u krajnjl sa istom ukupnom
energijom E, te pravi i zaobilazni put ne mogu podinjati i zavrZavati
se u istoj tadki u konfiguracionom prostoru.

Stoga u ovom sludaju ne moZemo vide porediti polcZaje gistema
na pravom i zaokilaznom putu ¢ istom trenutku, ved u razliditim trenu-



360

cima t i t + At, tj. sa sinhronih moramo predi na totalne {asinhrone) va-
rijacije. ¥ tom uporedjivanju zaobilaznom putu nametnimo joi uslovdato—
tatne varijacije svih generalisanih koordinata sistema Ag, u trenueima t= [
i 3ty budu jednake nuld

Aqi(to) = 0, “qi{t1)=0' (IT.26)

ro zamenijuje ranije uslove (12.23) pri formulaciji Hamilton-oveg prin-
cipa. Medjutim, pod tim uslovima sam Hamilton—ov princip viZe ne vaii ni
u obliku §W=0, jer sad na vremenskim granicama t = t, it=ty vise nije
6q£=0, ni u opdtijem obliku aW = 0, jer u izrazu (II.21) preostaje posle-
dnji @lan sa At#0.

rodjime stoga od Lagrange-evog dejstva definisanog izrazom (12.
43) &

1
w, =5 ar ae {I1.27)

%o

i poka¥imo da je njegova totalna varijacija pod ovim uslovima jednaka nuli.
Poito je ovde kinetiéka energlja homogena kvadratna funkci}a generalisa-
nih brzina, prema Euler-ovoj teoremi imamo

EE:aqi.i = 2T,
'pa ukolike je L = T -~ U, gornii integral mofe se transformisati na slede-
&1 nadin ‘ :

t
1 .n
T 8L .
ﬁ g > % G.dt
i=1 aq { ,i,-"v-“-laqi i !

%5 o
3to se na osnovu'éefinicije generallsanih impulsa (13.2} 1 Hamilton-ove
funkcije (13,21} moZe napisatl 1 u chliku

tl tl

. _
W p,&.dt = § (Lemar (11.28)

Prema tome, ako se cgranidimo na kretanje pri kome je H(qi.pi}=¢onst,
Lagrange-evoe dejstvo je povezano sa Hamilton-ovim xelacljama

W% =W + H(tl—to), (I1.29}
pa de nijegova totalna varijaciia biti
aH = AW+ B8E) = AE ) = dW+ [mt] ‘1 {11.30)
ts

Pri tome je totalna varijaclija Hamilton-oveog dejstva o&redjena izrazom

(I1.21), a pedto du¥ pravog puta moraju bitl zadovoljene Lagrange-eve

jednadine i ako se uzmu u obzir uslovi (II.26}, ovaj se lzraz svodi na
' t

5
t

1
aW = 4§ uat = v\ﬁﬁt !
[+

t
<]
Na osnovu toga se prema {(X%.30) dobija da je

,aw‘la:\,j’ 27 dt = o (II.31}

Eo
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4 saglasneosti sa ranije navedenom ob%tom formulacijom (12.45) Maupertu-
is-Lagrange-evog principa, .

Prema tome, ake js kinztidka energija homogena kvadratnag funkei~
ja generaliganih brzina i sve sile potenecijaine { ako se kretanje sistema
na pravoem i sachilaznom putd vrdi sa stalnom wkupnom enepgijom, bagrange—~
evo defgtvo dui praveg puta ima stactonarnu vrednost u odnosu ra vrednoess
ovoy defetva dul uih iacdilasznih puteva. Ovako formulisan stav pomodu poje~
M3 totalne varijacije naziva se Euler-Lagrange-ev princip najnanjeg deja~
tva, jer se mo¥e pokazati da Lagramgereva deistvo,za razliku od Hamilton-
ovog,duZ pravoy puta uvek ima minimilanu vrednost,

IO XARAKTERU STACIONARNOST!
DEJSTVA

Kao 3to smo videli, u siudaju kretanja slobodnog sistema 111 sa
idealnim holonomnim vezama i potencijalnim silama prema Hamilton-ovem pri-
acipu (12.37) dejstvo duZ praveog puta ima stacionarnu vrednost

e = § S§Llqy,q,,thdt = 0 LITI.1)
t
o .
Da bismo ispitall karakter ove stacionarnosti dejstva, podjime od pravoy
i nekog zaobilaznog puta sistema i neka su njihove jednadine kretanja q;=

mqi(t) {i=1,2,..,n) odnosno q; = qi(t){i 1,2,...,n). Odgovarajuda dejstva
duZ njih bide & €
1 - 1 _ -
W o= { L[ﬁi(t).qi(t).p]dt, W= { L[qi(t),qi{t),t]dt,
[} . o
a podto Je §i =dqy tdq, Lg= qi 4 aqi, njlhova razlika se moie napisati
u obliku

4

oW o= { {qufsquiuqi,t)—L(qi,gi,t)] at {I11.2)

a .

i ona je prema samom Hamilten-ovom principu (IIT.:i) u prvoj aproksimaciii,

sa tanoddu do ¥lanova prvog reda jednaka nuli.

U ciliu nalaZenja druge aproksimaciie moramo funkciju L(qi+6q P
g, +5qi,t] razviti ¢ Tayler-ov red u tadki (q ,q +t) prema formul1

f(a,+h revesd *h )=fla reesd )t }:h L Xh (2 E 2¢ o Feenne
1ty 1 & laxiQ = k_lihkaxaxk

sa tafnofdu do &lanova. drugog reda. Imajudi u vidu da u ovom slu¥aju ulogu

malih priraftaia hi igraju ﬁqi 1 déi {(i=1,2,...n,), prema ovoj formuli
imamo

L{qi+6qi,qi+6éi.t) L(qi,qi,t} +[§Z: 6qi(3qi% + ji: 5ql{g§ ] +

L
22,
Z [?’E E‘Sqiéqk 3q,0q, aq T2 f_——l kzm:ﬁq 4, ¢ 3 aq) + Z?"ﬁq qk‘_‘“‘“”“aq £ }]

Uvritavanjem ovoy izraza u (IIL.2) dobiiamo u ovej aproksimacigi pod znaw
kom integrala heskonaZno male veliline prvoy i drugoy reda
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W - WﬂS [E30 +62L)&t, {I11.3)
to )
gde je prva varijacija &L data izrazom

n n
- 3L 29
§L= o 2. agq. + > r—
e i

pri femu smo izostavili indekse nula uz parcijalne izvode, a tzv. druga

St {111.4)

O
L1
[

varijaaija 62L Lagrange-eve funkcije je

2 FLU: W SO Y
2_£[~§_Li R 2% Bo05T BL ose sa 4
§L=3 = Eél 3y 89y, bay S r (Ey gm qy §k 0%,
n n 2 {IXI.5)
1 a“Ln 4 =
+ o 2 3 68, &4
2 o ket 3 Tk

Pretpostavime sad da je Lagrange-eva funkeija oblika [ = T - U,
i
ti. da su sile potencijalne u cbiBnom (a ne u generalisanom} smislu. Pri
tome je u kiasiénoj nerelativistidkoj mehanici prema {10.,17) kinetika
energija sistema kvadratna funkci}a generalisanih brzina, a njen &isto
kvadratni &lan je -
1
n ) B el
.18} on se moZe napisati kao

§ obzirem na (10

3 g& é% N afu afu . g% iiafb . ﬁ% F, ,
T, =3 e 48 =% ( )t
2 I v B AR TISN I 3q %
odnosno ’ i e T -* + vt e . .
s M n 3 v ‘!2
T2 ~“‘i‘$:mu Z: §E—qi! N {If1,.86)

odakle vidime da je &isto kvadratni &lan u izrazu za kinetidku energtju
atstema uvek pozitiuvng definitan.

Na osnovu gore navedene pretpostavke imademo

82.7.. . 8% a?r,

G, WES, W, T Cu

pa se poslednji &lan u izrazu (IXL.S5) moZe napisati kao

n

1S D ey 1 n
il Z 2 = 6qi6qk 35 Z Z: ay 5(1 6@]{
ey =

i onima istu formu kao i &lan T2 u klnetlékQ) energiji, s tim da umesto
generalisanih brzina ovde figuriZu njihove varijacije, 3to ozna&imo sa
. 1 n
Ty (84, = 5 EI_' % a,, 8464, (III.7)
Po¥to je znak kvadratne forme nezavisan od oznaka nezavisno promenljivin

14
odavde zakljuéujemo da fe ovaj &lan takodje uvek biti pozitivno defini~

tan. Na taj na%in navedeni izraz (III.5) dobija vid

52{‘:‘1'%%“9“1‘—5‘1551*%% 7L dadqg + T,(64.) {III.8)
' ¢ 11 f57 8a9 UK T £ Fapeg, ke T T84y .

gime smo drugu varijaciju £2L Lagrange-eve funkcije prikazali u viduy su-

me tri &lana, od kojib je poslednji uvek vozitivno definitan.

Pa bismo prou&ili zavisnost znaka oveg izraza od vremenskog
intervala tl - to’ pretpostavime jO§ da su i varzgacLJe generalisanih
brzina ogranifene, tj. da je

|6<:}i(t)| <My | (III.9)

U tom sludaju izraz[éqi] moZemo . transformisati na siededi nadin, ima-
judi u vidu da se redosled operacija d/dt i ¢ mo¥e izmeniti

t t
a

2 (sq,)as]= < §
{odt i = €

|5qi‘t’f=

t

§sq. (e
L

tD

e e §"
54, (0 fdtgs ; 54, (t) !dt
Q tO

odnosno, na osnovy (ITI.9)

fayterf g my (e -t ) (LI1.10}

Odavde vidimo da se pri doveljno malom vremenskom intervalu ty - t, ap-
solutna vrednost varijacija generalisanih koordinata 549 ; (t) moZe udi-
niti koliko hodemo malom. Stoga se 1 prva dva &lana u izrazu (III.8),
koji su kvadratne i linearne funkcije ovih varijacija 8g;, mogu udini-
ti po Zelii malim, tako da se vremenski interval tl - t uvek mofe

tako izabrati da zbir ova dva &lana bude zapemarljiv u o&nosu na tredi

2

$%L = Tlag) > 0 {111.11)

Tada razlika deistva (III.2) na zaobilaznom i pravem putu dobi-
ja wvid [ Tt
- L,
F-w= §onae+J 6% a,
to to
a prvi Zlan prema Hamilton-ovom principu {(III.1) jednak je nuli, pa se
gornja razlika prema (IIX.11) svodi na
- tl
W-w=]} T{sq,)dt > 0,
%
Cdavde proizlazi da pozitivna definitnost druge varijacije Lagrange-

eve funkclje dovodi do zakljudka da je we #, i,

(IXI.12)

EL> 0 b W< (I11.13)

Medjutim, sa povedanjem vremenskog intervala tl ~ t prema
(IL1.10} povedava se i apsolutna vrednost varijacija generalisanih ko-
ordinata, pa i vrednosti prva dva 8lana u izrazu {T11.8), koji mogu
biti kako pozitivni takeo i negativni, Tako de se dodi do situacije kad
de’ se druga varijacija 6°L svesti na nulu i odgovarajudi poloZaj posma-
tranog sistema naziva se kinetidki fokus sigtema, tada de biti vide ek-
atremala dud kojih de dejatve u ovoj aproketmaciji imuLi totu vrednost
¥. Sa daljlm povedavanjem ty, - t, druga varijacija 6 L moZe biti i po-
zitivna i negativna, u zavisnost; cd oblika zaonllaznog puta, pa i vre-

dnost dejstva na pravom putu moZe biti i veda i manja od vrednosti dej~
stva na zaobilaznim putevima.
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Premg tome, ako je Lagrange-eve funkeija oblika LzT-U { akc su
varijacije generalisanih brzina ogpanidene, pri dovoljne maiim vremen—
skim intervalima 12 ¢, sve do kinetidkog fokusa sistema Hamilton-ovo
dejstvo duf pravog puta ime minimalnu vrednost u odnosu na vrednosti
defstva dui svih zacbilaznih puteva.

Mo€t=to}

PRIMEA. Posmatrajimo Xro-
tanje Cestice po idealno glatkoj
‘nepokretnoj sferi poluprednika R
van polja sila sa podetnom brzi-
nom 301 izaberimo polarni koordi-
natni sistem tako da polarna osa
prolazi kroz poetni poloZaj M,
Zestice, a ravan odredjenu nje-

nim poletnim polofajem i poetnom
brzinom uzmimo za meridijansku
ravan ($1.IIX.1}, Ovake prinudno
kretanje ima dva stepena slobode
1 za generalisane koordinate uz~
mime polarne koordinate 8 1 ¥ .,
Kvadrat brzine u ovim koordinata- S1. III.1
ma je&

v2=f2+r2é2+rzsinza§2=Rﬁéhsinzaﬁzl,

pa je Lagrange-eva funkcija ove Sestice

L« gav’ = % m 82 (624s4n% ¢2) _ (111.14)
Duf pravog puta vaZe Lagrange-eve jednaZine za g i b4
4 3L 3L, 8 3L 3,
o T ’ - L4
a€ 38 20 ERIPT ST

Sto posle uvrddavanja odgovarajuéih parcijalnih izvoda daje
9 - sin 8 cos 9?2= 0, sinze ? = const (EIT.15)

Zbog pofetnih uslova Sestica u pofetnom trenutku t = t, nema
kompenentu brzine u pravcu jediniénog vektora 3?, ti. ¥, = 9, pa iz
druge od ovih jedna®ina proizlazi da je i u bilo kom trenutky ¢ = 0.
Zamenom u prvoj jednadini (IXI.13) tada dobijamo da je 0 = 9, a otu~
da 8= const, pa je kvadrat brzine ove Zestice

v2 = Rzé2 = const {IX%.18}

Odavde vidime da de se pod ovim usliovima posmatrana festica kretati

stalno po ovoem meridijanskom kruge sa brzinom konstantnog intenzitets

V*“-Vo.

Formirajmo sad dejstve na pravom putu M My duz uodenog meridi-

janskog kruga i na bilo kom od zacbilaznik puteva koji spajasiu tadke

Mg 1My
o2 = 1ol
mydt, W= 5 mydt,

i+ & e

£ t
W= § rat = % §
o £, o

a njihova razlika bide £

1
B-wein § (#-vhlae (1I1.17}
t
Ovaj, izraz se mo¥e transformisati i majorirati na sledeéi na&in; ima-
judi pri tome u vidu da je prema (III,18) intenzitet brzine v du? pra-
vog puta stalan (to medjutim ne va3¥i za v dul zaobilaznog puta)

£ t
f-w = Slay (S-viae %,j‘lmﬁ'-wzdt 2
to . to .
S B 1s 1
zmv § lv-vide = my(f* vae - JF vae)
tD - 1‘_0 L'.O
Cvde drugi integral u zagradi predstavlia predjeni pravi put s, a pr-
vi predjeni zaobilazni put 5 u istom vremenskom intervalu t1 - to’ ta-
ko da prethodna nejednakost doblja vid
W-wW > mv{s. - s) . (IXI.18)

_ Odavde se mole zakljuéiti da Gogod je s<5 bide i Well, tj. dej-
stvo na pravom putu bide tada manie od dejstva na bilo kom od zachilaz-
nih puteva. To fe vaZitl za sve tadke Ml na prvei polovini meridijans-
kog kruga, 2a koje je s = MoMl<nR, jer je duZfina luka glavnog kruga ko~
ji spaja tadke Mo i Ml na sferi manja od dufine ma koje li:ije na toj
sferi koja spaja ove dve tadke. Kad se dodje do polofaia My dijametral=-
no suprotnog podetnom poloZaju L avai uslov prestaje da va¥i i u tom
sludaju imamo beskonaZno mnogo ekstremala - glavanih krugova na sferi iz-
medju tadaka Mo i Ml' te ovaj poloZaj M;'prédstavlja odgovarajuéi kine-
tigki fokus. Ukoliko se pak predje ovaj poleoZaj, tj. kad je s = Mo“i’"R'
bide zaobilaznih puteva za koje je S< s {(na pr. isprekidana Linija na
slici) kao i onih 2a koje je s> s, te dejstvo na pravom putu mo¥e biti

-4 vede i manje od dejstva na zaobilaznim putevima,

IV GENERALISANA TECREMA EMMI
NOETHER

UOPSTENJE TECREME EMMI NOETHER, PokaZimo sad kako se mole us~
postaviti jedna op¥tija veza izmedju transformacija koje ostavljaju de-
jstvo invarijantnim i prvih integrala Lagrange-evih jedna&ina, kojom
se generalife ranije navedena teorema Emmi Noether {v.str.99-101}, U
tom cilju posmatrajmo ma kakve neprekidne transfoxmacije ne samo gene-
ralisanih koordinata nego i vremena

q, * qi = qi(qk,t,z}, trel t'(qut,é},' o o{Iv.i}
gde je ¢ beskonano mall parametar i postavimo uslov, sii¥no ranlijem,
da za £=0 ove transformacije prelaze u identinost

qi(qk,t,o) b qi, t'(qk't:0}=t (IV.2)

Kao primeril ovih transformacija mogu nam sluZiti translacija vremena
(11.2), translacija mehanikoyg sistema (11.10) kao i njegova rotaciia
{11.18) u prostoru, Smatrajudi vreme (n + 1)~vom gencralisanom koordinaw
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tomr gornje transformacije kao i navedeni usiov moZeme zajedno napisa=-
&1 4 u konciznijem obliku :
- ’ =
qy = 9 (dgee) dy g0 = q
{a,8 = 1121--orn+li' qn+g = t)

‘ ?ormiréjmo razlike veli&ina q;(qB’S) za e¥0 1 e=0, koje us-
led transformacije vremena odgevaraiu totalnim varijacijama i oznadimo
ih ovde sa

+

(Iv.3)

b

Cve, ¥ oqltage) - altag 0 (.9
Qvako definisane varijacije predstavljaju specijalni sludaj tzv, varie
jacija generalisanih keordinata u opitem smislu {v.Dodatak IV}, koje su
ovde izazvane promenom parametra ¢ u traansformacionim relacijama (Iv.3),.
Oné se bitno razlikuju od varijacija kod Hamilton-ovoy principa 114
principa pajmanjeg dejstva, keje se odnose na prelaz sa Pravog na zao-
bilazni put, zbeyg Zega ih za razliku od ovih oznaavamc zvezdicom, kao
i u eodeljku 11. Na slidan nadin kao 3to smo postupild i ranije, razvi-

imo funkeije q;(qs,e) u Taylor-ov red u taZki e= 0 i zanemarimo viZe
élanova . e p—— s e ' : e

’

q
Aaldgre) = aglag,0) v =2, + ...,

3¢ E70
&ime u prvoj aproksimaciii dobijamo
g’
* a4
A qy 5(;:~)c=0 {Iv.35)

‘ Odgaovaraiuda totalna varijacija dejstva pri ma kakvim varijaci-
jama Aqa u opdtem smislu odredjena je formulom (I£.18}, a ako su zado~
voljene Lagrange-eve jednadine za petencijalne sile 4 ako varijacije
generalisanih koordinata i vremena shvatimo u gornjem smislu, ona se

svadi na

ntl . £
2_p, &4 g
a=1° @

1

t
Y to
8to posle uvrStavanja izraza (IV.S5) dobija vid

akl gt £y
(4]
> p (—% ]

a=l D t

*
A W o=

*
A Wee

(IV.6}

i1 1 1 -0
Ukoliko pri tome dejstvo ostaje invarijantno, tji. ako je A*W=G, hice
' inH aq’

n+l aq!
:Eipa("—E}Em
a1 de ©

- o
t=ti‘l§§ipu(ae )cmo{t=t
o=

(o] L

a& podto su trenuci t0 i tl potpuno proizvolini, cdavde zakljudujemo da
pri ovakvo] transformaciii postoji slededi integral kretanja

& (aq; i st
u=1Pu Te seo iéépi(ae Vemg HIgE) cag™ const (xv.7)

Prema tome, swakej neprekidnof transformaciji koordinatq £
vremena.pri kojoj Hamilton-ove dejstve ostaje invarijantne odgovara je-
da?‘prvz inzegral Lagrange-gvih jednadina sa Fednim dopunskim dlanom,
koatlpotiée od transformaeaije vremena, Ovaj stav predstavljaAuop§tenje
ranlje navedene teoreme na sludaj kad se i vreme transformife i u tem

smislu se mo¥e zvati generalisana teorema Emmi Noether.

PRIMENA NA DOBIJANIE ZAKONA ODEIAKJA. Razmobrimo Prvo transe

laciju vremena za beskonadno malu vrednost ¢
e bt o= b+ e (qi = qi,i=1,2,...n) {(IV.8;

podte je vreme u odnosu na inercijalne sisteme homogeno, ti, svi su trew
nuci ravnopravni, translacija vremena ne sme da utife na zakone kreta-
nja, a oni su odredjeni Lagrange-evim jednatinama. Stoga i ove jednadi-
ne pri tome moraju ostati nepromenjene, a za tc je dovoljno da sama
Lagrange~eva funkcija, pa i dejstvo kao njen integral po vremenu ostanu
nepromenjent. Prema tome, ispunjen je uslov A*w = 0 o invarijantnostj
dejstva u odnosu na ove transformaciju, pa postoji odgovarajuél prvi
integral (IV.7), kojl de ovde imati vid

o g at’
Sn < u G, const, (av.9)
=1

jer veli&ine qi ne zavise od parametra ¢.

U ovom sludaju prema (IV,.8) nalazimo da je

pa se gornji prvi integral s obzirom na definiciju Hamiltom—ove funkci-

je (13.21} svodi na

B, O 3
p, f Y B~H=L - p.§.=const {IV.10)
a=i % pe °7° i=1 ¢

Ako su jo3 sve sile koje dejstvuju na &Sestice posmatranog sistema pote-
ncijalne, a njegova kinetifka energija homogena kvadratna funkeija ge-
nerisalnih brzina, Hamilton-ova funkecija predstavljacde ukupnu energiju
sistema, tj.

nt+l _aq&
- 2P =) __ = THU = £ = const {Iv.11)
a=l de

Na taj nadin dolazimo do zakljudka da translaciji vremena u ineveijal-
nim sigtemima referencije, koja odriava dejstve invarijantnim, prema te-

oremt Emmi Hoether odgovera odrdanje ukupne cnergije yisloma.

Kao drugi primer uzmimo

rotaciju sistema Cestica cko Z-gse ¥ y!
za beskonadnoe mall wgao e, odnosnc
koordinatnog sistema za ugao -t ) [Mv
(sl,IV.1} !
xG = %,008 e~y sin e, /4
Yo = ®,8in e +y, cose /A”}Y
1li aproksimativnoo " f | v
Xm X - Y€, YIRREH Y (IV,12) v, :
Posto je prostor u odnosw na iner- o [Tl %

;. . ) 7 7
¢ijalne sisteme izotropan, tj., svi

SUu pravei ravinopravni, rotacita
sistema ne sme da utile na zakone

kretanja, jer bi u protivnom osa §1. IV.l et
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rotacije predstavljala istaknut pravac. Odavde proizlazi, sli%nim rezo-
novanjam kag u prethodnom. sluaju. da Tagrange-eva funkcija-kio i dejs~
tve moraju ostati nepromenjeni, te je i ovda ;spunjen uslov 8 W=0 q.
invarijantnosti dejstva u ocnosu na ovy transformacijiu,

Ako se za generalisane koordinate izaberu pravougle koordina-~
te Cestica, odgovarajuéi prvi integral (IV.Y} bide

n+l  3q’ N ax) N 3r)

) = (e (""—) a2 const, (IV.EJJ
:E:pa(BE Vezo :E:vatag Jeso * > pyv ae  £=0
a=1 v=1 v=1

jer z; i t’ ne zavige od paramerra z. Izraunavaiuéi ove parcijalne jz-

vode na osnovi (IV.12)

’
ax) ~ Wy «
F P e !

koji imaju istu vrednost i za e= 0, i uvrStavajuéi ih u (Iv.13) doblja-

" ¥ it S {Iv.14
2 Py (Ec_'}ewo = ztxvpyv b yuva) ® #,= const -4
a1 v=1

Ovaj izraz predstavlja z-komponentu momenta impulsa sistema, ti. rotaci-.

Jt sistema oko Z-vse u tnercijainim sistemima referencije, koja odriava
dejstvo inverijantnim, prema tecremi Emmi Yoether odgovera cdrianje ko-
mponente momenta impulsa sistema u praveu ove ose reotacije.

Y.ODNOS IZIMEDJU LAGRANGE-EVOG [
HAMILTON-OVOS FORMALIZMA

LEGENDRE-OVE TRANSFORMACIJE. Upoenajmo se pre svega sa jednim specijalnim
tipoin transformacija, koji se Zesto koristi u mnogim granama teoriiske
fizike. Posmatrajmo na pr. ma kakvu funkeiju £ (x,y) dveju nezavisno pro-
menliivihk, njen totalni diferencijal bide oblika

4f = u dx + ydy, (V.1}
gde je
u= %5, v= ig {v.2})

Ako pak Zelimo da umesto x uzmemo u kao nezavisno promenliivu, treba iz
prve jedpnaline {v.2), koja je obiika um?(x,y}, nadi xX=x{u,y) i zatim
stavitdi '

udx = d{ux) - xdu,

&ime smo sa dx presdli na du, pa se relacija (V.1) transformiZe u
dif~-ux} = - xdu + vdy {Vv.3)

- 0davde vidimo da je izraz u zagradi takav da je njegov diferenciial li~-
nearna funkcija od du i dy, te ovaj izraz mo¥emo smatrati funkecijom ne-
zavisno promenliivih u i Yy

gla,y) s Fix,y)=ux (v.4)

Sa ovako uvedenom funkcijom gornji izraz mofe se napisati u obliku

dg= -xdu + vdy, {v.5)
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pa poredjenjem sa odgovarajudom formulom za totalni diferencijal

g = 49 g 24
dg =4 du + 55 dy

proizlazi da je 2
= - 29 = &
X = Xl v W {v.s)

Transformacije ovoy tipa u matematici nazivaju se Legeadre-ove
transformacije i predstavijaju spe¢ijalni sludaj jedne ¥ire klase tzv.
kontaktnih transformacija. Njima se sq Jedne nezquisno promenijive pod
znakom diferencijala prelazi na drugu koja je jednaku parcijalnom f1zvodu
stare funkeije po tof promenljivoj, %to je pradeno prelazom sa prvobitne
fankeije na nowvu, koja sad predstavija funkciju novih nezavisno promen-~
1jivih, One se koriste kadgod se ovakvim postupkom moZfe predi na novu

. nezavisno promenliivu koja je u datim uslovima pogodnija od prvobitne.

Uzmime kao primer termodinamidke funkeije, odredjene principima
termodinamike. Prema prvom ed. njih, ako se termodinamidkom sistemu dove~
de izvesna kolidina toplote, keja se prema drugem principu moie napisati
u obliku d7Q = T d5, i na njemu izvrii rad - usled promene zapremine 4"A "=
- p 4V, njihov zbir predstavljade odgovarajudu promenu unutrainje ener-
gije sistema

du = d'Q + 4¢'A = vd4s - pdv . (V.7})
Ovde su nezavisno promenljive 5 i V kao veliZine ped znakom diferencija-

1a, te unutrasnju eneréiju U treba smatrati funkcijom ovih veli&ina., Ako
hodemo da umesto S uzmemo T kae nezavisno promenliivu, stavimo

TdS = 4{Ts) - s4rT,
Cime gornja relacija prelazi u
d(U -~ T8} =-54T ~ pav
odnosne, ako izraz u zagradl oznalimo sa F

4F = - 347 - pav {(v.8)
gde je
F{T,V) = U{s,V)-TS {v.9)
tzv. slododna energija sistema. Na slifan na&in, ako stavimo
pdv = d{pv) - vdp,
poletna relacija (v.7) dobija vid
dH = 2ds + vdp, {v.to0}
gde ja
Hi{s,p) = U{s,v)spv v.11)

t2v. eatalpija ili toplotna funkeija sistema.

PRELAZ SA JEDNOG ANALITICKOG FORMALIZMA N4 DRUGI. Primenimoc sad
ove rezulitate na mehaniky i pokaZino da prelaz sa Lagrange~evog formali-
Zma na Hamilton-ov predstavlja jednu Legendre-~ovu transformaciju. Xao
%to smo ranije pokazali, ako podjemo od Lagrange-evih jedna&ina {(11.32}
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- *
%-%%ir;—é‘i= 0. (v.12)
gde sy Q; nepotencijalne generalisane sile i napifemo variiaciiu Lagran~
ge-eve funkcije ‘

n n

pa u prvom &lanu zamenimo BLlaqi odgovarajudim izrazom iz Lagrange—-evih
Jednatina (V.12) i iskoristimo definiciju generalisanih impulsa p;=
aL/3¢%;, dobijamo

o
A Pisd; ¢ > By ~ olsq; v.13)
i=1 157

Ukoliko hodemo da predjemo na Hamilton-ov formalizam, umesto generalisa~
nih brzina qi treba uvesti generalisane impulse p,= aL/aqi, PO analogi=-
ji sa prvom relacijom (v.2), stavljajudi saglasno tome

piéqi = B{Piqi, - Qidpir
time se gaéhja relaéija traﬁsformiée u

n Iy I
SUL -2 pygy) - - ; a,6p; + g 16,-03) 59, (v.14)

Izraw u zagradi s leve strane, koji prema ovoj relaciji treba sma-
trati funkeijom veli&ina q; i Py predstavlia negativnu vrednost Hamil~
ton-ove funkcije T

n
Hiq;,py,t) = Eg% p;4; - Lig;,q,,t) (V.15)

Upcredjujudi izraz (V.13) sa iv.1), zapaZamo da ovde ulogu nezavisno

promenljivih x i y igraju qi i qi(iwi,z.,...,n}, a ulcogu promenliivih u
L4

i v veliéine py pi - Qi’ to prikaZime u vidu sheme

v £
¥ ¥y ou . g } (v.16)
qi ql pi. Pi’Qi L -H

Na osnove toga moZfemo zakljuZiti da relacijama (V.8) ovde odgovaraju
slededn

T . _ % am
g = g;; ' By — Qg 5&;' (V.17

2 £o su Hamilton-ove (kanonske) jednadine.

Cdavde vidimo da prelaz sa Lagrange-evog na Hamilton-oun forma-
lZzam predstavija Legendre-ovu transformaciju, u kojoj se sa generqli-
ganih brzina kao nezavisno promenljivih prelazi na generalisane tmpuil-
ge t tatovremeno sa Lagrange-eve Ffunkeije L(qi,éi,t) na Hamilton-ovu
funkeiju H(qi,pi,t). Time se umesto skupa (qi.éi) uvadi ekvivalentan
skup {qi,pi), koji odrediuje dinamiZko stanje sistema, a ovaj prelaz
se ostvaruije refavanjem sistema jednaéina‘pi = aL/aqi(i=1,2,...,n) po
generalisanim brzinama éi' 5to je u kilasi®noj mehanici uvek mogude.,

Ako pak hodemo da polazedi od.Hamiltonwovpg formalizma predje~
®ro na Lagxangéuev, treba podi od varijacide Hamilton-ove funkcije

EYARR

H
9y

[
=4
]
u:lw

Sq, + :%:'Eﬂ— ép,
i =3 api i

i transformisati je na s3lifan na%in, koristed! pri tome Bamilton-ove
jednadine )
1} *x
S0 = ;g: 4,8p; - :%:‘91‘91}5q1 {v.18)
i=1% i=1
Stavijajudéi ovde
43995 = Sipyq,)-p;84,
gornja relacija prelazi u
n n noo. *
Sl = > pyay) == > pisd; - > (R~ Qf)sqy, {v.19)
i=1 inl i=7
a izraz u zagradi s leve strane predstavlia negativnu vrednost Lagrange-

eve funkeije, pa de odgovarajude relacije {vV.6) u ovom sludaju imati
vid .

py = %%I' ) ﬁi—Qi - g%; , . , (v.20)
a eliminacijom generalisanih impulsa neposredno dobijame Lagrange-eve
jednaline (V.12}). Odavde proizlazi da prelaz sa Hamilton-ovog formalizma
na Lagrange-ev predstavija Legendre-ovu transformaciju inverznu prethod-

nof, 5to je u klasiénoj mehanici takodje uvek mogude.

PARALELA IZMEDJU LAGRANGE-EVOG I HAMILTCN-OVOG FORMALIZMA. HNa
©osnovu svega ranije lzloZenoga prika%imo ovde uporedo osnovne karakteri-
stike Lagrange-evogy i Hamilton-ovog formallzma, koji oba baéiraju na me-
todu generalisanih koordinata i &ine posebnu granu teorijske mehanike,
tzv. analitidku mehaniku:

a} U Lagrange-evom formaiizmu osnovni eili je odredjivanje pole-
Zaja sistema, odgovarajude promenliive su skup najmanjeg broja genera-
Lisanih koordinata Fyodprerery koje su cdredijene funkcije vremena.Na-
suprot tome, u Hanmilton-ovom formalizmu se kao osnovni cilj postaviija
edredjivanje dinamidhog stanja sistema, a za tu svrhu se koristi skup
kanonskih promenljivihi:generalisane koordinate i generalisani impulsi
qi,...,qn,pl,...,pn, koji su takodje funkeije vremena.

b} Osnovna funkeiia u Lagrange-avom formalizmu je bagrunge~gva
funkeija L(qi,qi,t), koja nema neposredan f£izidki smisac, a ukoliko je
L =T - U taj smisac imaju sawmo posebno kinetifka i potencijalna energi~
ja sistema., U Hamilton-ovom formalizmu pak tu ulogu igra Hamiltomn-ova
funkeija H(qi,pi,t), koja u slu®aju kad je kinetidka ernergija homogena
kvadratna funkcija generalisanih brzina predstavlia ukupnu energiju sis-
tema.,

<) Diferencijalne jednagine. kretanja u Lagrange-evom formalizmu
su Lagrange-eve jednadine, to je sistem od n simultanih diferencijalnih
jednadina drugog reda.Qdgovarajude jedna&ine u Hamilton-ovom formalizmu
su Hamilton-ova (kanonskae) jednadine, koje su za razliku od prethodnih
sistem od 2n simultanih diferencijalnih jednadina prvog reda.




d} Za geometrijski prikaz polofaja sistema uvodi se kKonfigura-—
cioni prasfor, nidimenzioni euklidsks prostor u kome je taka skup veli-
&ina (qi,qz,...,qhﬂ. U cilju geometrijskog prikaza dinamifkog stanja si-
stema slufi nam fazai proster, koji predstavija 2Zn~dimenzioni euklidski
prostor u kome ulogu talke igra skup (ql,...,qn,pl,...,pn).

Cdavde se vidi da dogod se radi samo ¢ redavanju &isto mehanide
kog problema, tj. o nalafenju kona&nih jedna&ina kretanja ili bar njenih
prvih integrala, dovoljan nam je Lagrange-ev formalizam, odnosno odgova-
rajude Lagrange-eve jednadine. Medjutim, ukoliko #elimo da se bavimo pro-
uavanjem dinamifkog stanja sistema, neophodan nam je Hawmilton-ov forma-
lizam sa odgovarajuéim Hamjilton-ovim jedna®inama, a posebno u obliku fo-
rmulisancm pomodu Poisson-ovih zagrada., Stoga one grane teorijske fizike
koje baziraju na pojmu stanja sistema, a to su pre svega statistidka Fi-
zika i kvantna mehanika, neposradno se oslanjaju na Hamilton-ov formali-
zam 1 bez njeqa se i ne mogu formulisati.

YOPSTENTE LAGRANGE-EYOG I HAMILTON-OVOG FORMALIZMA. Poseban i
najvedi znafajl oba ova formalizma analitidke mehanike sasteji se u tome
Sto se oni mogu generalisati i primenjivati u raznim granema teorijske
fizike i to u slededem smislu. Pretpostavimo da U nam pozrate osnovne
diferencijalne jednadine neke njene'oblasti, kao na pr. osnovna jednali-
na relativistigke dinamike, Maxwell-ove jednaZine u elektrodinamici,
Schrlidinger-ova jedna@ina u kvantnoj mehanici. Postavime sad pitanje da
li se one megu formalno napisati u obliku Euler-Lagrange=-evih jednading
vartjacionoyg raéuna,.koje tzrafavafu uslove stacionarnoati iaveonog in-
tegrala 7

t
1,
dw=6F Tae=o tv.21)
s
i koje za diskretne sisteme imaju vid
a_ 3% _ b _
at Eai sai— ¢ {v.22}

{0 Euler~Lagrange-evim jednadinama za kontinuirane sisteme bide redi u
RBodatku IX,str. 391). Ukoliko se pokaZe da je to mogude, odgovarajuéa
funkelja u tim jedna¥inama, odnosno u ovom integralu naziva se lagranfi-
Jan Aii Legrange-eva funkeija w Sirem gmislu, a sam integral dejatvo za
posmatranl sistem, pri Zemu demo ovako definisan lagraniljan za razliku
od lagrange-eve funkcije L = T - T oznafitl sa L. Drugim redima, pod
lagranfijanom se podrazumeva takva funkeija Fije ve odgovarajude EBuler-
Lagrange-eve jednadine poklapaju se unapred datim ognovnim jednadinama
te oblast?, uz napomenu da za date jednadiine lagranZijan nije jednoznad-
no odredien. Za ovako definisan lagranZijan prelaz ne Hamilton-ov ferma-
Lizam vrdi se¢ na uobidafeni nadin, zadriavajudi standerdne definicije
generaliganth impulsa 7 hamiltonijana
= n
B, = %gz, Hla;p,.t) = E%% B4, - L v.23)

Na pr. u specijalnej teoriji relatlvnosti se nalazi da je osno-
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wna jednadina velativistilke dinamike

a_ [ Po¥s
dt

i

2
1-25
c
a-za generalisanco potencijalne sile ona ims vid

4 MaVy 3v_ . d v

gt v %y X 3xi

{v.24)

Ako pak napiZemo odgovgrajuéa Euler-Lagrange-eve jednadine, uzimajudi
za generalisane koordinate pravougle koordinate posmatrane &estice

S.gx .22 g,
dt axi axi .
moZe se pokazatl da de navedeni uslov zadovoljavati slededa funkcija
: F]
> 2 i .
L{xi,ﬁi,t) = - mC 1~ :§ - V(xi,xi.t), (V.25)

kojé vi%e nije jednaka razlici kinetidke i potencijalne energije., Nai-
me, ako se ona uvrsti u gornje jednadine, posle srediivania ove fe se

poklopiti sa jednadinama (V.24), odakle zakljudujemo da funkeija (V.25)

predstavlija lagranZfijan ove Zestice n poliu generalisano potenéijalnih
sila. Ako bismo formirali generalisane impulse 1 hamiitonijan prema fo-
rawlama (V.23), videli bismo da bi i u ovom slufaju hamiltenijan pred-
stavliao ukupnu energiju posmatrane Sestice, Sto ostavljamoc Sitaocu za

vezZbu.

Mediutim, 1 u samej klasiénoj nerelativistidkod mehanici e na-
djeno da ima sluajeva kad je i pored delovanja nepotencijalnih sila
mogude prikazati diferencijalne jedna&ine kretanja sistema u obliku EBu-
ler-~Lagrange—evih jednatina varijacionog raduna {B.Milid: Njutnova me-
hapika, Ni¥, 1983, str. 269-70). Ograni&imo se ovde na sisteme sa jed=
nim stepenom slohkade, za koje odgovarajuda Lagrange-eva jedpadina ima
vid {11.32).

g %% - %é = Q" (v,26)
gde je Q* nepotencijalna generalisana sila i gde je jedino pretpostav-
lieno da nema neholonomnih veza. Pokufiajme sad da posmatrani sistem
opifemo lagranZijanom koji bi bio jednak proizvodu Lagrange-eve funkci-
je L = T ~ V L izvesne funkeije vremena

Lla, .40 =Dlg, 4, t)- £18), {v.27)
gde ovu funkeiju £{t) treba tako odrediri da se ovim postupkom prvabit~
na Lagrange-eva jednadina (V.26) transformife u jednadinu ohlika {v.22}

d. 8L of _

g g’

Ako formiramo odgovarajude parcijalne lzvode ovako definisanog lagran-—

Zijana i uvrstimo ih u prethodnu jedna&inu, imademo

%ﬁ [%%f(tﬂ - %%f(t) = 0,




374

$to posle razvijanja ! grupisania daje

3L af 4 3 _ 3L
36 g5 * 8 Gy oag - 3g) = 0 (v.28)

Ovde lzraf u zagradi prema Lagrange-evoj jednadini {V.26) moZemo zame-
niti sa Q

3L df .+
3 ac T QI =0 (v.29)

i to je diferencijalnag jednadina z2a odredjivanje nepoznate funkeije fit),

a njeno redenje se mofe neposredno nadi razdvajanjem promenlijivih
a0

I oL/ g

ki integracijom obeju strana, fime dobiiamo

Q*
- T
£{t)=Ca ‘raﬁ??ﬁ
{V.30)

U opitem stufaju izraz Q*/{3L/3)) u eksponentu je izvesna funkcija gene-
ralisanih koordinata, generalisanih brzina i vremena, a da bismo mogli
s?rovesti integraciju, moramo znati oblik funkeija g = glt}. Posle toga
bi se trebale vratiti na veliZine gq{t) i 4(t), Bto najdeide nije jedno-
znaéno refivo i samo ukoliko se ovaj izraz svede na konstantu,za %ta je-
potxebne {ali ne i dovoline) da 0% bude srazmernc sa §, mogude je nepos-
redne izrafunati gornii integral i na taj naéin nadi tra¥enu funkciju

L), : o

Gdavde vidimo da se i pri delovenju nepoteneijalnidh sile na fag=~
tice gistema sa jednim stepenom slobode, dije je kretanje globodno i1%
ogranidenc samo holonomnim vezama © kod koga je o&nos nepctencijalne
etle 1 generalisanog impulsa konstantan, njagove diferencijalne jednadi-
ne kretanja mogu prikagati u obliku EulerrLagrange-evih jednadinag vapi-
Jacionog radung. Ilustruijmo to na primeru linearncyg harmonijskog ascila-
tora u otpornoj sredini, na kojt sem harmonijske dejstvuje 4 nepotenci-
jalna sila oblika F* = =2ma%, kad Lagrange-eva funkeija ima vid

w 1os? i 2
L= me - Emw xz,

a odgovarajuda Lagrange-eva jednadina je

n - melx = - 2mpx (v.31}

U ovom sludaju mofemo neposredno nadi funkeiin (&) prema.(V.BO), jer se
integrand u eksponentu svodi na kenstantu
’ P
- t
- f{t)=Ce L7 ox wCezst,
pa cde trafeni lagranZijan (v.27) biti

28

~ 2]
Lix,%,t) ence? 2

2.2

x5, : (v.32)

a neposredalm proveravanjem mofemo se uveriti da ¢e se odgovarajuda Eu-
ler-Lagrange~eva jednaina zaista avesti na jedrnaZinu (V.31).

tm(kz-m

) - Genefalisa«
ni impuls i hamiltonijan koji odgovaraju ovom lagranZijanu moZemo tada

dobiti na standardni nadin prema {v.23), ali oni vife nemaju uobiZajeni ;:
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fizi#ki smisao. Mediutim, ima i takvih sistema gde je mogude napisati
diferencijaline jednadine kretanja u obliku Euler-Lagrange—evih jednadi-
na sa lagraniijanom koji vi%e nije jednak proizveodu Lagrange-eve funk-,
ciie i neke druge funkcije, a ne postdji nit kriterijum koji bi nam po-
kazac kad je to uopite mogude.

VI.KARAKTERISTIXKE DEGENERISANIH
SISTEHMA

DEFINICIJA I PRIMARNE VEZE. Proudimo ovde detaljnije osnovne ka-
rakteristike degenerisanih sistema, sa kojima smo se veé rankje upozna-
1i {str. 120-3), a &tja se Dirac-ova teorija moZe sistematski generali-
sati i na kontinuirane sisteme {D. Djokié-Ristanovié: Degenerisani sis-
temi u klasi&noj teoriji polja, dokbt. teza 1975) i primenjivati u raz-
nim granama savremene teorijske fizike {A. Hanson, T. Regge, C. Teitel-
boim: Constrainea Hamiltonian systems, Roma 1976}. Kao Sto smo naveli,
pod degenerisanim sistemima se podrazumevaju takvi kod kejih je hesijan
lagranfijana (13.105) u odnosu na generalisane brzine jednak nuli

3Py 3L
. 20 g, VI
S I B I (

sto se u klasifnoj neralativistiZkoj mehanici nikad ne mofe desiti { ne-
ka je rang ove determinante n - R. U tom siufaju sistem jednadina koji

definife_generalisane inpulse
py = 2 s £ (g0 (121,2,000,0), (vI.2)
i
ne mofe se potpunc rediti po genervalisanim brzinama éi, rnoguce je aamo
n ~ R ovih nezavisnih jednadina rediti po isto tolike generalisanih br-

zina u funkeidi ostalih velidina
! C‘Ii = ?i(?1:»-arPn_“:C}n’Msi-':C'In;qﬂ---,qn.t) {i=1 PP =R} . {VI.3}

Tada prema teoremi o zavisnosti funkcija za ovakve sisteme )ednadina po-

~ stoji R relacija izmedju generalisanih impulsa koje ne sadrie generalisa-

ne brzine, tj. relacija oblika

¢r(pi,qi,t) = 9 fr#1,2,...,R) {VI4)

4 to su tzv, primerne veze izmedju kanonskih promenljivih.

LAGRANGE~EVE JEDNACINE ZA DEGENERISANE SISTEME. Pozabavimo se
prvo Lagrange-evim formalizmom 2a ovakve sisteme i ogranilimo se na one '
sa potencijalnim silama, pa pedjimo od odgovarajudih Buler-Lagrange-evih
jednadina, Xoje odgovaraiu datom lagran#ijanu L(qi,qi,t) posmatranog fi-’

zidkog sistema PR
T 42, B vE.5)
de o aqy L
ako prvi &lan napifemo eksplicitno, imajudi u vidu da je 3L/B¢y; izves-
" na funkcija generalisanih koordinata, generalisanih brzina i vremena,
prema pravilu za posredno diferenciranie funkcija imacemo
TR e LY 2
3°L . 378w 3L___ab-=0
zvﬂ““"‘"‘“““qk“" R qx"'
K=184q, 8q), k=1 aqiagk ) ag et 3y
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odnosna
2 n 2 2
= %L . _ 8L < 8% . %L
e B e s T s
&to napifime konciznije u obliku
n

1% agply = Ajla,d.t)  (i=1,2,...,n0), {VI.5)
gde ja 32L '
Sk * FaE _ tVI.7)

i gde smo izraz na desnoj strani oznadili sa 'Ai{qk,qk,t). To je sistem
linearnih jedna&ina po generalisanim ubrzanjima ﬁk' a determinanta od-
govarajuéih koeficijenata jeiaL/aqi[, ista ona koju smo malo pre naveli

pri analizi sistema jednadina {VI.2). PoZto je ona u ovom siuZaju prema
{¥I.1} jednaka nuli, sistem Lagrange=evih jednedina za degenerisane gi-
ateme ne mofe se potpuno rediti po najviiim tsvedima, mogude je samo

n o~ B ovih jednadina redits pé generalisanim ubrzanjima

ai = yi(qquk,t) {i=1,2,...,n~R} {VI.B}

Kao 8tc je poznato iz matematike, ako je neka kvadratna matrica

A= {aik} singularna, tj. ako je determinanta ajenih koeficijenata jed-

naka nuli i to ranga n - R, izmedju njenih kolona (ili vrsta) postoji K
linearnih relacija L
a1 | 212 Hn

vil % +y3[ 222 oot yd[ B | =0,
% ') P
Bto se moZe prikazati i u vidn
5
‘ ],_21 Tk @5 =0 {3 % 1,2,...,R} {(VL.9)

Na osnovu {VI.7) ovde modemo staviti Bk ¥ 2y+ P2 ako potom uzajamno

izmenimo indekse i i k, prethodne relacije prelaze u
n .
i
2. 7] a5 = 0
is 1k
Ako sad obhe strane Lagrange-evih jednadina (VI.s) pormnoZime sa yj i sahbe-
L

remo take dobijene jednadine, posle izmene redosleda sumiranja imademo
n . R

n n n . n -
3 .. u 3 "
2 Y3 zaik%:“g-; A % i A = gl 38 (euq0n),

(3 = 1,2,...,R) (VI.10}

i=1 k=1

a izraz na levoi strani prema (VI,l0) jednak Je nuli, odakle proizlazi
da je N : S

n . ’ :
= j _ .
Folg 4.t = E—‘; Tibg sy t)= 0 (5=1,2,...,8) (VI.11)
Odavde vidimo da medju linearaim kombinacijama Lagrange—evih
jednqéina degenerisanih_aiatema ima R takvia u kojima vide ne Flgurifu

generaliaana ubrzanja ak' betaljnija analiza pokazuje da se uticaj de-
generaclje sistema na Lagrange-eve jednadine sastoji u éiededem: a)samo
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n - 2 Lagrange-evin diferencijalnih jednadina su drugeg reda, b) faves-
can broj L AR ovik jednadina su prvog ili Jak nultog reda, e) precgta-
Ltih B = L jednadina su posledice vatalih, wHa ognova Kojih se one svade
na identifnogti, Time se Lagrange-ev formallzam za degenerisane siste-
me bitnc razlikuje od ovog za standardne sisteme, gde su sve Lagrange~
eve diferencijalne jednacine drugoy reda, a sama &injenica da se sistem
Lagrange-evih jednadina ne moZe potpuno refiti po najvisim izvedima uka-
zuje na to da ove jednadine pri datim pofotnim uslovima ovde nomaju jed-

noznaéno refenje.

PRELAZ NA HAMILTUN-OY FORMALIZAM I SEKUNDARNE VEZE. Ako Zelimo
da sa Lagrange-evogy formalizma predjemo na Hamilton-ov, treba eliminisa-
ti generalisane brzine i zamenit%mih generalisanim impulsima. Medjutim,
u sluéaju.éegenerisanih sistema to nije nogude jedino pomody dednadina (VI.2), to se
mofe izvesti sarn delimifno pomodu n-R relacija {(VI.3), dobijenih iz njih. ko se for-
mira hamiltonijan na uobiZajeni na®in prema (13.21), koji ovde oznadimoe sa E%

n
Holay,pyot) = % Pidy = Lig; gyt (VI.12)

i uzre u cbzir R primarnih veza (VI.4), pokazuje se da precstale generalisane brzine
autoratski ispadaju iz ovog izraza. Zaista, njegov parcijalni izvod o my kajej genera-~
lisano) brzini qi bide, na osnovu sistema jednadina {VI.2) ekvivalentnog primarnim ve-
zara
aH )
() 9L
55; Py aqi =9, (VI.13)

odakle se vidi da take formiran hamiltonijan ne zavisi od genevalisanih

brzina.
Pri ovom prelazu na Hamilton-ov formalizam dobijaiu se i nove
veze izmedju kanonskih promenliivih i o na stededi nadin, Yolimo one
degenerisane Lagrange-eve jedna&lne {VI,11) koje predstavljaju diferen-
cijalne jednadine prveg {(a ne i nultog) reda i nisu posledica ostalih

Fyla;edset) =0 (3= 1.2,0..,1)

-Bko ovde na gore izloZeni nadin generalisane brzine zamenim generalisa-

nim impulsima, ove jednadine se trangformifu u nove veze izmedju genera-
lisanih impulsa i generalisanih koordinata,. koje su nezavisne od primar-
nih (VI.4)

xj(pi,qi,t) =0 {3 = 1,2,...,L1§L) {VI.}4)
Sem toga, sve navedene relacije, primarne vezs {VI.4) 1 ovako dobljene
(VI.14) moraju biti o¥uvane u toku vremena, te predstavljaju prve integ-
rale i stoga moraju zadovoljavati uslove {13.78)
de dx.
r = .
T = 0 qEL = 0 (VI.13)

To su tzv. wslovi Konzistentnosti i oni mogu dovesti kake do relacija
keje su peosledica ostalih, tj, identidnosti, tako i do izvesnih novih,
naknadnih veza izmedju kanonskih promenliivih istog oblika xj(pi,qi,
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t} = 0, koje se ne sadrie medju jednadinama {(VI.4) i {VI.14}. Ako se
ovaj postupak ponovi primenjujuéi 1. na ove relaciie gsloée konzistent-
nosti, mogu se pojaviti jod neke veze izmedju kanonskih promenljivih,
a ponavljajuéi tu proceduru dogod se uslovi konzistentnosti ne svedu na
identiénosti dobidfemo maksimalni broj ovakvih veza

xs(pi'qi’t} =0 (s =1,2,...,8) (VI.16)

Sve one se nazivaju sekundarne veze i iz izlo¥enoga se vidi da one de-
lom potidu od degenerisanih Lagrange-evih jednadina, a delom od wslova

konzigtentnoat? primenjanog Ra gve veze.

Odavde mofemo zakljuditi da se Hamilton~ov formalizam za dege-
nerisane sisteme karakterife odredjenim brojem relacija izmedju kanons-
kik promenljivih: primarnih 1 sekundarnih veza, koje sve zajedno napigi-
me u obliku

QB(P;rqilt} =0 8=1,2,...,B=R+8} (VI.17)

Medjutim, pokazalo se da je prema uticaju na diferencijalne jednaéine
kretanja mnogo zna#ajniia jedna druk&ija podela svih ovakvih relacija:
na veze prve i druge klase, koje se mogu definisati na slededi nadin.
Za neku funkeiju F(pi,qi,t) kanonskih promenlj%vih redi demo da je fun~
ketja prve klase ako zadovoljava sledede uslove

[Fe,] = 0, [Fou )+ 2 -0, (V.18

a sve ostale su funkelje druge klase i saglasno tome sve relacije {VI,
17} mofemo podeliti na vese prve ¢ druge klase prema tome da 14 funkci-
ja es(pi'qi’t) spada u prvu ili drugu kategoriju.

Da bismo dobili odgovarajude Hamilton- ova-jednaéine, MOramo §

jedne strane poéi od varijacije hamiltonxjana {13.20}

1 n aH
SH, = Eqiépi iﬁ:piéqi Zw P % —aq 8

2 s druge od &injenice da zhog postojanja veza (VI.17) varijaciie gene~
ralisanih Impulsa i genmeralisanih koordinata vile nisy medjuscbno neza-

visne

n @8 n 398
}—M e Pi * Z Bq F==0
i i i=1 i
Stoga se ovde mora primeniti metod mnofitelis veza i tim putem smo po-

gy =0

kazall da se dobijaju Hamilton-ove jednadine sza degenerisane gisteme
u obliku (13.110)

pm-gi{_?.-zaxa_ai@. QmaH°+ZB:A —a& (VI.19)
i dg; gy 8 gy’ ioapy o g "8 9pg :

Sem toga, ako se potra3i totalni izvod ma kakve funkeije F(qi.pi,:) ka-

nonskih promenijivih po vremenu
dr 2 oar LI
—_— " — . * + ¥ =
de 1§=:1 a N E% 7p; M1 3

1 ovde zamene qi i ?i odgovarajuéim izrazima iz Hamilton-~ovih jednatina

(VI.19), dobija se i cpdta jednadina kretanja (13.111), izra¥ena pomodu

@
b

I

ot
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I Poisson-ovih zagrada
- ] B B r
ar - ) - L e o s
at = [F'HO] + ;éi Ay[F:GFJ .ot - L IVEL20)

OPREDJIUANJE MNGIITELJA VEZA I EFEXTIVNA REDUKCIVA BROJA STE-
PENT 8LO80DE. Poka¥imo sad kako se mogu odrediti mnoiitelji veza Ag,
koji figurilu u rnavedenim jednadinama u Hamilton-ovom formalizmu, podto
oni potidu od jednafina veza (VI.17), primenimo uslov konzistentnosti
na ove vezae, tj. uslov éaﬂ/dt = 0, stavljajudéi B Gs(pi,qi, t) u opitu
jednadinu kretanja (VI,20)

4o B I .
8 _ ] T {i=1,2...,8} (VI.21)
= —[oﬁ, HO}F;;’E%AE‘ [es,eﬁ,]+at =9 L=le s
Ako se ovde sve veze oﬂ(pi,qi,t) = @ smatraju poznatim, to je asigtem 1i-
nearnii Jednadina za odredjivanje mnoiitelja veza AG , & determinanta od-
govarajudih koeficijenata je
A = I[GS’GB'H . (VI.22)

23131 su elementi Poisson-ove zagrade funkcija veza OB' Medjutim, po¥to

je opBta jedna®ina kretanja dobijena na osnova Hamilton-ovih jednafina (VI.
19), a ove kao i Lagrange-eve jednadine za degenerisane sisteme nisu sve
i&ﬁijmmo nezavisne, rang determinante {VI.22) u opStem siudaju bhide ma-
nji od B i neka iznosli B ~ A, To znadi da se iz ovog sistema linecarnih
Jednadina mofe odrediti camo B - A mnoZitelja veza AB u funkedji precota-
lih 4, koji cstaju sasvim protaveljni.

Ako se potrxafi op3te redenie jedna&ina (VI.21) kao zbir par-

‘tikularnog refienia ovoy nehomogenog sistema i opdteg odgovarajudeg homoge~

nog sistema jednaina, ono se dobija u -obliku

hg = Aglayepyst) + Zu Vus(q /Byt {vI,23)
gde su  Alg, ’Pi’t) i Vs (qi'pl't} izvesne funkcije kanonskih promelji-
vih { vremena ra (= 1,2,...,8) proiazvoljne funkeije istih promenlii-

vih, Uvrdtavajudi ovo redenje u op¥ty jednadinu kretanja (VI.20), mo¥e se
pokazati da se ona transformiZe y

A
g% = [ru] + Z& u [F,OZ] * % , (VI.24)
o= .
gde je B
*
B = H o+ ZAB g0 Cq = 2 V.8, (VI.25)

Detaljnija analiza dalje pokazuje da ovake definigane funkeije H? (q 2P ;s
8}, tav, totalni hamiltenijan < 8" (q 2P + &) predstavijaju funkeje prve
klase, tj. zadovoljavaju uszlove (VI 18). Ovim postupkom je op3ta jednadi~
na kratanja svedena na oblik u kome su precstale samo ekvivalentne veze
prve klasa 9*{pi,qi,t) = 0 1 isto toliko neodredjenih funkecija u, {a =1,
2,+0.4) u mnoZfiteliima veza,

Iz dobljenoy rezultata moguée je lzvesti niz zakljudaka o od-
nosu lzmedju jednadina veza i prircde kanonskih promenliivih, na osnova -



ééqa éé méﬁa sprovesti 1 afektivna redukcija ﬁroja stepeni slobode. Poé-.
to su na ovaj nadin ekvivalentnim vezama prve klase {kojih ima A) pridru-
Zeni proizvolini mnoZitelji veza, preostalim vezama druge klase odgovara~
¢e odredjeni mnofitelji veza. Iz toga proizlazi da sy samo veze druge
<lagse analogne vgsama za standardne sisteme u araiiidhoj mehanici, pomo-
du kojih se mo¥e izvrEiti eliminacija zavisnih kanonskih promenijivih i
tako svesti ove velidine na nezavisne. Ako se i ovde uvede broj stepent
slobode 1 definiSe kao polovina broia svih nezavisnih kanonskih promen—
liivih, a njih posle ove redukcije ima 2n ~ {B~A}, gde je n broj genera-
lisanih koordinata, odgovarajudi broj stepeni slcbode bide

nf = - __9‘2‘-‘\ {VI.26)

5 druge strane, iz pojave ovih sasvim proizvolinib funkcija Uy
las 1,2,...,A} u opdto} jednadini kretanja proizlazi da refenje proble-
ma kretanja degenerisanih sistema pri datim podetnim uslovima nije jed-
neznadno, na Sta smo ved ukazali § pri analizi Lagrange-evih jednadina.
To na prvi pogled izgleda Zudno, jer protivreli pfinciplk kdizalnosti,
medjutim pokazalo se da se odgovarajude kanonske premenliive, koje se
negu eliminisati pomedu jednadina veza prve klase, ili menjaju na proiz-
veljan nalin 111 su 8ak jednake nuli. Stoga one predstavliaju nefizidke
promenljive, koje nisu ni od kakvog fizifkog interesa, tako da raznim
vrednestima ovih proizvolinih Funkeija odgovara isto fizidke stanje pos-
matpranog gistema, Ukoliko izostavimo ove nefizilke promenliive, to nede
uticati na odredjivanje dinamifkog stanja sistema, &ime se broj kanonskih
premenljivih smanjuje za A i ove svode samo na nezavisne fizi&ke promen=-
ljive, a sam broj stepeni slobode time postaje

n"=n'~—2"3mn—§. {vi.zm

$to se pokazalo pogodnim i pri prelazu na kvantnomehanifko razmatranje
ovakvih sistema. :

VIILLGENERALISANE KANONSKE TRAN §~
FORMACIJE
Fao 3to swo rantje videli (str, 123-6), pod kanonskim transformacijama se
podrazumevaju takve transformacije kanonskih promenljivih

Q=04 lagp b, Py=Fy gy pp,t)  (121,2,...,0)  (VII.?)

koje dezvoljavaju da se ovaj sistem jednadina moZe rediti po starim pro-
menljivama Gy i Py i1 koje ostavljaju oblik Hamilton-ovih jedna&ina inva-
rijantnim, tj. prvobitne Hamilton-ove jednaline {13.24} prevode u

) 8K b 3K

R q, = & {1=1,2,...,m), (VII.2)

i
gde je K{Qi,Pi,t) nova Hamllton-ova funkcija. Posto su Hamilton~-ove jed-
naflne za sisteme sa potencijainim silama ckvivalentne Hamilton-ovom
principu {13.25}
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& t
1 1 n
8 rae - §§7 s P;4;-HldE = 0, (VIZ.3)
*, t_ i=1

transformisaninm Hamilton-ovim jedna@inama {(VIZ.2) u novim promenliivama
mora odgovarati Hamilton-ov princip istog oblika

ti n .

& S (ﬁ:PiQi - Kldt = 0 {VIL.4}

£ i=1

o]
Iz zahteva da Hamilton-ov princip (VII.3) ovom transformacijom predje u
(VII.4) moZemo dobitd potreban i dovolijan uslov da posmatrana transforma-

¢ija (VII.1} bude kanonska u nedto opdtijem obliku od onog koiji smo ra-
nije navell i to na slededi nadéin,

Ako relaciju (VII.4) za nove promenljive (ili cdgovarajudu za
stare) pomnoZimo nekim brojem ¢ 1 ovaj broj ubacime pod znak integrala,

imademo ¢

1 n
s ez P&, -K)dt = 0
v i=1

Da bhi ove dve formulaciije ifamilton-covog principa bile saglasne, poedinteg-
raini izrazdi moraju biti 114 jednaki ili se razlikovati za totalni izvod
PO vremenu neke funkcije F starth i novih kanonskih promenliivih

n n . ar

:{E Py - o= c(i{:l 2,0,-K) + 3= (VII.5}
odnosno, posle mnoZenja sa dt

n n

3 p;dq,~Hdt = c(Z P.dQ,-kdt) + dF (VII.6}

=] j=]

Ovako uvedena funkcija F naziva se generatrisa,a broj ¢ valentnost posma-
trane kanonskg transformaciie, dok ranije navedeni uslov (14,8) predstav-
lia specijalni sludaj ovoy kad je ¢ = 1 | to su tav, wunivalentne kancno-
ke transformacije. ako ovaj op3ti uslov napifemo 1 za druge mogude prome-
ne kanonskih promenliivih za Isto vreme dt

n n

iﬁ_:l pyd’q -Hde = o (3 P,d"Q,-Kdt) + d‘p,
= e

oduzimanjem ovih relacija dobijame, imajudi u vidu definiciju pojma varj-

jacije

n el
iﬁ:_:l Pisq; - @ ;{E P80y = 4F i (VIiz,7)

Prema tome, da bi neka transformacija oblika (VII, 1} bila ka-
nongka, potrebno je 4 dovoljne da poetodi takva Ffunkeija F 2 takav broj
<] da.leua atrana uslova (YI[.7) bude totalra varijacija ove Funkaije, i~
me je grupa kanongkih trasnformacija profirena sa uobidajenoy sludaja
¢ = 1na onaj kad je ¢ # 1 i u tom smislu moZemo govoriti o generalisa-
nim kanonskim transformacijama, Odavde istovremeno vidimeo da je uslov za
kanonsku transformaciiu nezavisan od oblika Hamilton-ove funkelje, tj.ka-
nenidnoss guih transformacija je nesavisna od privede sivctema na kojt se

ednose polaane kanonske promeriljive. Na primer ako uodimo linearne tran-
sformaciie
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Q= 6,9+ 8Py P = uaQ * B,D. (VII1,8)

one ¢e sa pogodnim izborom valentnosti ¢, dobiljenim iz usliova -{(Vir.7)
uvek biti kanonske, dok de u slufaju univalentnih transformacija one biti
kanonske samo pri ocdredjenoj vezi izmaedju koeficijenata.

Ako uzmemo prvi tip generatrise ohlika Fl(qi,Qi,t) i napifenc
uslov {VII.6) u razvijenom obliku

n n n aFl n oF 3Fl
Z;PadayTRAt=C (5 A0, KAt Y S pagy + S o 3540, * 5 de,
i=1 im} J=1 L 1=
uporedjivanjem odgovarajudih koeficijenata uz dqi' dg; i dt dobi jamo
aPl aFl aFl
Py = 3&; ' CPi = - 36;' ¢K = H + Fral {VII.9}

Ukoliko Zelimo da predjemc na drugi tip generatrise, treba navedeni uslov
Legendre-ovom transformacijom prevesti u
] n_
2 Pydq, - HAt = - 3” €Qudp; - eKdt + d(F, + ¢ jg: P1°13'
i=1 i=1
odakle vidimo da je traZena generatrisa
n

Folq;,Pit) = Fy + ¢ Eé; p.a., (VIr.10)
a razvijanjem jzraza dF2 i uporedjivanjem odgovarajudih koeficijenata na-

lazimo
aF

-2 - o2 o Hb el
py= 3, cQ, = 77, ¢ CK = Ht 2 | (VIT.11}

Cve relacije zamenjuju ranije (14.12) 1 (14.16) i svode se na njih u slu-
€aju univalentnih kanonskih transformacija. 3to se tide invarijantnosti
Poisson-avih 1 Lagrange~evih zagrada u odnosu na ove transformacije, sli-
&nim postupkom kac i za ¢ = 1 dobili hismo da one ostaju invarijantne do
ra faktoer ¢ cdnosno 1/c

- =1
[:ulv}Q'? = C[U:V] q'pr {u;v} Q,P— P {U:V} q.p’ (VII.12)
3to ostavljamo Sitaccu za velbu.

PRIMENA WA HAMILTON-JACOBI-EY MELOD. Ako zamlislimo takvu ka~
nonsku transformaciju pri keoioj je nova Hamilton-ova funkeiija identidki
jednaka nuli

K{Qi'pi’t’ z 0 (VII,13)

1 uzmemo generatrisu tipa ¥ {qi,Pi,t), koju oznadimo sa 8, Hamilton~ove
jednadine u novim promenljivama (VII.2} neposredno daju
. LES : X

Py s 0, Q = 55— =0,
1) 179
odakle proizlazi .
Pi = a4, = const, Qi = si = Cconst {VII.14)

Tada poslednja relacija {VII.1%) na osnovu uslova (VIX.13)} dobija vid

38
H(q !P rt) +'3'E= 0,

a stavime 1i u Hamilton~ovoj funkeiii prema prve]j relaciji (VII,1i1) p;=
=as/aqi, ona prelazi u
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g =
5E + H{q, ——it) —.0 (VIX.15)

Te je HamzltanmJacobt~eua Jednadina u istom obiiku (14 63) kao i za o=},

- keja odrediuje generatrisu ovakve kanonske transformacije, a ako nad jemo

jedan potpun integral ove jedna&ine S=S(qi,«i,t) i uvrstimo ga u odgova-~
rajudi sistem jedna¥ina (VII,il)

38, sy o k) 3S(qy .0, 4t}
k' k - k'"k "
“mmmga;h__~ = pys ""——EE;H_—" =<8y (VII.16)

algebarskim refavanjem ovih jednadina po kanonskim promenlijivama a4, i Py
debideme ove veliZine kao funkcije vremena, Odavde vidimo da se pri kori-
$éenju neunivalentnih kanonskih trasnformacija nista ne menja u reZavanju
dinamifkog problema sistema, po¥to se sistem jednadina (VIX,16) ustvari
poklapa sa {l4.84) ako B'ncsi uzmemo za nove konstante.,

Pokafimoc sad kako se ove kanonske transformaciie mogu primeni-
ti i na sludaj kad Hamiltonﬂova funkcija ne zavisi eksplicitno od vreme-
na. Postavimo slededi problem: nadi takve kanonsku transformaciju pri ko-

.joj. su sve nove promenljive Qi ¢ikligne, tj. kad je nova Hamilton-ova

funkcija oblika
R = K{P;,Py,usu,P ) (VII.17%)

i opet uzmimo generatrisu tipa Fz{qi’Pi’t)’ koju ovde oznadimo sa W. Tada
iz prvog para Hamilton-ovih jedna&ina (VIT.2)

Co= e 3K
i 70,

]

b 0
zakljudujemo da je

Pi = oy = const, {VI11.,18)

Pa nova Hamilton-ova funkcija postaje funkcija od n konstanti, te takedje
predstavlja konstantu

K= K{al,uz,...,un) = § = const . (VIZ.19}
Drugi par Hamilton-ovih jedna&ina (VII.2) tada daje

. 3K

9 = oy Vilagragreisy),

gde su sa °i oznafene konstantne vrednosti dobijene kao rezultat diferen-
¢iranja funkeije (VII.1$) po ayr @ otuda proizlazi
Qi = oig + 31 (VII.20}

Poito u ovom sludaju Hamilton-ava funkcija ne zavisi eksplicitno od t,is-

tu osobint imade 1 generatriga W, pa se poslednia relacija (VII.2)svodi
na

oK (e preses @ ) = H(qi'pi)

a stavljajudi u Hamilton-ovoj funkeiji prema prvej relacljl piuawjaq i
imajudi u vidu da je leva strana na osnovu (VIr,19) konstantna, dobijamo

”(qi' 351) = g} = const (VIz.2n

To je odgovarajuda Hamilton-Jacobi-eva jednafina za sisteme
sa Hamilton-ovom funkcijom oblika H(qi,pi) i ona se poklapa sa (14.65).
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Odavde vidimo da. karaktaristidna Hamilton-ova funkeija H(q s s pPanije
definisana relacijom (14,64}, predstavlja genevatrisu one kanonske trang-
Fformacije pri kojoj su sve nove promenljive e eikliZne. Nadjemo 1i jedan
potpun integral ove jednadine W = W(qk,u } 1 formiramo edgovarajuéi sis-
tem jednadina (VII.11)}

aW{g, ;i) aWlqg, ,a,.)
L A kK TkT
aqi =Py aai = °(01t+si" (VIz.22)

problem nalaZenja dinamifkog stania dobidemo, kao 1 u prethodnom sludaju,
algebarskim re3avaniem ovih jednadina po promenljivama 4y i Py~

VILLRE LATIVNO KRETANJE CESTICA
(LAGRANGE-EYV METOD

LAGRANGE-EVA PUNKCIJA RELATIVNOG KRETARJA CESTICE, Proudimo relativno
kretanje neke festice M u odnosu na neinercijalni sigstem referencije aX’y’
2' (8%.VIIZI.1l) 1 neka Je kretanje ovog sistema u odnosu na nepokretni OKYZ
odred]eno brzinom pola Y {t) 1 ugaonom
brzinom & (t) kac datim tunkcijama vIg-
mena. Velifine koie karakteri%u kreta- z N
nje festice za posmatraZa u ovom pokre-
tnom sistemu su njen relativni vektor pd M
polofaja, relativna brzina i relativno X
ubrzanje, koji su definisani formulama
dr’
dthel ¢

- - dv’
Far E (VIIT.1)

Z

>4
bt
-
-

4
;mfg'=ﬁ' vre’i w4 ¢

Ove relativne izvode moZemo povezati % S1.VIII.1

sa apsolutnim pomodu relaciie (19,29)

(%%)aps = (g-',;i_;ml +iox 8, {viir. 2)
pri gemu treba imati u vidu da svi izvodi bez ikakvog indeksa predstaviia-
ju apsolutne izvoda. Kretanje uodene testice u odnosu na ovai neinercijal-
ni sistem AX’'Y¥’2' potpuno je cdredjenc ako zpamo kako sé njen relativni
vektor poloZaja menia u toku vremena

{

o= Frqe) e X7 = x!(t) {VIII.3)

i to su konadne jednadine ralativnog kretanja. PotraZfimo sad diferencijal-
nu jednadinu relativnog kretanja Sestice, koja cdredijuje njen relativni
-vektor poloZaja kao funkeiju vremena i pokaZimo kako se ovaj problem moie
reditl Lagrange-evim metodom.*

U tom cilju podiimo od Lagrangeé-eve funkeije ove Sestice u ne-
pokratnom sistemu 0XYZ
. 1 -
L=2m? oo e (VIZI.4)
1 za generxalisane koordinate uzmino pravougie koordinate *y (a=1,2,3) posma~-

trane Eestice. Tada de odgovarajude Lagrange-eve 3adnaéine (10.32) imati

* Ovaj dokaz je izlofen prema sugestiji prof. B. Milida

vid
4 3L 3L * -
2o LN e T {aw 1,2,3), (VIII 5)
dt qxa axu o . .

gto se pomedn pojima parcijalnog gradijenta, definisanocg formulom {11.11)

moZe napisati i kao o
gE %% - 3% = B ; {(VIII.s)
ox ar
gde F* oznadava nepotencijalni deo sila keoije deistvuiu na ovu Zesticu. Da
bismo mogli prouéavati relativro kretanje festice, predjimo sa apsolutnoy
vektora polo¥aia T na relativni ¥’ smenom

T

3 . ¥
¥ ow r {t) + r rswmm(n x, ® xAu(t) + X0 (VITI.7)

Medjutim, ovde treba imati u vidu da se Lagrange~eve jednadine odnose na
'nepokretni sistem referencije, te i operator d/dt u njima predstavlja opa-
rator apsolutnog diferencirania po vremenu. Radi uskladjivanja ovog prela-
za na r’ sa doslednom primenom Lagrange- eveg metoda Lagrange~eva funkeija
koja treba da opide relativno kretanje ove destice mova biti taradena kao
funkeija njencg relativnog vektora poloZaja € apsolutneg iaveda ovog vek-
tora po vremeny

L = L(¥, gi:t), . (VIIT.8)
bez obzira #to df’/dt ne pxedstavlja ni apsolutnu ni relativnu brzinu. Pri
tome se apsolutna brzina Zestice ¥ moZe dobiti apsoiutnim difexenciranjem
relacije (VITI.7) po vremenu -

a7 & .
Gaa?"i g-g-"¢A+§’, (VIII.9)

gde talka oznadava apsolutni izvoed po vremenu, pa uvrstimo izraze (VIIT.9)
i (VIXIL7) u Lagrgnge-evu funkciju (VIIE.4)

L = ——m{v - U[r () +5 t]

odnosno

__1_"'2 -, l““‘rz__r"'l
L = szA * MYy T Smr U {7t {VIII.10}

Ovde smo sa U’ (Z’,t) oznadili rezultat zamene (VIII.7) u izrazu za poten-
cijalnu energitu U{E,t) i kadged se sistem referencije AX'Y?Z* krede tran-
slatorno ovake definisana velidina U'(¥*,t) zavisi eksplicitno od vremena
zbog pojavijivenje fFunkeije 34{3), &ak i ako vreme ne figuride eksplicit-
no u prvobitnoj Lagrange-evej funkeiji.

7o je traZena Lagrange~eva funkeija relativneg kretanja degtice.
Ona je izraZfena samo pomodu relativnog vektora polofaja ' i apsolutnog
izvoda dr'/dt ovog vektora po vremenu, saglasno zahtevu (VIII.8}, kao i
pomody velidina (VA,w] koje odredjuju kretanje ovog neinercijalnog siste-
4 u odnosu na nepckretni.

OSNOVNA JEDNACINA RELATPIVNOG KRETANJA OESTICE. Napi¥imo sad Lag-
range-eve jednadine za posmatranu Zesticu, unzimajudi za generalisane koo~
rdinate njene relativne koordinate x&,(a=1,2,3). Ovaj prelaz sa apsolut-
nih koordinata na relativne, opisan relacijama (VIII.7), predstavija jed-
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nue punktualav transformaeiju, a ranije smo videli da u odnosu na ovakve.

transformacije oblik Lagrange-evih jedna&ina ostaje Invarijantan (v. Do-
datak I). Stoga u novim, relativnim koordinatama Cestice x{, Lagrange-~eve
jednafine imaju isti vid kao 1 polazne jednaine (VIII.S)}, t3.

d. L _ 3L _ .t
dt o, T a= 1,2,3), {VvITII.11)
oxa cxa
to takedje moZemo napisatd i u vektorskom cbliku
4 3L AL, E,* (VIIX.12)
S ez PO .
T’y A

*
gde Fe oznadava rezultat prelaza =a 7 na ©' u funkciji F (F,¥,t).

Imajudi v vidu da se parcijalni gradijent skalarnog proizvoda
dva vektora nalazi formalnoc po istom pravilu kao i za proizved skalarnih
funkeija

n .
S (AB) =2 > ABaB ws 2RE) - B
TE. JA 35

i da je s T (3 prema (VIIX.10)} neposredno dobijamo
3 5 4
L= md, s omEr, 3L, L0 ‘ (VIIT.13)
ot Az’ ag”
Uvrdtavajuél ove jzraze u Lagrange-evu jednadinu (VIIX.12), nalazimo
: a - 3 ) v’
Jelmv, + mr’) + Sy = Pre
3r
ili, posle diferenciranja lzraza s lave strane
2r -
] I
I SR R4 (VIII.14)
dt ar’ ’

. -> >
gde je a, = dvA/dt ubrzanje pola A. Medjutim, ovde dz?’/ﬁtz ne predstav-
lja relativno ubrzanje &estice, te ova jednafina jo3 nema karakter difew
rencijalne jedna&ine njency relativnog kretanja. Da bismo pre8li sa apso-
lutnih izvoda po vremenu na relativae L tim putem uvell relativnu brzinu
i ubrzanje posmatrane Zestice, primenimo opitu relaciju (VIII.2) izmediu
apsolutnog 1 relativnog lzvoda na vektore T Lv
3 -
dr! _dr o - t -+ >
gt g ket @ x T, g “far et vV
ito daje, s obzirom na definicije {VIIZ,1} relativne brzine i relativnog
ubrzanja Foe— e

-

ar’ _ = P v’
I = vior @ X ', %E = AT e %Y {(VIII.15)

Tada diferenciranjem prvog od ovih izraza mo¥emo nadi i drugi apscolutni
dzvod relativnog vektora polo¥aia po vremenu.
e > e

d*r ay’ du

-
L)
g_i_ &t aE X F o+ box %% =3 + d x ¥+
t . . ..

R T+ (Vo @ox ), :
pa uvritavanjem ovoag lzraza u jednadinu (VIII.14} dobijano
1 ! -
m@ v dxEorbx @xEy e20xT =
aur

-+

ar’

+ Fra - mEA,

387
. o, 2-», 2
a otuda, stavljajudi a’ = (d"r'/dt )rei

i o o g :

m(g*E) S L F'é# - wd, —mo x ' =
: 2 vel -, e ] )

- odt ar R B

- - > - +, {VIII.16)
w oy x fwxrt) - 2m{wx v},

3tc se poklapa sa ranije nadjenom jednadinom {23.7}.

Te je csnovna jednadina dinamike relativnog Kretanja u obliku
slidnom onom za apsolutno kretanje. Ovde s jedne strane figuride proizvod
mase Zestice i njenog relativnog ubrzanja, a s druge svi ostali &lanovi,
koji mogu biti uzrok relativnog ubrzanja, te prema op3to3 defintgiii po-
jma sile {4.3} u nerelativistikoj mehanici imaju karakter sile. Prva dva
Zlana s desne strane predstavljaju prave sile, koje poti¥u od uzajamnog
dejstva tamedju tela i samo za njih va¥e Newtcon-ovi principi. Svi ostali
&lanovi predstavljaju tzv. inercijalne sile, koje potidu od ubrzanje nei-
nereijalnog sistema referencije iz koga se posmatra ovo relativno kreta-
nje Zestice, o Zemu smo ranije ved detaljnije goverili (v.str. 236-7),

RELACIJE 14MEDJIY DINAMICKLH VELICINA. Rasmotrimo sad impuls i
energiju posmatrane &estice u odnosu na izabrani neinercijalni sisten re-
ferencije i niihov odnos sa odgovarajudim velidinama u nepokretnom siste-
mu. Da bismo formulisall ove velifine, izrazimo pre svega Lagrange—evu
funkeijw {VIII.10) na osnovu prve formule (VIII.15) pomodu relativne br-
zine . e < - . [ .

LE 0 vt vl B0d x B0e @l x F0P0, 0 vinam
PoSto posmatra® u ovom sistemu zapa¥a samo relativne veliZine kac i nji=-
hove relatlivne promene, sve ove dinamiske velidine moramo definisati u
tom smisiu, koristedi pri tome samo relativne izveode, slifno kao u defi-
nicijama (VIII.1} relativne brzine i ubrzanja. Saglasno tome, impuls Je-
stice shvatimo kao vektor &ije su komponente generalisani inpulsi koji
odgovaraju relativnim kecordinatama Zestice i prema (13,2) imaju vid

8L .. 8L

t -
P 2% v’

- o : a . . . . <
gde simbol (-} oznatava rélarivai izvod po vremenu. Ove tri relacije za-

{a= 1,2,3), (VIET. 18}

jedno mo¥emo népisati i u vektorskom obliku 3L/av*, &to posle diferenci-
ranja daje - [
B 4 i?; = m(3A+3’+$ x ¥1) (VIII.i9}
3V
i ovake definisan impuls Zestice prema relaciii {22.6) jednak je nienom
impulsu u nepokretnom sistemu

B =nv = 3. (VIII.20)

Odgovarajuda generalisana energija Festice odredjena je op¥tom
formulom {11.6) 8Ly
g=§a—c1‘iqi“1'
i brojnc je jednaka Hamilton-ovoj funkeiji, ali je izraZena pomodu Lagra-
nge~evih promenliivih. Pod3to smo 2za generalisane koordinate uzeli relati-
vne keoordinate Sestice, ovu veliding ovde definiBimo kao
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! dt g1 b L2
A VIR ALY = - Y P ?:._.v' - L, (VIII.21)
&=l -3{3& o avr . . }

gde smo opet upotrebili relativne izvode. Posle zamene L 1 3L/A%’ odgo~
varajudim izrazima (VIII.17) 1 (VIIT.19) dobijamo da je generalisana ene~

rgija gestice ;
i >, - =, 1.2 - T T
& = m(vA+v + 0 X rfyevi- Emvh-.m VA'(V +w X r')

- (@l x E02% 4 w3 e
odnosne, posle sredjivanja

! L - .
-
- uv? - Wiy (6 ox F1) - dnid w202
Gvde zbir prva dva Elana predstavlja ukupnu energiju posmatrane Sestice

2. [y -
U {FIE) (VIIT.22)

ol

@ neinercljalnom sistemu referencije, a_poslednji &lan
r oo 1 It Fe 2
u ™ 2m(m x £’} (VIIL.23)

rmofe se interpretirati kao dopunska "potencijalna” energija usled rotagi-
Je sistema i naziva se cenérifugalna potenceijalna energija.

Ako je pol A'nepoknnhn,otpadaju treél i &etvrti &lan, a prema

relacijl (22.6) mofemo staviti V' = ¥ - Ux ¥’, pa gornji izraz prelazi u
' nd
8 = %m(¢-$ 3 ?‘)2+U'(§',t) - %m(a X r')zm %mv2+

> gn( x 33w @ x T v(Ern - Ing x 32

odnosno, imajudt u vidu da je p;aﬁé samoé"naéinﬁ”foiﬁi?éﬁﬁ%'ﬁ'{f’,t) =
= U(E,t) ‘ :
& «&-mw.x (v, =0} (VIZI.24)
Ckoliko se jo¥ oba koordinatna podetka poklapaju {;’mF), poslednji &lan
mofe se transformisati na slededi na¥in =
WAl % BY) sl x F) = o (F x my) < o8,

dime dobijamnc .

1 -3 -+ >
8) =E-u. & {v,=0, ¥'=7) (VIII.23)
Ova relacija nam pokazuje da je pod navedenim uslovima energija posmacra~
ne Jestice u neinercijalnom sistemu mgnja iii veda od njene energiie u
nepokretnom gistemu prema tome da i1 moment itmpulsq destice ¢ ugaona br-
sing sistema medjusobno grade odtar 11i tup ugao.

I LAGRANGE-EV I HAMILTON-OV FOR-
MALIZAM ZA KONTINUIRANE SREDINE

PRELAZ SA DISKONTINUUMA WA KONTINUUM. Da bisme prikazali kako
se Lagrange-ev i Hamilton-ov formalizam mogu prodiriti sa diskrenih na
kentinuirane sisteme, zadriimo se rajpre na jednom jednostavnom primeru.
Posmatrajmo niz malih kuglica iste mase m dui jedne prave na jédnakim
malim rastojanjima a, uzajamno spojenih pomodu identiZnih elastidnih op-
ruga {sl. IX.1) i uzmimo taj pravac za X-osu. Ako se prva Kugiica izve-
de iz ravnoteZfnog poloaja u tom praveu, posredstvom elastilnih opruga

;ti da vrde longitudinalne -oscila~- e
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taj poremedaj fe se prenetl i na
gstale kuglice i one da sve poda~

clje oko svojih ravnotefnih polofa- ,quer,qufwilmhmm;»FtiiijNJqugtx

ja. Sile koje deistvuiu na ove kug-
lice su elastiéne prirode i srazmer-

ne su promenama du¥ina ovih opruga, TIVUIY] HEXEER
odnosno promenama njihovih medjusob- L

nih rastojanja. Stoga, akec sa u, oz~ - u

naéimo elongaciju i-te kuglice, os- b 1 i+l
novna jednadina dinamike za tu kug- 81.IX.1
licu bide . J .
dzui
T T lug gmugdoklug-uy g0y (IX.1)

gde prvi ©lan na desnoj stranl prédstaviia silu kojom (i+l}-va kuglica
dejstvuje na i-tu, a drugi silu kojom (i-l)-va kuglica deluje na i-tu.

Kineti#ka energija ovog sistema od N kuglica bide

1 M 2
T= = 37 mal, {IX.2)
2 i .
i=]
a potencijalna cnergija koja odgovara ovim konzervativnim silama Je
N
[ - 2
vV = 5 filk(ui+i ui) {IX.3)

Zaista, ake napifemo eksplicitno &lanove koji sadrie Uy

Ll 2 Lo 42 .1, .2
Vo sk, ) T ghiv,-u, 17+ Fielug pmay)
i diferenciramc ovaj izraz po u, dobideno

v - ~ -
iﬁ: = k(ui :.1].___1)_}:(\;1:4.1 ui),

2 to je negativna vrednost sile Fi koja dejstvuje na i-tu kuglicu. Tada
¢e Lagrange-eva funkelja posmatrancy sistema kuglica biti jednaka razlici

kinetifke 1 potencijalne energije

L=T-V=4 ﬁé mﬁ2-k(u —a ) ? (1%.4)
I A serl R St 23 Mg *
Qdavde proizlazi
AL N 3L 3V
EEE L P rrenl il vl B S U SUNES U B0 3 (U R U I
Bui i ui aui i+l T4 i Tiei
pa ake formiramo odgovarajq§g Lagrange-eve jednadine
d an AL _ .
;™ T am, s o (1x.5)
23 k3
i uvrstimo ove parcijalne izveda, one de imati wvid
2 .
d%u

1 =
m'&?ﬂ - k{ui+1 ui)+k(ui U.iml)-(},
$to se poklapa sa jedna¥inom (IX.1}

bBa bismo izvr3ili prelaz na kentinuum, napiSimo Lagrange-evu
funkeiju (IX.4) u obliku
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n n - N
‘1 = g:[ﬂ 62 ga (il i 5_“)2]353:: L.a, ©{IX.6)

a i a i
i=1 i=1 .
pa zamislimo da imamo sve vedi broj kuglica sve manje mase. U granidnom
sludaju kuglice ne mo¥emo vifie numerisatl indeksom, ved prostornom koop-
dinatom x, tako da funkciia u, (t) prelaze u u ulx,t) a medjusobno rastoe-
janje kuglica a dobija karaktor diferencijala dx. Takav graniZni prelaz
je, dakle, okarakterisan slededon korespondencijom

pafe«

L, u, (8) —sulx, ),
} (1%.7)

a-—dx, = Ya—fi  )dx,

dok ﬁi kao i (ui+1 - ui}/a prelaze u parcijalne izvode funkeije uix,t) Do
t 4 pox

L S S S
i it’ a ax {IX.8}

Sem toga, odnos m/a pri tome tefi linijskoj gustinl p, a proizvod ka te-
Zi Young-ovom modulu elastiznosti E

T —p, ka-g, {1X.9)

fto se mo¥e sagledatd iz slededeg rezonovanja. Prema Hooke~ovom zakonu
24 jednodimenzionc elastifno telo relativna promena dufine srazmerna je
5111 koja dejstvuje na ovo telo

Al _ 1
T gF

Pa ovaj zakon u posmatranom sludaju, za deistve {i+l)-ve kuglice na i-ty
posredstvom elastifne opruge daje

u, .-u
irl 4 1.1 -
=% F= Ek(ui+l ui},
odakle proizlazi da je E = ka,

Na taj na¥in Lagrange-eva funkelja posmatranoy sistema kuglica
u oblika {IX.6) u ovako definisancm granifnom sludaju prelazi u

L—3 f[pt%ﬁ-)z-z (g———;‘)z] dx,

5to napiZimo koneiznije kao

L={&ax, £ = %(pﬁz—ﬁu?xh (1x.10)
gde je éﬁ tzv. guraling Lagrange-coe Sunkeije 1 gde smo-uvell gznake
. _ 3u .. u
uo= It Lz’x =% {IX.11)

CGdavde vidimo da prs prelazu sa diskontinuuma na kontinuum Lagrange-eva
funkeija ovog eistema dobija vid integrala po prostornim koordinatama,
ito va¥i L za druge sisteme i Zto je ekvivalentno sumiraniu po stepenima
slobode u mehanici sistema. pri tome je prostorna keordinata dobila kara-
kter nezavisno promenliive, ravnopravne sa vremenom, pa de diferencijal-
na jednalina kretanja ovim granignim prelazom postati parcijalna diferen-
etjalna jednadina. Tako smo ranije pokazall (v,str. 252-3) da de difere-
neijalne jednadine kretanja (IX,.1) posmatranog sistema kuglica, odnosno
odgovarajude Lagrange-sve jednadine ovim postupkom dobiti vid (25.6)

2 2

3 u 2 3% 2 ka
T3 = e =, e o= 22
at? 3% n

grala po prostornim koordinatama
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Ovde je prema (IX.9) ¢ = ka/(n/a) = B/p, pa se gornja jednaina mofe na-
pisati i kao

jzu B Bzu ' ’ (1X.12)

E -2 = 0 : .

r —% -

it P oax

i ova parcijalna diferencljalna jednadina je ekvivalentna sistemu od beg-
konadno mnogo obifnih diferencijalnih jednadina kretanja oblika (IX.1) za
svaku od kuglica ponaosob.

LACRANGE =BV POUMALIZAM LA KONLINUIRARE SREDINE. U opStem sluda-
ju, koji se ne mora odnositi samo na mehaniku kontinuuma, problem se mo-
Ze formulisati na slededi na¥in., Posmatrajmo neke fiziZko polie i neka je
ono odredjenc sa n funkcija pelja oblika $i= ¢i(x,y,z,t), pa pretpostavi-
mo da su nam posnaie osnovne diferencijalne jednadine ovog polja, U nave-
denom primeru takva funkeija polja je slongacija delida u = u(x,t), a u
slutaju elektromagnetnog polja to bi bile komponente jadina elektridnog i
magnetnog polja E“ = Ea{x,y,z,t} i B, = By (x,¥,2,t), dok bi odgovarajude
osnovne jednafine polja bile gore navedena jedna&ina (IX.12) odnosno Ma-
xwell-ove jednadiine. Pri tome se mofe postaviti pitanie, slino kao i za
diskretne sisteme, da 1li se ove jedna¥ine mogu formalno napisati u obli-
ku Euler-Lagrange—evik jednadina varijacionog raduna, keje izraZfavaiu
stacionarnest izvesnog integrala

ty
W= 48§ Ldt = 0 {IX.13)

ped uslovem da su varijacije funkcija polja &wi na vremenskim 1 prostor-
nim granicamz jednake nuli

<] 1
E = P = = .14
aﬁi{toj ﬁwi(tl) G, dwi(xu} awi(xu) ¢ (IX.14)
Ukolike se poka¥e da je to mogude, podintegralna velifina u ovom integra-

1a naziva se lagranijan ili lLagrange-eva funkeija, a sam integral deja-
tvo u Sirem smislu, U posmatranom sludaju ova vellfina de imati vid inte-

¥
= i
L = ‘2& (wi; wi,(!; ‘I’ij -x“'t)dv {&pi'u_. .é.g)’ {IX.15)

gde je & gustina lagranfijana, tako da relacija {IX.13) odnosno odgova-
rajudi Hamilton-ov varijacioni princip prelazi u

1

ow=2a% $&avar = o {IX.16}
tov

Da bismo nasli eksplicitni oblik EBuler-Lagrange-evih jednadina,

potraZimo varijaciiu deistva ne varirajuél game nezavisno promenljive

t
1 1 : .
o= SeRavar = §T5 (28 sy LA 4,
. + £t v T 3@'3‘ 1 § BIP i
M . o ' i , (IX.17)
< Jﬁl 4
* %g awi'f“’i,u’dv?‘t
Brugi #lan pri integraciji po vremenu mo¥e se transformisati parcijalnom
integracijom, imajudéi u vidu da je ovde varijacija izvoda jednaka izvodu
varijag¢ije
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t t, Sy e
1" 1 a o
§225, S...&t;..i‘gmi)dt- 32 gy l §ev, dt X g T )6% ax,
£ atpj_ L z :wi O t, e, 5

a na slidan nadin, tredi &lan pri integraci;; po ma kojoi koord;nat; e

svodi se na

w! B x1 - - s x& . 3
“ g o Ak 3 2% ~ N 3
ok gy, I =S LS yax, = S, 5, @ .

SLQYLQ ]T’G @ o a‘:’i;a axcx * a_q.,i,& lxa j x‘a'#i,o:

i

%

- j“i:ﬁﬁma “syan,
ax’ Ay i
%9 -3 i
o

jer zhog uslova (IX.14} integrisani delovi otpadaju. Ovde se prema samomn
natinu parcijalne integracije vidi da se izvodi u posledniim dlanovima
adnose na potpuns parcijalno diferenciranje po odgovarajudoj promenliivej
t odnosno X kako neposredno take 1 preko funkeija polia v, (x Lt} L onji-
hovih 1zyoda. Na tai nalin varilgcija ggigtva (IX. 17) dohi;a vid

£
n .
3g 4 3%, -.Z 4. )6¢ avde, (IX.18)
tS § %( vy dt b, o=l ax, 3“’ L

a iz postuliranog Hamilton-ovog principa (IX.316), tj. iz uslova da vari-
jacija dejstva bude jednaka nuli, zbog proizvoljnosti varijacija §v, cav-
de projzlazi da mora bitt

ag g_i_ g:éi,,%:o (5=1,2,...,n) 1%
avy ¥y, a= =1 9%y i,a

To su odgovarajude Lagrange-eve jedrnadine za posmatrano fiziéko
polie, #i4a redenja ¥y ?i(x,y,z,t) {1 =1,2,...,n) predstavliaju takve
funkecije za koje dejstvo ima stacionarnu vrednost. Na pr. za navedent pri=-
mexr sistema kuglica vezanih ala;tiénim oprugama ona glast

a e 4. & . 1X.20
Mo k-4 uy, ~ O A1%.20)
!

pa stavljajudi ovde prema (IX.10}

3&, - é& w X! —-g-ma = -
ja - O ag "t gu T T B
1]
nalazimg a
Soar - & = X.2
arled) dx(E“,x) 0, {1 13

a to je ranije dobijena jednadina (JX.12}. Odavde vidimo da se razmatra-
ni problem zaista moZe razmatrati na dva ekvivalentna na¥ina: kako prela-
zecl sa diskontinuuma na kontinuum, tako i polazedi od Hamilton-ovog pri-
ncipa sa pogodno izabranom gustinom lagranZiiana.

Ove jednaline mogu dobiti formalno slian oblik kao i odgovara~
jude jednaline iz mehanike sistema ako uvedemo tzv. funkeionalni ({14 va-
rijaciont) tzvod

3
Lo . s—- 4 3k {1x.22}
Segla)avy oo AR Wy

Ovakav lzvod funkciongle karakteriBe se promenom njene brojne vrednosti
ugled tamene oblika funkeija ¥i(x,9,2,8) u okolini date tadke prestora,
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ped uslovom da zavisnost ovih funkeija od t pri tome ostane nepromenjena,
a dublji smisac ovog pojma mo¥e se sagledaki na bazi rafuna funkcionela,
kojl je xazvio V. Vb‘terra {v. tom 11z, str. 365~72). Ako zamenimo v, .sa
?i' imacemo s @ 3%k ’

EE: - av Eif dxa 3¢1 3.

a=1 o 1

jer<£ ne zavisi od- Vi’a=(a/axu1(avi/at}, ©a se Lagrange-eve jednadine
(IX.139) mogu napisati u vidu

SEe_ L4 8Ll aq,2,. .0 (Ix.23)

8y, {x) Sm {x)
Pri tome vrednost lagran213ana {IX.15) zavisi od oblika svih funkcija Yy
(%,¥,%4,t) kac 1 ¥ (x,y,z t}, a takodje i od vremena t kao parametra, te
ovaj lagranZijan predstavlja funkcionelu tipa

Lenfy, e ¥ te]

L {1X.24)

t
i
Tada se varijacija lagranZijana mo¥e nadi poredjenjem W = j 8L 4t sa fo-

. t
‘raulom {IX.17), u kojoj se samc poslednji &lan transformife © parcijalnom

integraciiom B
5 - S f 2 ey e 3 22 afyi]a\.rdt,
o 3

w1 [
i i
odakle proizlazx da je
I
spo= [ ST( 8 gy & sh,)av (1X.25)

Uporedimo li ove rezultate sa odgovarajuéim iz mehanike sistema,
vidimo da csnouvne reZaczje t Jednadine u mehanici kontinuuma imaju forma=-
ino teti oblik kao 4 u mehaniei sistema ako funkeije zamenimo funkeiongi~
ama, a paroijalne favoeds adgovarajuézm funkaionalnim tavodima. Pri tome
ulogu indeksa preuzimaju i prostorne koordinate, pa sumiranje po diskret-
nim indeksima treba aameniti kako sumiranjem po diskretnim tako ¢ po ko~
ntinuiranim tadeksima, tj. integracijom pe prostornim Xeordinatama.

HAMILTON-OV FORMALIZAM 24 KONTINUIRANE SREDINE. Pokalimo sad ka-
ko se sa Laqrangewevog formalizma prelazi na Hamilton-ov u sludaju ma kog
filzigkog polja, a po analoglji sa mehanikom sistema. U tom cilju vratimo
sé opet na ranije razmatfani primer sistema malih kuglica vezanih elasti~
&énim oprugama, kad Je lagran%ijan dat izrazom (IX.§)

~2>“_“[a imka(mjﬂl—“] ;zLa

Za ovaj sistem generalisani impuls koji o&govara elongaciii uy kac gane-
ralisanoj koordinati prema (13.2) bice

ap, L
Pi % 7y = ﬂ-f a, (IX.26)

jer samc Li zavisl od f-te elongacije § njenog izvoda, Zto pri prelazu
sa diskontinuuma na kontinuum prelazi u

, ‘
Py — p = & gy {IX.27)

Qdavde vidimo da ovako definisan generalisan impuls te¥i nuli & jedino
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"impuls po jedinici dufine predstavlija konadnu velilinu
T . s i . .
r=lim S a g% Sl - . {1X.28)
a»o

To nam sugerife da se i u op3tem sluaiu, kad je lagranZijan dat
u obliku ma kakveg integrala tipa (IX.15), uvede gustina generalisancg im-
pulsa kao odgovarajuéi impuls po jedinici zapremine
3
T, =
i 3¢i
gde se éﬂaodnosi na jedinicu zapremine, %to se pomoéu pojma funkeionalinog

(i=1,2,...,n), (IX.29)

izvoda {(IX.22) moZe napisati i kao
mgo= =22 i=1,2,...,0) (1%.30)
6wi(x)
Rezultat ovog diferenciranja bide izvesna funkcija od funkcija polija U 3
njenih izvoda po koordinatama i po vremenu, tako da de gustine generall-

sanih impulsa biti funkcije ovih promenliivih

-3, . R
W, o= ;gﬁ £ty Vpd Yy o b X et
L 3E ;
Tln = Slil_r; = fn(\’k, ‘i’ka ‘1‘k H Xu.t}
Ake je slededi jakobijan razligit od nule
axn, 2
.3 :
Y [P PR . S A (1%.31)
Ay awiewk

ovaj sistem od n jednaZina mofe se rediti PO vremenskim izvodima funkci-
ja polija ‘

Py o= fpi(ﬁk; ¥yd “’k,q’ x t), . {IX.32)
a ukoliko uslov {IX.31) nije ispunjen,'posmatrani kontinuirani sistem

bide degenerisan.

Sam hamiltonijan imade, kac i odgovarajudi lagranZijan, vid
lntegrala po prostornim koordinatama, gde se hamiltonijan po jedinici za-
premine formira po analogiji sa Hamilton-ovom funkeijom {13,21).

{xav, R g?;niisl - & {IX.33)

v 1=1
1 ovako definisanc ¥ naziva se gustina hamiltonijana. Ako se u ovom iz=
razu elimini®u vremenski izvodi ?k pomodu {IX,32}, dobijenih reSavanjem
sistema Jedna&ina (IX,29}, gustina hamiitonijana dobife se kao funkcija
sledeéih veli¥ina

K= A (?k; T} wk,u; xa,t) o {IX.34)

k

Medjutim, vrednost hamiltonijana posle integracije ove funkcije po koordi-

natama zaviside od obljika funkcidja ¥ (x B4 Wi(xu,t), kao i od vremena
t, ti. bide funkcionela tipa

o= alry o 0 My, 0t _(1x.35)

Pri tome podvucimo da je ovde, za razliku od mehanike sistoma, Qvaj prelaz
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ga Lagrange-evog formalizma na Hamilton-ov okarakterisan eliminacijom sg-
mo vremenskih tzvoda Vk {a ne £ iavoda po prostoraim Keordinatamal funkei-
Ja pelja 1 njihovem zamenom odgovaragud%m guetinama #, generalisanih <mpu-
lsq. Zavisnost hamiltonijana kao funkcionele (IX.35) od kanonskih promen—
lijivih formalno je ista kao i kod Hamilton-ove funkcije H = H(q, ,pi,t} u
mehanici sistema, slidno kao i u sludaju lagran¥ijana, Sto omogudava da-
1ju formalnu analogiju sa odgovarajudim relacijama i jedna&inama iz meha-
nike sistema.

Da bismo dobili Hamilton-ove jedna@ine za ovakve sisteme, formi-

rajmoc varijaciju hamiltonijana (IX.233) s
si= fédav = ( sw,s%, + V. ex, - }:wi -
v v T 44 it 1 %Yy 1

{IX.36}

-x A g - = 3%‘:,-;—-6‘«. 1av
i ia i,a L
r

Gvde se na csnovu definicije (IX.29) gustine gaeneralisanih impulsa prvi i
getvrti &lan u integrandu uzajamno poniBtavaju, 3to potvrdjuje da gustina
hamiltonl}ana ne zavisi od vremenskih izvoda funkcija polja. Poslednii
&lan moje se pak transformisati parci;alnom integracijom, kao %to smo ma-

lo pre pokazali

x x}

a - &
j —ma‘f& v, dx = - 5 — ‘_&“g!i: yevyax .
w? ia ! ye @ 9%,

o

. a
&ime smo pre#li na varijacije samo kanonskih promenlijivih, pa imamc

=] 5§ ey - AL L & 22y, ] av (IX.37)
i i i [ i

Izraz u malej zagradi mo¥emo zameniti cdgovarajuéim izrazom iz Lagrange~-
evih jednaina (IX.19), pri &emu iskoristimo i ‘definiciju gustine genera-
lisanih impulsa

22 Joa  ag _a ag 97y

3] athS:aaviq E‘;;’:"a?"""
Na taj nacéin u ovaj dokaz su ukljufene L same Lagrange-eve jednaine, ko~
je hodemo da zamenimo ekvivalentnim sistemom jedra¥ina niZeg reda, a gor-

nji izraz time dobija vid
n

86 = | E(@iani- fyos¥,av (IX,38)
, i=

$ druge strane, ako neposredno formiramo variiaciiju hamiltoni~
jana {IX.31}, uzimajuéi u obzir da je njegova gustina tipa (IX.34), nala-
Zimo

={6 av={ {Eg—i&wiw\ X-—%eg‘—dn o
kS

v voi (1X.39)
s
+ E §: i 8y )dv
PP T

a ovde poslednji #lan pri integraciji po ma kojoj koordinati ®, takodie
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na slidan nadin moZfemo transformisati parcigalnom 1ntegraci3om, zamenju-
judi samo é".. sa X

"
oo 4 3%
S B%. 6 ire P " S T FeT—) Saxg,
%x° = 1.,a
a
odakle g{gzala;i
23t /] a 3t 23t
§H = I[E G —Mé‘x = )wi«» "‘_gjj ——~a1: ]dv {IX.40)

Poite je, prema definici}i (IX.22) funkcxonalnog izvoda
s _3x 2 4 R

émy tE e dxu awi u amy !

jer ¥ ne zavisi od LI prethodni izraw sc moZe prikazati i kao

L4

H

H -j‘ §:(° ¥y g“ SHogn) av (1X.41)

Ovaj rezultat je u potpunoj saglasnosti sa ranije dobljenim zakljudkom da
pri prelazu na kontinuum parcijalne izvede treba. zameniti funkcionalnim,
& sumiranje po diskretnim indeksima treba pro3iriti § na sumiranje po ko-
rtinuiranim, tj. na integraciju po prostornim koordinatama. Ake uporedi-

mo odgovarajude koeficijénte u integrandima izraza (IX.38}) i (IX.40), do~
bidemo

3
MU I 4 v 3 d 2% LI I 4 -
n; = " el N W= e (1=7,2,...,0) (1X,42}
i Wi oo WX EEN i amg ‘
£to moZemo napisati i pomodu funkcionalnih izvoda u obliku
= . _ _&H s . _6H ‘o
!rj.. 5?i(xj ! “’j_ Gﬂ.i(x') (1"112:---111) {IX.43)

Ove jednaéine predstavijaju Hamiltonsove (kanonske) jednadine
za posmatrane £iziko polie, pri. demu zapazimo, u saglasnosti sa navede-
nim zakljulkom, da one imaju fsti oblik kao © u mehanici sistema ako Ha-
milton-ovu funkeiju M zamenimo funkefmwlom tipa i = J#dV, a pareijaline
tavode odgovarajudim funkeionalnim. To je sistem od 2n simultanih parci-
jalnih diferencijalnih jednaZina sa nepoznatim funkcijama ¥y 1x L) 4
wi(x +£), refenih po prvim vremenskinm izvodima ovih funkcija, ali Za raz=~
liku od mehanike sistema ovde figuriZ%u i jzvodi ovih funkcija po prostor-
nim koordinatama. Ma pr. za razmatrani primer sistema malih kuglica veza~
nih elastidnim oprugama gustina generalisanog impulsa je data izrazom (Ix.
28}, a gustina hamiltonigana prema (Ix 33) biée_ .

2

')8«-ﬂﬁ-§3=9u-u- [pu«Eu }” (pu +Eux);-
R ¥
pa ako eliminifemo stavljajudi 0 = #/p + dobijamo
¥ (u,me 2 E w? ) (1X.44)

Odgovarajude Hamilton-ove jednaZine (IX.43) naci éemo izrafiunavajudi sie-
dede funkeionalne izvode

L F . 5] 3y
CE R T A T
' X
kao i ‘
SH _ax .1,
% T p 7

tako da ove jednadine za posmatrani 51stem glase

R i
io= - S8 _p 2370 .‘ndﬂ-l IX.45
T o= 6L2—E-2’ -u_ 31—[—]:)" { -‘)

i one odredjuju velifine u i = kao funkcije poloZaja i vremena.

Posmatrajimo jo¥ ma kakvu funkcicnelu kanonskih promenljivih
B [wi(x B4 @jx Bl p b] i potra%imo nien totalni izvod po vremenu. Pri
tome se oslonimo na odgovarajufu formulu iz mehanike sistema

aF aF

dI-" .'
_Z( i*."é"p_ipi)*i‘

i primenime navedenu koraspcnﬁenciju, prema kojoj pri prelazu na kontinu-
um funkcije treba zameniti funkcionelama, parcijalne izvode  funkcional-
nin, a sumiranje po diskretnim indeksima profiriti Lntegracijom po prosto-
rnlm koordinatama. Aﬁo pri tome jof imamo u vidu da je P funkcionela od
Ti{x“,t) i ﬂi(xu,t), ali obiZna funkcija od t, na osnovu ovakve korespon-
dencije imademo

dF _ 2 SF_ » 2F
ETE'Ig: 7 1*51:. m) av v S5, (IX.48)

.<

a ovde moZemo ¥y i %i zamenitl odgovarajudim izrazima. iz Hamilton-ovih
jednaéina (IX.43)

,.5 EZ 6F cSH 8P oM ., 3F {1%.47)
v 6?1 5" 6ni GW at

Bobijeni rezultat nam sugerife da uvedemo Poisson-cve zagrade dveju bile

kakvih funkcionela F i G kanonskih promenijivih, definifudi ih formulom

= SE S sE sG
[F.6] = Sf;a {5‘*'1 sn; T oy “, 1 av, (1X.48)
v

ito takodje odgovara navedenom pravilu korespendencije, pa prethedna re-
lacija dobija isti oblik kao i u mehanicl sistema :

ar
dE

= o) « £ ' (1X.49)

Ova jednafina moZfe se interpretirati kao opfdta jednadina kreta-
nja za dato fiziZko polje, jer su u njenc izvodjenje ukljudene Hamilton-
ove jednaZine polja. Odavde neposredno proizlazi potreban § dovoljan us-
lov da neka veli&ina F bude prvi integral, tj. da bude dF/dt = ¢, naime
mora biti

aF

(ron]+ 5

3 0 (IX.50)

Posebno, stavljajudi ovde F = H i uzevii u obzir da je [H, H}s 0, zaklju-
Sujemo da eko hamiltonijan ne zaviai eksplieitno od vremena, on predstav-
tja prvi iategral Hamilton-ovih jednadina. Pri tome, i pored toga Eto la-
granZijan &esto nema ni neposredni ni posredni fizi¥ki smisao, ipak u pri-
lidnom broju sludajeva hamiltonijaen predstavija ukupnu energiju posmatra-
nog fiztdkog pelja, kaoc na pr. u navedenom primeru, a iz daljeq izlaga-
nja videdemo da ¢e to va%itl i za elektromagnetno polje {v. tom I¥I, str.
3%7-9}.
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Xs POCLJE ELEMENTARNIH POMERANJA
{EULER~QV METOD)

POJAYM CESTICE I POJAM POLJA U MERANICT KONTINUUMA, Kao ito je
poznato, 4 mehanici deformabilnih tela nije mogude primeniivati metode
mehanike sistema, kake zbog toga 5to bismo morali koristiti ogroman broj
jednadina, tako 1 stoga Sto najledde ne znamo podetne uslove pojedina&-
nih &estica. Stega se ovde kao aproksimativan metod pri makrofizidkom
prougavanju kretania deformabi;nih tela koristi merod aproksimacije kon-
tinuumom {v.str. 251-2}, koji se sastodl u slededenm, Posmatrano deforma-
bilne telo zamisiime pedeljeno na takve male delave 3iji je broj moleku-
t2 & jedne strane vrlo maii u odnosu na ukupni broj (A& W), a s druge
strane i vrlo veliki u odnosu na jedinieu {88 1), tako da oni sadrie do-
voljne mnogo molekula. Tada u prvoj aproksimaciji mo¥emo uzeti da je u
svaxom ovakvom elementy zapremine materija raspoeredfena kontinuivano i
sa tako prihvadenim modelom mchanika deformablinin tela postaje mekanika
Rontinuuma,

Ovako shQaéen mali deo deformbilnog tela, u kome se Zanemaruje
njegova unutraénﬁqistruktura, t£j. uzima da svi njegovi molekuli imaju ig-
tu brzinu, nazivademo F1aidki beskonadno mala Jestica ili delig sreding
u ufem smislu. Pri tome se poloZai ovako definisane Zestice, koja zauzi-
ma £izidki beskonadno mali element zapremine 4V, odredjuje vektorom po-
lofaja ¥ njenocg centryg maga, usrednjenog po fizidki beskonagdneg malom in-
tervalu vremena At oko wofenog trenutka t, a samo nijeno kretanje time po~
staje ekvivalentno kretangu njenog centra masa kao materijatne tadke, u
kojoi bl kila skoncentrisana celokupna masa ove gestice. Ukoliko rak pos-
matrame malid, aii konadnd deo deformabineg tela, &iji pojedinadni moieku-
1L imaju razlidite krzine, takav deo sredine pod uslovom da ja i ovde
ANKN moZe se nasvati deli¢ sredine u Iivem smislu.Na pr. Pri razmatranju
Lagrange-evog metoda i mehanici kontinuuma ped delidem sredine traba pod-
razumevati fiziski baskonadno maly Sesticu, odnosno delié u u¥en smiglua,
dok pri proulavaniy rotacionog kretania delida fluida pojam delida mora
se shvatitl u Zirem smisiu, jer samo ako razne tacke tog delida imaju ra-
zliite brzine mofe se uopdte govoriti o njegovoj rotaciji.

Pri ovakvom aproksimativnom metodu proutavania kretanja defor-
mabilnih tela ono de biti odredjenc ako Znamo kolika je brzina svake fi-
24%ki beskona®no male destice kao materijalne tadke u ma kojoi taski pro-
stora u ma kom trenutku, ti. ake znamo brzing gestica kao funkeiju polo-
2aja i vremena .

e - ’
v =v {x,y,2,t} {(X.1)

Xompletno refenje problema imademo ako su ham poznate i ostale mehanidke
karakteristike sredine kao funkecije pelofaja i vremenaz, na pr. kod flui-
da ako znamo pritisak 1 gustinu u obliky

b= p(xtleJt)l o= p{x,y,z,t} . (X.2}

"t ¥4t u poloZaju 1T {(sl.x.1),

3998

Pri tome se pretpostavlija da su sve ove veliline neprekidne funkeije pro-
stornih koordinata i vremena, ti. da se one beskona®no malo menjaju kad

.se iz jedne tadke prostora u nekom trenutku pomerimo u drugu beskonano

biisku tadku iii u drugi beskona&no blizak trenutak. Uopste, svaki kon-
tinuirani £iziZki sistem predstavlja izvesno fizidke pelje u smislu da je
to oblast u koioj vladaju specifidni fizidki uslovi, To polie mo¥e biti
odredjeno skupon velidina koje su <zvesne neprekidng funkeije rolofaja <

vramena

by = 0 Gy ze) {i=1,2,...,n) (X.3)

& premd prirodi ovih veli&ina polja mogu biti skalarna, vektorska 1li
tranzorska. Na pr., u gore razmatranom sludaju to su funkeije (X.1) i(%.2),
koje odredjuju mehanike stanje pri kretanju fiuida i na taj nafin probiem
odredjivania kretanja,deformabilnih tela’ gveden 3¢ na nalaZenje polja br-
zina i ostalih mehanidkik karakteristika sredine.

POLJE ELEMENTARNTN POMERANJA. Posmatrajmo sad jedan mali konad-
nt deo deformabilnoy tela kao kontinuuma i neka se on u trenutku t nala-
zi u poloZaju I, a u trenutky

Uogimo neku ta%ku A kao pel 1
neku drugu talka M gy posmatra-
nom delu sredine sa relativnim
vektorom polofaja ¥’ u odnosu
na tafku A, koii je =a apsolut~
nim vektorima polo¥aja ovih ta-
&aka povezan relacijama

- - e >, - - - ‘*’
r Ty, tr’, ar AE,+ATT (X, 4)

Neka za ovo vreme 4t tadka i pre~
die u polofaj A’, a tatka M u po-
lo¥aj M', pomerivsi se pri tome za SLl.X.1
A;AE 30 ocdnosno i? # ﬁ, a relativni .
vektor poloZaja ! neka se pri tome promeni za ar', Ako koristimo malo
pre izloZeni Fuler-ov metod, ovde imamo polie elementarnih romerania, ko=
je je odredjenc ako 2a sve £izi¥ki beskonafno male Sestice kao materijal-
ne talke znamo ove velifine kao funkcije polo¥aja i vremens
oF = T(F, e, A'EA:ﬁ(?A,t)EEO
Postavimo sad pitanje kako promena A;' relativnog vektora polo~
faja zavisi od poloZata ta¥ke M u odnosu na pol A. U tom cilju podlimo
od relacija (X.4} i napifimo ih na osnovu (X.5) u obliku

(X,5)

AEf = AR - a;:*A = ¥E,e) - 8, , 0 {%.6)

Ako pretpostavimo da su deformaeije posmatrane aredine vrile male, na Se-

mu bazira celokupna standardna linearna mehanika kontinuuma, moZeme vekw

torsku funkeiju u(¥,t) raszviti v Taylor-ov red u ta¥ki A i zanemariti viw
Se &lanove




BE, 0 = B(E, 0 E-E,). (——) R Y N R 2 ) (X.7)
ar

roslednii &lan mofemo napisati na slededi natin

5
P = @ ) U= (g,
ax 3r -

gde je ¥ Hamilton~ov operator, pa imamo
TE, ) = U(E, e+ (Eh) &,

a izraz {(X.6) time dobija vid
8%7 = U(E,8) - U(F,,t) = (T4, (x.8)

Da bismo paZli i odgovarajude skalarne jednadine, napiBimo eksplicitno
operator r'.¢ primenjujuéi poznatu formulu za skalarni proizvoed

3 -
> au
Ar'=(zx S8 = I ox! SE
3 axB it [ axB
pa preoiicirajmo ovu relaciju na bile koju koexdinatpu osu
’ du,
Ax' =
.- égi B axs ¢
¥to prikaZimo konciznije kao :
: 3 :
" - = ! e :
axl moul o.M gfﬁﬁ 54 {a=1,2,3), {%.9)
gde smo staviii . .
’ aucx
Epa™ ""axﬁ le,B = 1,2,3) . (X.10}

odavde vidimo da su Romponentae Am; promene relativnog vektora

-pelofaja, ednosno Komponente u, = owu vektora elementarnog pomeranja ta-

oa
dke M u odnosu na transilaciju homogene linearne funkeije relativnih koo-
rdinata #; ove tadke u odnosu na pol 4, §to moFemo napisati i simboli&-

ki u operatorskom, tenzorskom obliku

AT = ,-r-"r"" {X.11)
Ovako definisan tenzor f, odnosno skup odgovarajuéih komponenata Eaq A~
ziva se fenzor elementarneg pomeranja i on karakteriZe posmatranc polie
elementarnih pomerdnja u uofenom malom delu sredine oko tadke A. Ako zna-
mo vrednosti ovih komponenti u tadki A, reiacije {X.9) nam za svaku ta-
tku M sa kecordinatama x; daju odgovarajudu promenu ax* relativneg vek-
tora poloZaja, odnosno razliku pomeranja‘ﬁ - §o ove tatke i pola A za
vreme At. ‘

Ovaj tenzor mofemo prikazati i u drugom vidu, iz fega se moZe
bolje sagledati niegov smisac. Na osnowvu definicije dijade relaciju (X.8)
mofemo napisatl kao {v. Dj. Muficki i B. Miiid: Matematifke osnove teo-
rijske fizike, str. 64-5, 73-4)

BEY = (FPev)G = 2. {v, ﬁ}, (%.12)

gde je {V ﬁ} dijadski proizvod Hamilton-ovoyg operatora v i vektora 4,tzv.
lokaint tenzor pridruzen vektoru elementarnog pomeranja ¥. Ako napisemo
eksplicitno v 4 0 razlofene duj keordinatnih osa, dobidemo lokalni ten-
zZor u obliku

401
,.W,WM*H. T 3 - .
{v, & - {q=1 %, Zuﬂ "'} u%‘l 5213—"-{%,95}, -1

cdakle vidimo da su komgonente ovog tenzora QuB/Bx druge strane, na
osnovu pravila AeT =1 -A, ade ije T konjugovani tenzor sa Komponentama
{1 )aﬂ_ {Thsor v gornjoj relaciji {X.12} moZemo izmeniti redosied &lano-

va uz zamenu lokalnog tenzora konjugovanim

AL? {V, 3}*- . : (%.14)
Poredjenjem ovog rezultata sa {X.11) neposredno dolazimo do zakljuka da
ie

-+

T = {V, u}* , {X.15)
gde se komponente konjugovanoy lokalnog tenzora dobijaiu uzajamnom izme~
nom indeksa komponenata tenzora {X.13), tj.

U S R (X.16}
v - 2 2 la 5| -
{ ! STgayiEg L a8
Prema tome, tenzor elementarnog pomeranja predstavije konjugovani lokalnt
tenzor pridruien vektorskem polju ovih pomeranja J(xa,t) sa komponentama
auu/QmB, u saglasnosti sa prethodnim relacijama (X.9) 1 (X.10}.

Rastavimo sad ovaj tenzor na simetri®ni i antisimetridni deo,

stavljajudi
P Ve S PO AL
Ba HXS BXB 3§u axB xa
odnosno, oznadavaiudl ove Slanove sa ag? i :EE?
. . la) {s} 2y B
fa6 " g0 * ®ga R o= A, o8 {X.17)
gde je T e .
o @1 zi, , o (81, 1(3‘9, Mg (%.18)
Ba 2 axB Xy Ba Bxs
Na ta] nac¢in relacije (X.9}) takodje se mogu rastaviti na dva dela
3 3
, (a) {=)
AX! = u - = % g + > R
¥ g=1 i Coe B
a ctuda 3 3 5
’
u, = u g%% ﬁu B + é%% Cos Xp (X.19)

fadriimoc se rajpre na drugom &lanu, koji edredijuie komponente onog pome-—
ranja u talke M koje potide samo od antisimetridnog dela ovog tenzora.

U tom ciljiu napifimo eksplicitno komponente eéi} ovoy dela tenzora
FRH du
& ,_ _fa) 1 3 2, .1 *
®33 f33 % 3 (axz 7xy) " zlres Wy
fay _ _ {a) _ 1 * ( i fai_ 1 - :
g4 £4q = 2(rot uiz, €457 s21—2(rot1n3 (X.20)
i uvedimo vektor
sa= 3 rot T , (x.21)
¢lje komponente moZemo izrazlti pomodu komponenata ég;
.1 T _ 1 L ()
daq = 2€:ot “)1" Eoar | Auz— 2(rot u}2 = €5

> (X.22)
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Tada se drugil &lan u izrazu (X.19} za ©= 1 mo¥e prikazati na slededi na=- -

e a} 23 {aj i) (a) @ ..
- - r =
b S B=1931 XM= fpyt ML SRy €313

mAuzxé - Aulxé - (f\’ﬂ,)ﬁ ;l)l"

a na sliZan na&in dobijamo i ostale komponente za s 2 i o = 3, tako da
je 3
(ad_ @ xr & (i x 2

u, A= Bﬁ:_‘ fha *p (ba x r b {%.23)

ili u vektorskom obliku

E‘a’=-1‘a’.°§'= A—’a X rr. (X.24)

8to se tife tredeg Elana u izrazu (X.19}, koji potife od simet~-
riZnog dela tenzora 1 , njega modemo transformisati uvodedi veliZinu

(5) ’
= 5 X! X {X.25)
= 3 ey

Formiramo 1li parcijalni izvod ove velidine po koordinati x‘u , dzdvaja-~
juél u ovoj sumi #lanove sa gf=a § y= a i stavljajuéi g prvom delu

(S) GJ:), imadeno

Yo

(ST

3!

3 3 3
L 1 s is} _, 1 (s) P | {s) .
= = 3 x o+ z 3 XL =5 > & x! o+
5x; 2 y=p oYY 2 by ‘8o ¥g T 2 yap Yo Y
n n
1 (s) ., _ (sl
TTE et Z Y%

Odavde groizlazi‘da se ovaj deo komponenata elementarnoy pomeranja moZe
prikazati u oblikn

; .
{s) (s}, . 3%
PSR N (x.26)

odnosno, koristedi pojam parciialnog gradijenta

38 = 8 2 o grag 2e¥ {%.27)

Zime je ovo vektorsko pelje pomeranja svedeno na polie skalara ¥, koji
predstavlja kvadratnu funkciju relativnih koordinata talke M, pridruje-

nu simetridnom delu tenzora (S).

OSNOVNA HELMHOLTZ-OVA TEOREMA. Na osnovu dobijenih rezultata
(X.24} i {X.27) prethodna relacija {X.19), koja odrediuie komponente
ukupnog elementarnog pomeranja uocdene tafke M, doblja vid
3y

- et > £y
Yy = U lde x xf) 4 3;: fo = 1,2,3) {X.28)
1)1 simboliCki, tj. vektorski kao
U = 30 v AR T+ gradyg. {x.29}

Prvi &lan, pomeranje pola A za vreme At, predstaviia translatorni deo
elementarnog pomeranja talke M uo¥enog dela sredine, tj. onaj njegov
deo koji prikazuje translaciju ovog dela kao celine za vrednost ﬁu.Smi—
sao drugeg flana moZe se sagledati ako zapazimo da rezultat (X.24) ima
isti oblik kao i formula (19.24}, koja odredjuje pomeranje odgovarajude
tatke krutog tela pri niegovej elementarnoj rotacij; za fo. Odavde vi-

dimo da se drugi Zlan, koji cdgovara antisimetrifnom delu tenzora T, mo-

-#e interpretirati. ka0 pemeranie tadke M pri elementarnoj.rotaciji uvode-
'nog dela sredine kao krutog tela oko ose koja prolazi kroz tadku A. Naji~

zad, tredi &lan prikazuje onaj deo elementarnog pomeranja iz koga je is~
kljudena translaciona i rotaciona komponenta. To znadi da poslednii élan,
koji odgovara simetri¥nom delu tenzora 7, predstavlia specififno pomera-
nje tadke M koije potide od Siste deformacije ucéencg dela_sredine.

Prema tome, elementarnc pomeranje ma koje tadke M nekog malog
konadnog dela neprekidne aredine sactoji ze iz pomeranja usled transia-
sitje i rotacije oveg dela sredine kao krutog tela i pomeranje usled dis-
te deformacije, tj. promene njegovey oblika i zapremine. Ovaj stav nazi-~
va s$€ osnovng Helmholliz-ova teorems i predstavlja osnovni stav u kinema-
tici kontinuiranih sredina, generali$udi Chasles-ovu teoremu (v.str.194-
5} sa krutih tela na deformabilna.

XI.ZAKON ODRZANJA ENERGIJE KOD
FLUIDA

Kao #to je poznato, u mehanici sistema svi prvi integrali su
vremenskog tipa, tj. onl prikazujn odr¥anje izvesnih dinamifkih veliina
u toku vremena. Medjutim, u mehanici deformabilnih tela, gde sem vreme-
na i prostorne koordinate igraju ulogu nezavisno promenliivih, imamo ka-
ko integrale vremenskog tipa tako i integrale prostorncg tipa. Na primer
odrZanje energije jedinice mase fluida u toku vremena je tipi&ni primer
integrala vremenskog tipa, sli&no kao u mehanici sistema, a odrZanje ove
iste energije duZ strujnih linija, ‘opisano tzv. Bernoulli-evem jednaéi-
nom, predstavlja integral prostornog tipa.

Pozabavimo se ovde pitanjem pod keoiim uslovima vaZi zakon odr-
Zanja energije kod fluida u toku vremena, a radi jasnijeg sagledavania
oveyg problema podsetimo se kako se dobija odgovarajudi zakon cdrfanja u
mehanici sistema. U tom ciliu podjimo od osnovne jednadine dinamike pri-
menjene na avaku festicu posmatranog sistema

dvq r
Tge ToeFady U e Fh (V= 1,2,...,M (XI.1)

gde smo sile na V-~tu desticu rastavili na potenciiaine I nepotencijalne.

- PomnoZimo obe strane svake od ovih jednadina skalarno sa 30 i potam sa-

bexrimo tako debijene relaaije

av '
-> o ->*
i:}m\, S Tl \E_"_; v +grad, U + oﬁiv\, Fo.

a izraz na levej stranl mo¥e se neposredno prikazati u obliku vremenskeg
izvoda kinetiéke energije sistema

n-]n.

R
Z «»f=§:§= }:v .grad u+sz‘, (X1.2)

Prvi éian s desne strane moZe se transformisati polazedi od toga da je
pctencijalna energlia u opitem sludaju funkeija oblika U(xd, Yoo %40 Ty,
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gde su koordinate Zestica funkcije vremena, pa imamo

N N . N N
dau v . ol . U pu — > U
o DS R S A o2 g 22 2 S < grad U + £=
T R P A oy 9reYy 3t
a obtuds
N -
au 3l
ey Vosgrad, U = = ~ L2
o ¥ dt 3 {(X1.3)

Uvzitavajudi ovaj izraz u gornju relaciju, moZemo je napisati xao

dT _ _ 4u _ U o=,
aE " T E e &=

ili posle grupisanja srodnih &ianova

N - -
a _ au +
dt(T + 1) —‘a—t—-‘ + »%:; F‘, .VJ (XI.4)

Odavde neposredno mofemo zakljuZiti pod kojim uslovima vaZi zakon odriaw
nja energije u mehaniey sistema, naime
ako al/st = 0
1 ZELY <0
Dakle, akeo petencijalna ernergija, odnoano odgovarajude potencijalne gt~
le ne zavise eksplicitno od vremenag i ake nema nepotencijainik sila 414

}muo E«T + U = const {X1.5)

. xt e X s . -
Jje bar :{;d- v, = 2, ukuena mehanidka energtja ststema ostaje stalna u
toRu vremena.

Primenimo sad siidan postupak za dobijanje analognog zakona od-
riania energije kod fluida i pretpostavimo da jo posmatrani fluid ide~
alan © barotropan, ti. da se zanemaruje visckoznost i da karakteristi e
na jednaéina ima oblik = £(p). U tom sluBaju u op¥toj jednaZini kre-
tanja idealnih fluida (31.4)

g T 1
a5 7 £ - ; q?adp ' (XI.8)

poslednji &lan nofe se prikazati kac gré& ¥ (v.str.320), gde je

. rdp _rdo
= SEE = ok {Xr.7)

a ako se rastavi f na poténcijalne i nepotencijalne sile, stavljajudi
P ~grad % _ + ;*,
-&'* p
gde £ oznadava gusting nepotencijalnih zapreminskih sila, a &_ je poten-
¢ijalna energija jedinice mase fluida u polju potencijalinih zapremins-
kih sila, gorqiﬁ je@pgéina dobija vid

>

& . gradi{e _+¥} =+ ;* {(XI1.8)
dt P

Pomno¥ime obe strane ove jednadine skalarne sa 3, sliZno kaoc u pretho-
dnom sludajua

-
,;;___! 2 el

_d 12 > o
IE - -a-E{-:-iV ) = -v. grad(cp+ ¥i+wv . 8 ' {XI.9})

gde izraz na levoj strani predstavlja izvod Do Vremeny kinetidks energi-
je makrofizikeg kretanja jedinice mase fluida. Da bismo transformisali

ilzraz na desnoj strani, zapazime da je u Euler-ovom metodu totalni izved
ma kakve funkcije oblika F{x,y,2,t) jednak
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dr _3F , aF ., 3F ., 3F _ aF .
dE T ax T ay YT az Bt vegrad £+ oy
odakle proizlazi ' : ‘
- _dF _3F
v » grad ¥ = == 3 {X1.10)

Tada se gornia jednadina mo¥e napisati na sledeéi nadin

4 1.2 . g 3 R
d_E(EV ) at (Lp* ‘?l*at(cp+-".‘l PANERYS
a posle grupisania srodnih &lanova dobijamo
d (1 2 _ 3 TE
a‘E{EV + ep-é-\lf}- W{zp*‘“* £evw. (X1.11)

Ovde @ = ;p+ ¢ predstavlja potencijalnu energiju fluida po ja-
diniei mase, tzv. gustinu potencijalne energije, koja potiZe kako od za-
preminskih tako i od povrZinskih sila, pa izraz u zagradi prikazuje uku-
pnu makrofizidku mehanitku energiju jedinice mase fluida, tj. gustinu
ove energije. Stoga gernja relacija izraZava, analogno relaclii {XI.43,
opdti zakon promene gustine ukupne energije fluida po jediniei vremena,
cdakle neposredno dolazime do s lededeq zakljudka

ako afe _+ ¥ }/3& =0 12

+.P ==t & = < vy“s €+ v= const (XI.12}
N - o
i £ v =0 =

Prema tome; ake je fluid idealan i bavotropan, ake gustinag potencijalne
energije ne zavisi eksplicitno od vremena i ako nema repotencijalnih si-
ta ©lt Je bar ?4-3 = 0, ukupna gusting energije fluida ostaje stalna u
toku vremena. Gornii zakon (XI.11) opEte promene makrofiziZke mehanilke
enexrgije flulda sa vremenom predstavlia specijalni slufaj zakona {27.59),
pro¥iren i na zapreminske nepotencijalne sile i pokazuje karakteristid-
nu analegiju sa odgovarajudim zakonom (IX.4) iz mehanike sistema. Pri
tome, ulogu potencijalne energije iz mehanike sistema ovde preuzima gus=-
tina potencijalne energije, kota delom potife 1 od povrZinskih sila, ko~
e su karakteristifne za sve sredine Ciji molekuli interaguiu silama
kratkog dometa. Sem toga, postoje i dopunske, specifine razlike u odnao-
Su na mehaniku sistema, koje sy povezane sa osobinama ifdealposti i baro-
tropnostl fluida kao bitnim usliovima za va¥enje ovoyg zakona odrZanja.da-
ime, ukoliko bi fluid bio viskozan, imali bismo nepotencijalne povrsin-
ske slle trenja, a ako bi u karakteristiénoj jedna®ini figurisala i tem-
peratura, sem mehani&ke imali bismo i unutra¥aju energiju, te u oba slu-
¢aja ne bi va¥io zakon odrZanja mehanitke energije.

KIL.STACIONARNO PROTICANJE VISKO
ZNITH FLUIDA KROZ CEVI

POLAZNI SISTEM JEDNACINA, Pri proudavanju kretanja viskoznog
fluida kroz cevi pretpostavimo da Je ovai fluid nestidijiv, a njegovo
kretanje staeionarne., Pod tim uslovima pétpun sistem jedna®ina svodi se
na Navier-sStokes-ovu jedna&inu {33.30) bez prveg &lana i jednalinu kon-
tinuiteta {27.54)
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- -+ - 1 n e

w93y v = f - 5 urad p + ¢ AV

- ' {XII.1}
div v= ¢ (= const)

Ako napilemo eksplicitno operator s leve strane prema formuli za skalap-

ni proizvoed V.9 =Zv5'3 /3xB odgovarajude sklarne jednadine u Descar-

tes-ovim pravouglim koordinatama imade oblik

3 Iy
12 n
eV = o f - - o= AV te=1,2,3}
552 Box,  Ta o op YA, T 0 RN sl
3 BVB {XI11.2)
% S 0 {p= const)
g=1 8

Ukoliko se koristi drugi koordinantni sistem, zavisno od geonetrije prob-
lema treba izradunati izraze ($ PV} Vi oAV u tom sistemu, imajudi u wvj
du da ortovi koordinatnih osa tada viZe nisu konstantni.

Stacionarno kretanie viskoznih fluida kroz cevi moZe imati vi-
Be uzroka: a) gradijent pritiska, koji izaziva strujanje fluida od maesta
V£§§g ka mestu nifeg pritiska, b} dejstve zapreminskih sila, kao na pr.
uticaj Zemljine tefe i ¢} kretanje granidaih powrdi, koje povladi za so-
bom f£luid koji prijanja uz njih. Ovi podaci moraju biti unapred dati,.a
u prvem i tredem slufaju oni predstavljaju graniZne uslove problena, ko=
ji omogudavaju odredjivanje integraciconih konstanti iz reSenja Navierw

Stokes-ove jednaine.

Navedimo ovde neke geometriiski jednostavne sluGajeve, u kojima
Je mogude sprovesti integraciju polaznog sistema jednaéina i to sa ele-
mentarnim funkcijama.
PRAVOLINIJSKQ~PARALELNC KRETANJE VISKOZNOC FLUIDA. U ovom slu-
Zaju kretaphje fluida je definisanc slededim uslevima, akoc pravac njego-

vog kretanja uzmemo za X-osu

v, = viy,2), Vy = v, = 4] {X11,.3)

Jednafina kontinuiteta, ti. uslov nestilljivostl ovde se svodi samo na
avx/ax = 0, 8to i opravdava na3u polaznu pretpostavka da komponenta Ve
‘#avisl samo od y i1 z. Ako izraz (3-?) v napifemo eksplicitno

av v v

- -
(V-V)V——vx-é?(--l- "vy-é-g'l" Ve ¥% ¢
prvi &lan otpada jer ¥ ne zavisi od X, a drugi i tredi jer je v = v, =

0, take da je ovai izraz zbog ovakve geometrije strujanja fluida iden-
tidki jednak nuli

Y o= v(y,z)éx (Y ¥) Vo# O, {XI1.4)

pa Navier-Stokes-ove jednaZine (XII1.2) dobijaju vid

2 2
L2, npelv, ofv _
£x pax‘“f";‘z’*;i"ov
¥ (XXI.5)
-Llz2p -12p
£, - FaE =0, £, ->5 =0

RazloZimo 1i pritisak u fluidu na statidki p, i dinamiZki p'
p = 90 + p', {XIr.6)

gde prvl odgovara uslovu mirovanja
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ap
Jy

- L3
fx

EE& = £ -4
3x ! v 7

@ fe

merfz_

o [

ap°
32“ = 0, (XI11.7)

a drugi potie usled kretanja, prethodne jednadine sa uprofdavaju i u
njima preostaje samo dinamidki pritisak

2y, oy 1ap
ay? ez U
A (XIT.8)
%2 =0, L 0.
Y az

Gdavde proizlazi da je dinamidki pritisak funkcija same od ¥, pa Su u pr-
vo] jednadini razdvojene promenljive i ona so raspada na dve
2 2

By ety 1 ap’
ay? TRt A e e A (XI1.9}

gde je A konstanta razdvajanja. Tada prva od njih, tzv. Potsson-ovg Jed-

nading uz navedene graniZne uslove omogudava da se odredi profil brzine
o . . .

U posmatranom slu¥aju, tj. oblik funkcije Ve = VIy,z), a druga odredjuije

dinami¥ki pritisak kae funkeiju od x, tj. o= pfx).,

PRIMER: KRETANJE FLUID&-KHOZ-CILINDRICNE CEVI. Posmatrajmo pro-
ticanja viskoznoy fluida kroz prostor izmediu dwva koaksijalna cilindra
peluprednika L R, (Ri> R,)

s s e

paralelno njihoveoj zajednitkoj O
051 {sl.XII.l). Zbog aksijalne _~—-{~- T T e
simetrije ovde brzina fluida za- By TYi [
visl samo od rastojanja r od ose [ @ I E { =
cilindra ‘ d{// R, \ j

-+ - T T e e e e

Ve v &, {XT1.10) I =
Pa je pogodnije u ravni Yoz uzeti P =p 1

< S1.XIz.1

polarne koordinate (r,¥). Tada

se laplasijan na levo]j strani Poigson-ove jednaZine (XIT.9) mo¥e izrazi-
ti u polarnim koordinatama (v.str, 349), pa ova jednafina glasi
2

dv 1dy
ar? Trar s A
$to se mo¥e napisati i kao
g, av _
T dr(ra? = . . (X¥1.11)

Frva Integraciia ove jednadine daje
dv _ i 2
. Fay =3 hrt o+ Cyr
& ponoviom integracijom dobijamnc

1 2
Vo= oo A
T Aty clln r+ Cz' {XIT.12)

Eime je odredjen profil brzine izaedju cavi, ti., zavisnost v = vizx). In-
tegracione konstante nalaze se iz grani&nih uslova, na pr. ake se ova
dva cilindra krecdu uniformno u praveu X-ose datim brzinama v, i ¢ mo~
ra biti ! Z
V(R =

v 1’ ViRy) = v, {X11,13)
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$to nam daje dve jednadine zé cdredjivanje cvih:dveju integracionih kon-
stanti,

Sto se tife pritiska u fluidu, njega moZemo nadi pomodu druge
jednadine (XI11.9}
1dp’ _
SE A

odakle integracijom dobijamo

P’ = Anx + C (XII.14}

3
Ako su vrednosti dinamiZkeg pritiska na poetku {x = 0} i na kraju (x=1)
cevi p_ i Pyr imademo

Py ® Cye
pa cduzimanjem nalazimo

pl = Anl + C3,

=3 tud
[

Py = Py® AP = =Anl, A=~

Na ta} na¥in, uvritavajuéi nadjene vrednosti za C3 4 A u jednaZinu (X1,
14}, dolazimo do rezultata o )

p’=p, - %? x {dp = Py}, {XII.15}

t3. pritisak u fluidu opada linearnoc du¥ ose cilindara.

KRUZNOQ STACIONARNG KRETANJE VISKOZNOG PLUIDA. Posmatraimo sad
takvo kretanje viskoznog fluida koje se aodvija po koncentridnpim krugovi-
ma u medjusobno paralelnim ravnima. Ovakvo kretanje fluida je u cilindr-
&nim koordinatama, ako osu rotacije uzmemo za Z-osu, definisano slededim
usiovima

V'rz vir,z}, V. o= Vz= G, (XI2.16)

r
pri femu jednaZina kontinuiteta opravdava pretpostavku da Ve ne zavisi
od ? + Medjutim, u ovom slufaju izraz (v PV L lapalasijan AV ne noga
$e neposredno projicirati na ose cilindzi®nog sistema, polto je ort 3?
funkecija polofaja. Koristedi vektorsku identifnost (31.28) kao i formu-
lu za rot rot 3, ova lzraze mo¥emo izradunati na slededi, Iindirektan na-
&in

.9V = graé{% v ¥ xrot v,

- - . N (XIZ,17)
AV =grad div ¥ - rot rot ¥ = - rot rot v,

jer je zbog nestifljivosti fluida div v = 0,

ako se ovi lzrazi razviju u cilindrifnim koordinatama, prema
poznatim formulama iz vektorske analize {(v.na-pr. Dj, Mulicki L 3, Milid:
Matemati®ke osnove teorijske fizike, str. 52-6) dobijaju se dosta sglole~
. N -+ -
ni dzrazi, keji imadu komponente u praveu ortova e. i e . Stoga se ov=-
de ograni&ime samo na jedan specijalan, ali vrlo vaZfan sludaj sa aksija-
lnom simetrijom,

PRIMER: KRETANJE FL‘L_O'IBA LEHEDJU DVA ROTIRAJUCA CILINDRA,Ako se

fluid nalazi izmedju dva koaksijalna cilindra poluprefnika R. i R koji

1 2
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se obrdu datim ugacnim brzinama wy

i Wy (s1.XII,2), nastade Zisto kru~
#no kretanje fluida sa brzinom ohli-
ka

Vo= vir) & (XI1.18)

¥
U ovem slufaju primenime opSte for-

Wy
mule za gradijent i rotor u ma ko- ///

jim ortecgonalnim generalisanim koo-

rinatama
3 Py 51.XIZ,2
grad ¢ = . g oF 2q " T
a=l o o : hliq1 :Zeq,_ 3eqs
3 2
t A= o = 12.19
i biRoRy | 4y 3q, B : )

Prema ovim formulama lgz-

. rafunajmo navedene veliZine

u cilindri&nom koordinatnom sistemu sa Z-osom u pravcu zajednidke ose
ovih ellindara, imajudi u vidu da su ovde Lamé-ovi koeficijenti hr=hzwl,

ah,=r
¥ : 3
12 1 3 1 2.+ 1 23 1 2+
grad (5vii= 57 o e (3vT)E, = = Loidy2
: 2 P IR T AT W P AT
t3.
1
grad(gvz} - v(r)%%{ L {XII.20}
a rot ¥ de biti " . N . . \
. hrer h?e? hzaz 8. re, e,
TOt V= e 3 2 U U S I B DR I
b, %hz 3 % 3z | °F ) 37 3¢ 3z
hrvr 11+v? hzvz ¢ rv{r) o0
odnosno
rot Ve o oo [rv(r)} e {xI1.21)
Na osnovu ovih rezultata rog rotﬁg imade vid
e re &
x ¥ 2
v=ila . 3| __ s faTlra
Fotxat v= ol gy 3 35 | o ‘%{dr {r dr(r")”
0 rot 3
dakle
' [ O I - 2
rot rot Vv = dr{r Az [rv(r)]} ey , (KIT.22)
- -
& v X rot v bife jednak -
3 - -+ 18 -+
v X rotyw v(r}e,’ X oz a;[r v(r)]ez
tj. '
- Y iz} & -
v X rotlv = [v{x)+rdr] e, {XIT,23)

Tada se izraz (v V) v mofe nadi prema prvoij relaciji (XXI.17)

& - dv > v dv, +
Vo Vo= vl e + —
(v.w ar % TFV R rogo e,

odnosno
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Fevi v =

2
-l g o (XII.24)
a laplasijan AV prema drugoj relaciii (XII.17}
+ _d 1 d -+
Av = E'E{?a‘f[r v(r))]e? .
U ovom sludaju zbog aksijalne simetrije i pritisak u fluidu mole
zavisiti samo od koordipate r, tako da prema prvoi formuli {XII.19) imamo

_ng"’=g£-b
grad p = o3 O T oaw & {XII.26)

(XZI.235)

Uvritavanjem svih ovih lzraza u Kavier-stokes-ovu jednadinu (XI1.1) dobi-
jamo 3 '
¥l s . _1gpz,ng 14 z
r %% " T fdr t paAr \¥ ar [IV(r)} By
a izjednafavanjem koeficijenata uz artove g} i 3 s obe strane odavde pro-
izlaze odgovarajucde skalarne diferencijalne jednadine

2 .
v L 1de g»;{;g_r[rv(rg} o (xrz.27)

Iz druge jedna®ine neposredno mo¥femo nadi profil brzine, naime prva inte-

gracija daje
1

Tar tv) = ¢

ll
a ponovnom integracijom dobijamo

c

v = % CF t ?2 ‘ (X1r1.28)

pri €emu su integracione konstante odredjene granifnim uslovima

v(Rl) = wlkl‘ v(Rz) = w2R2 {X11.29)
Uvr3tavanjem nadjencg refenja u prvu jedna&inu (XII.27) i njenom integra-
cijom mofemo nadi i pritisak kao funkeiju od r

2
p =PS!““LEI—) dr {XIZ,30)

Pri tome zapazimo da je ovde ispao koeficijent viskozndsti n i da svi do-
bijeni rezultati zavise samo od jedne nezavisno promenljive -~ koordinate

¥, tako da je mehaniZko stanje fluida isto u svim ravnima normalnim na
osu rotacije.

|
|
j
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ja 293

-— -~ u fluidu 340

-- -- u Zici 303

- relativna 234

- sektorska 103

=« talke krutog tela 202

- u&aona krutog tela 198
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ord.
-= Prenosna

~— ==~ Veza sa FRuler-ovim uglovima
200 '
-~ zvuka u gasovima 341

Cartan 4
Cauchy-Lagrange~ev integral 332
Centar masa {(centar intercije) 34
== krutog tela 203
Cev, strujna 313
~— yrtloZna 313
Chasles-ova teorema 395
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~-. ubrzania 334

Cestica 6
~- £iziki beskonadno mala 398
~- u elektromagnetnom polju 113

4’ Alembert 3

d’ Alempert-Lagrange-ev princip 44,51

== primena 52,61,77
-~ 1 generalisanim koordinatama 78

'Deformacija sredine 255

Deformacije, beskona®no male 257,282
~= linearne 256
Degenexisan sistem 121
-= kontinuiran 394
Dejstvo, Hamilton-ovo 96
- Lagﬁange—evq<29
Delid kbntinuirane sredine 252,398
Determinizam mehaniki 54
Dinamika 1

Dirag 121

Efekat sila 30
Einstein 4
Elipsoid inercije 206
Emmi Noether-ina teorema 100
«= generalisana 366
«- primena na dobljanje zakona
cdrianja 100,367
Energija, generalisana 8%
=~ == pri relativnom kretanju 388
-~ kinetiZka 385 ’
-~ ==~ krutog tela 214
== == U generalisanim koordina-
tama 76
~« potencijalna 32
~-= == ¢cantrifugalna 388
-~ ukupna 36, Bé
Buler 3
Euler~Lagrangé-eve jednadine vari-
jacioncy raduna 92,392

Buler-Lagrange-ev princip najmanjeg
dejstia 361 ’
Eulerona jednadina za fluide 318,321

Cikloida 15
Ciclkovski 4
Clrkulacija, brzine 314
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Euler-ova teorema 194
Eulér~ova transformisana jedna&ina
‘323
Euler-ove jednaine za kruta tela.
222 ) N
Euler-ove promenljive 254
Euler-ovi uglovi 190_:
Euler-bv metod, za kontinulirane
sradine 254,398
ww« == za fluide 3909, 320
-~ za kruta tela 222
Euler-ov obrazac 196
Euler-ov slufaj kretanja krutog
tela 229

FiziZko polje 391,399
Fluid 309
-+~ barotropan 312
- Ldealan 399
-~ viskozan 309 34% .
Fluks mase kontinuirane sred;na
276 o
Frekvencije sistema svoistvene 162
Funkeija, Hamilton-ova 105,108,394
-- == glavwna 137
w~ == karakteristi®na 136
-~ Lagrange-eva 79, 102,381
- == 4 Sirem smislu 372
-~ gsile 31

Galilei 3
Galilei~eve transformacije 6
Galilei~-ev princip relativnosti
6,28
Gauss-ov prineip 4%
Generatrisa, Hamilton~-Jacobi-eva
135
=~ kKanonske transformacije 124,381
Granice vaZenja klasi¥ne mehanike 3
Groneko~tamb-ova jednaéina 323
Gustina fluksa Zestica 185

Hamilton 4

Hamiltonijan 394
== gustina 294

Hamilton-ova funkcija 105,108 ,394
«= glavma 137

_Hamilton—Jacohl-eva jednaéxna

.Hamxlton?sacabf~av'metod 116

. Homogenost, prostora 5,84

~~ karakteristi&na 136
Hamilton-ove (kanonske) jednaine
105 _

== generalisane 120

~= u obliky Poxssonwovxh zagrada
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-- za degenerlsane sisteme 122378
~= za kontinuirane sisteme 396
Ham;lton*ov formalizam 104-10

- homogen; 359

- paralela sa Lagrange-evim 371

-- uop3tenie 372

-- za kontinuirane sisteme 393-7
Hamilton~ovo dejstvo 96
Hamilton-ov princip 49,97,106

-~ karakter stacionarnosti 163
-- za kontinuirane sisteme 391
Hamilton-Jacobi-eva generatrisa
135
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Halmholtz~ova jednaéxna 324
Helmholtz -ova teorama,‘druga 337
== osnovna 258

-= p¥va 336
- tieéa 338 ]
Helmhéitz-ov'princip_és
Hertz~-ov princip 49.
Hodograf brzine 12, .
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- vremena‘s,aé'

liooke-ov zakon 287
-— generalisan 283

Identx&nost Jaccb
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~ gustina 394

~- uopSten 118 e ‘
Integral, Bernoulli—ev 327
—= Cauchy-Lagrange~-gv 332
-~ anergije 36

~=- impulsa 38

~= Kretanja 116

=~ momenta impulsa 40

-~ prostornog tipa 403
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Integralna invarijanta, Polincaré~Can~
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~~ Poincaré~ova 133
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Invarijante kanonskih transforma-
cija 128
Izotropija prostora 5,84
Izvod supstancijalni 273
Izvod vektora, apsolutni 199

-~ relativni 199

Jacobi 4
Jacobl-eva identiZnost 115
Jacobi-ava teorema 139
Jacobi-ev princip 4%
Jadina vrtloga 338
Jednadina, Bernoulli-eva 328
-~ diferencijalna relativnog
kretanja &estice 236,387
-~ dinamike osnovna 27
== == idealnog fluida (Evler-
ova jednadina) 318
-- Euler-ova transformisana
{Gromeko-Lamb] 323
=~ Hamilton-Jacobi-eva 135
—= Helmholtz-ova 324
== karakteristi®na, za fluide
312
=T -~ 2a male oscilacije 162
T - za tenzor inercije 218
~= kontinulteta 277
~- kretanja opSta 114
== —- za degenerisane sisteme
123,378
-~ Laplace-ova 331
~— longitudinalnih oscilaciia
Zice 303
~- MeZlerskog 246
=~ Poisson-ova 407
“— transverzalnih oscilacija
Zice 302
Jednadine, diferencijalne, malih

oscilacija 162
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=~ =- slobodnog kretania 52

=~ Euler-ove za kruta tela 222

== Buler-Lagrange-esve varijacio~
nog raduna 92,392

~= llamilten~ove {kanonske) 105

-— -~ generalisane 120
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m~ —= Za degenerisane sistems 122,378
=~ -~ za& kontinuirane sisteme 39¢
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~= kretanja, deformabilne sredine
(Bavier} 272, 275

~— == diferencijalne 27, 53

-~~~ elastiénih tela (Lamd} 289

=~ -~ konatne 9,54

== == viskoznih fluida {(Navier~

Stokes) 347
~= Lagrange-eve {druge vrste) 78
-~ == kovarijantnost 354

m= —= za& degenerisane sisteme 376
-~ v~ za kontinuirane sisteme 392
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~- prirodne, Prinudnog kretanja
estice 66, 67
~= == slobodnog kretania Zestice
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~~ sa mnoZiteljima veza (Lagrange-
eve prve vrste) 63
-~ veza 41

Xepler-ov problem 139,173,178
Keplexr-ov zakon, drugi 169

== prvi 174

~= tredi 176

Kinematika 1

Kinetilki fokus sistema 363
Xlatno, cikloiéno 82

== fizicko 227

== =~ redukovana duf¥ina 227
~- matematicdko 152

-~ —-= male oscilacije 157

-— ~~ period oscilacija 157
== == sila reakcije 68
Koeficijent, elastifnosti D is~
san-~ov 286
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~= yiskoznosti kinematiki 347
Roeficijenti, elastifnosti 284-6
- pamé-ovi metricki 17
-- vigkoznosti 343
Kelidina xretania 23
Konstante elastinosti Lamé-ove 283
Koordinate, ciklidne 81, 109
™ -~ generalisane, deformabilnog
tela 265
- «= krutog tela 190
- -- gistema festica 72
= == tadke 17
-=- normalne {glavne) 163
Xorespondencija izmedqju klasidne
i kvantne mehanike 115
Kos hitac 85
Kretanie, apsclutno 4, 233
-~ centralnc 168
«= == jednadine putanje 171
- == gpite osobine 169
~= Zestice, jednodimenziono 145
-— ww pelativino 233, 384
-~ fluida, acikli¥no 331
-w == cikliéno 331
-- -= laminarno 350
me = potencijalno (bezvrtloZno}
329
- we mw gtacionarno 327
m= == turbulentno 350
== == vrtle¥no 332
-~ krutey tela, oko nepomi&ne ose
226
w- we gko nepomine tatke 229
~= == —-= Buler-ov gludaj 229
-- -- «= Lagrange-ev siudaj 230
“= == pavno 224
== na Zemlji koja rotira 238
-~ prenosno 233
=~ prinudno 4i
-~ rakete 247
-- relativno 233
~~ 5@ promenljivom masom 243
-~ slobodno 41

Lagrange 3
- Lagrange-eva funkeija 79,391

-- relativnog kretanja Zestice 385 B
v 3 Elrem smislu 372
Lagrange~eve Jjednadine, {druge vrs-
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-~ == kovarijantnost 354
me =m za degenerisane sisteme 376
-- ~— 2a xontinuirane sisteme 392
wm mw za potencijalne sile 79
- prve vrste 63
Lagrange—-eve zagrade 130
Lagrange—-ev formalizam 77-81%
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-~ yopftenije 372
«w za kontinuirane sisteme 391-3
Lagrange-ev metod, za kontinuira-
ne sredine 254
e - za fluide 309
-~ za kruta tela 223
Lagrange—-ev princip meguéih pomera-
nja 49, 51
Lagrange-ev sludaj kretanja krutog
tela 230
Lagrange-evo dejstvo 99
LagranZijan 391
-~ gustina 391
Lamé-ove jednadine za elasti¥na
tela 2389
Lamé-ove konstante elastidnosti
283 -
Lamé-ovi koeficijenti metrilki 17
Laplace-ova jednadina 331
Libracije 141
Linija &vorna 190
Linije, strujne {(linije toka) 313,
327
~=~ yrtlo¥ne 313, 332
Liapunov 4

Masa, &estice 23
== redukovana 177
-- tela 2
Materijalna tadka 8
Matrica ortogonalne transformaci~
je 192 |
Maupertuis-Lagrange-ev princip 49,99
Mehanika kontinuuma, 1,252,

Mehanika sistema 1
MeSderski 4
Metcd, Buler-ov, za kontinuirane
sredine 254
-~ == za fiuide 309, 320
-= == 2@& kruta tela 222
-~ generalisanih koordinata {ana-
litidki) 71
-~ Hamilton-Jacobi-ev 136
-~ Lagrange-ev, 2a kontinuirane
sredine 254
=m == za fluide 309
== == 28 Kruta tela 221
~- mehanike deformabilnih tela 252
-~ mnoZitelja veza 61 '
~~ opZtih zakona dinamike za kru-
" ta tela 220
-= razdvajanja premenljivih 137
- vekteorski 7%
Metrika u generalisanim koordinata-
ma 17
Mnofleeljl veza 46
Modul, elastiZni Young-ov 286
-~ Kompresije 284
-= smicanja ({torzije) 284
Moment, angularni 104
-— impulsa (kineti#ki moment) 30
= == krutog tela 215
~= inercije krutog tela 204

=~ == tenzorski karakter 21¢,
217
=~ -= zakoni transformacije 207

-— -~ zavisnost od pravca ose
rotacije 205
-- sile 30
= == 4 odnosu na osu rotacije 206
~-= vektora u odnosu na pol 30
Momenti inercije glavai 218

Napon 266
-« idealnog fluida 313

~Naponi glavni 275

Navier~ove Jjedna¥ine za deforma-
bilne sxedine 273
Navier—stokes~ove.jednaéine za
viskozne fluide 347

‘Navier-Stokes~ov zakon 343
Newton 3

Newton~ovi principi mehanike 2

Nevton-ov zakon, gravitacije 25
~= za viskozne fluide 341, 243

Nutacija 232

Obrazac, Binet-ov 171
-= Euler~-ov 196
-= Rodrigues-ov 197
Cscilator, linearni 146
== -- Zisto harmonijski 147
=~ —- sa otpornom silom 148
-= == sa prinudnom silom 150
-~ prostorni 56
Oscilacije ¥ice, Bernoulli-evo
refenje 305
-- longitudinalne 302
-~ svojstvene funkeije 307
-~ svojstvene vrednosti 307
== transverzalne 299
Ose, glavne tenzora napona 275
== inercije glavne 218
~~ slobodne 228

Parametar sudara 184
Pascal-ov zakon 326
Peried oscilacija talasa 297
Pfaff-Bilimovidev princip 49
Poincaré 4
Poincaré-Cartan-ova integralna in-
varijanta 133
Poincaré~ova integraina invarijanta
133
Poiseuille~ev zakon 350
Poisscon 4
Poisscn-ova teorema 117
Peisson~ove zagrade 114
~- invarijantnost 130
== osnovne 115
~« osobine 115
~w 23 kontinuirane sisteme 397
Poisson-ov koaficijent eiaétiénosti
286
Pol Krutog tela 189
Polje, brzine fluida 310
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elementarnih pomeranja, Eu-’
ler~ov metod 398

-~ Lagrange-ev metod 255
fizléko 391,399

gustine £luida 310

pritiska fluida 310

Pomeranja, moguda 44

virtuelna 44

Poredienje mehanike sistema i
mehanike fluida 319
Postulat o postojanju inercijal-

nih sistema 5
Postulati sile 24
Potenciial, brzine 330

sila 32
ubrzanja 320
wopfteni 78

Precesija, pseudoreqularna 232

regularna 230

Presek rasejanja efikasni 186
Princip, akcije i reakcije 2,24

Appell~ov 49
d’Alembert-Lagrange~ev 49, 519

~= primena 52,61,77
== U generalisanim Xoordina~
tama 78

dejstva sile 2
Buler~Lagrange-ev najmanjeg
dejstva 361

Gauss-ov 49

Hamilton-ov 49, 97,106
Helmholtz~ov 49

Hertz-ov 49

inercije 2,5, 23

Jacobi~ev 49

kauzalnosti mehanidki 54
Lagrange<ev mogudih pomera-
nja 49, 51
Maupertuis-Lagrange~ev 49,

99

mehéﬁi%e opsti 49
Pfaff-Bilimovidev 49
relativnostl Galilej-ev (411
Klasi&ni) 6,28
superpozicije 24
termodinamike prvi 280

Siia 23
—-- akktiwvna 45

Principi mehinike, diferencijalni = contralna 168 .

49
== integralni 49
~~ Newbon-avi 2
-~ postulati sile 24
Pritisak fluida 371
-~ dinami&ki 406
-- statidki 406
Problem, Ciolkovskog 247
=~ Kepler-ov 139,173,178
Projzved inerciije 206
Promena brzine, Xonvektivna 321
-= lokalna 321
-~ totalna (supstancijalna} 321
Promenliive, dejgtva 142

~- gentrifugalna 237

~=- ~=- u Birem smislu 237

-- Cortoelis~ova 237

-~ dislpativna 33

-- gfektivna 45

-- generalisana 74

-~ giroskopska 33

-~ inercije f£iktivna 50

-~ konzervativna 31, 36-

-- potencijalna 32, 75

~-= == sa nodtenim potencija-
‘ lom 78

-- prenosna 237

-- reakclje 45

~- reaktivna 246

-="frenja 47

Sile, elektridne 25, 281

-~ elektromagnetne 25

-~ Euler-ove 254

-~ kanonske 102,120,394
e —— zdriuZene 109

-~ Lagrange-eve 254

== ungaone 143
Prostor, apsolutni 1, 4
==~ fazni 110

-« konfiguracioni 93

~m gravitacione 25
~-= inercljaline 25, 236
-~ osnovnl tipovi uzajamnog

dejstva 26
Proticanje viskoznog fluida kroz == povriinske 252, 266
cevi 348 y ~= prave 25
== kruZno stacionarno 403 -~ gpolijadnje 37, 266
== pravelinijsko~paralelno 40s N ; -~ uynutradnije 37, 266

Putanja festice 8
Put sistema, pravi 92
-~ zaebilazni {okolni} g2

-~ zapreminske 252, 263

Sistem, Zestica, degenerisan 121
e «« holoncoman 42
ww «= jzolovan (zatvoren} 26

Rad sila 29 ‘ ) nE -- -- konzervativan 31

~- pri pomeraniu krutog tela 213 55 ~- -- neholonoman 42

== u generalisanim koordinatama 74 f: = == peizolovan 26
Rasejanje Zestica 183 2 ~~ == neslobodan 41

-~ odredjivanje ugla skretanja -E -~ -= globodan 41

185 - i -~ integrala, kretanja, i involu-

Reakcije, tdealne 46 ciii 117 i s
-- neidealne 46 - == zatvoren 117

Reynolds-ov broj 351
Rezonancija 151
Rodrigues~ov obrazac 197
Rotacija 142

== krutog tela 393

-~ == glementarna 197 -
-~ == kona&na 1935

-~ jednatina potpun, za deforma-
bilne sredine 280

mm~ == za fluide 322

-« koordinatni, centra masa

== w- inercljalni 5
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~= ==~ laboratorijiski 178

== == neinercijalni 236
Sistemi, jedinica 3

-~ koordinatni 7;17
Slobodan pad na Zemlji 241
Smisac, divergencije hidrodinamié~
ki 315

-— rotora, hidrodinamidki 316
-= -= kod krutog tela 202
Snaga 30

8tanje naponsko 267

-- elasti®hog tela 281

~= idealnog fluida 319

-— viskoznog fluida 342
Statika 1
Steiner-ova teorema 208
Sudar Sestica clastifan 178

-~ brzine posle sudara 178

-= gubitak energije 182

Tatka materijalpna 8
Talas, kompresioni {bezvrtloini)292
~-~ longitudinaini 293
-— povriinski 299
== ravan 292
=~ == harmonijski {monochromat~
ski} 296
-- sferni 297
== stojedi 297
-~ transverzalni 293
~~ yrtioZni (ekvivolumni} 292
Talasna duZina 297
Talasni broj 296
Talasni vektor 296

‘Palasno prostiranje malih poreme-

daja 290
-=-u fluidu 338
Ce- u #ici 303
Telo, deformabilno 251
-~ elastino 281
-~ kruto 189
== -~ odredjivanje polo¥aia 189
-~ osnovno (promenliiva masa} 243
Tenzor, brzine deformaciie 264
-~ deformaciie 260
-~ -~ smisao komponenata 260
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.=~ elementarnog pomeranja 257
' =~ Gauss-ova teorera 271

=~ inercije 210, 217 .-

—-= -- svojstveni problem 21§

-— kao operator 2186

== lokalni 460

~= papona 269

== == elastifnog tela 283

== == idealnog fluida 312

== == gimetriZnost 275

-~ == viskoznog fluida 343
Teorema, Chasles-ova 195

= Emmj- Noether 100

-~ == generalisana 366

~= -~ primena na dobijanje zako-

na odrZanja 100,367

-- Euler-ova 194 n
«-= Helmholtz~ova, druga 337
“= == Qgnovna 258

w~ == prva 336

e we frada 338

w= Jacobi-eva 139

-~ Lejeune~Dirichlet-ova 159
=« Poilsson-ova 117

== Steiner-ova 208

-~ Thomson-ova 334

~~ Torricelli-eva 329
Thomson-ova teorema 334
Torxicelli=-eva teorema 329
Trajektorija Sestice 8
Transformacije, Galilei-eve 6
== kanonske 124, 126

=~ ==~ generalisane 381

“= == infinitezimalne 127

-~ kontaktne 369

- Legehdremove 369

= == primena na mehaniku 3710
«= gQrtogonalne 192

== punktualne 353
Translacija krutog tela 193

Ubrzanje, centripetalno 203

== Coriolis-ovo 235

-~ Sestice 11

== == komponente 12

== ~= prl relativnom kretanju 235

== —= prirodne komponente 13
== == projekelje na gener, ko
ord. ose 19

-— konvektivno 321

-—- lokalno 321

- nermalno 14

“= prenosno 235

-~ relativno 234

-~ tafke krutog tela 203

-~ tangencijalno 14

Udar talasni 168
Ugac, nutacije 190

== precesiie 190

-~ rotaclie 190
Uslov nestiZljivosti sredine 217
= stabilne ravnote¥e 159
Uslovi,‘gfaniéni 252

=~ konzistentnosti veza 377
-~ pofetni 53, 252
Uticaj pograniénog sloja 351

Valentnost kanonske transformacide 3819
Varijacija, generalisane koorédinate

74,94 S

e totalna'(asinhrona) 95

= == -== 4 opf$tem smislu 355

== Hamilton-ovog dejstva 97

== == op3ta (sa promenljivim grani-

cama) 132
~~ == totalna (asinhrona} 3153
—- izvoda generalisane koordinate
95 ‘

-~ == totalna {asinhrona} 357
Vektor, elementarne rotacije 198

~= gustine Ffluksa mase 276

-= polofaja 7

=~ talasni 29¢
Verzor kona&ne rotacije 197
Vexe, holonomne (kénaéne) 42

-~ idealne 4§ .

-~ nehclonomne {diferenciialne) 42
~~ nestacionarne (reonomne} 42

-~ primarne 375

-~ prve i druge klase 378

-~ sekundarne 378

-~ staclonarne (skleropomne) 42

~- ‘zadrZavaijude 42
Viskoznoest 309, 341
Vreme apsoiutno 1,4

Zagrade, Lagrange-eve 13q

-~ Poisson-ove 114

-—- —- invarijatncst 130

== =~ osnovne 115

== ~= psobine 115

~= —= za kontinuirane sisteme 397

«Zakon, Arhimed-ov 326

~= Hooke~owv 287

we ww generalisan 283

~w jmpulsa 37

- == za prinudne kretanje 48
—-- Kepler-cv, drugi 169

- prvi 174

-~ ~= treci 176

~- kinetidke energiije 36

~= == za prinudno kretanje 48

-—- momenta impulsa 40
~- -- za prinudno kretanje 48
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-~ Navier-Stokes~ov 343

-~ Newton-ov, gravitacije 25

e w238 viskozne fluide 341,343

~~ odrianja, generalisane ener-
gije 85

PR impulsa 38, 87, 161

-= == mehanitke energije, de-

formabilne sredine 279

-— =~ -~ idealnog fluida 405

== == -~ gistema Cestica 36,86,404

we e - —- 22 prinudno kretanje 48

-- -- momenta impulsa 41, 89

-~ Pascal-ov 326

-— Poiseuille-ev 350

-~ promeng mehanilke energije, de-
formabilne sredine 279

-- == jidealnog f£luida 405

-— -~ sistema festica 404

-- puta

Zakoni dinamike op3ti 35

¥oung-ov modul elastidnosti 2856




