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1.1

Prigusene oscilacije

Uvod

Linearni harmonijski oscilator je sistem koji vrsi jednodimenzionalno kretanje
(duz z-ose) pod dejstvom rezultujuce sile F, = —kz. Za silu oblika F' = —kx se
kaze da je restituciona jer uvek nastoji da vrati oscilator u ravnotezni polozaj
z = 0. Jednu od najjednostavnijih realizacija linearnog harmonijskog oscilatora
dobijamo kada tackastu masu m okacimo o laku elasti¢cnu oprugu i pustimo je
da osciluje duz vertikalnog pravca, slika 1.1.

masa m

ravnotezni
poloZaj

g

restituciona sila &
¥

Slika 1.1 Shematski prikaz linearnog harmonijskog oscilatora.

Linearne harmonijske oscilacije

Orijetisimo z-osu vertikalno naviSe i ostvarimo kretanje kuglice samo duz ove
ose!. Na kuglicu mase m deluje vertikalno nanize sila zemljine teze F, = —mg
usled koje se opruga isteze. Neka duzina opruge u nedeformisanom stanju iznosi
lp. Kada je duzina opruge [ # ly, opruga je deformisana i na njenim krajevima

1 Ovo se najjednostavnije postize tako sto kuglicu izvedemo vertikalno nanize iz ravnoteznog
polozaja i pustimo je bez pocetne brzine.



PriguSene oscilacije

se javlja elasti¢na sila F,; = kAl, gde je Al = [ — [y izduZenje opruge a k -
konstanta elasti¢nosti opruge. Ova elasti¢na sila deluje na kuglicu te rezultujuca
sila na nju iznosi F,. = kAl — mg, zbog Cega jednacina kretanja kuglice glasi
ma = F,. Ravnotezni polozaj kuglice je odredjen uslovom F, = 0, odakle se

vidi da ¢ée ravnoteZzna duZina opruge iznositi I, = 72 — [y. Obzirom da imamo

slobodu izbora koordinatnog pocetka x-ose, najjedknostavniji opis kretanja se
dobija kada se taj koordinatni pocCetak postavi u ravnotezni polozaj kuglice.
Kako je rezultujuéa sila F,. = kAl —mg = k(I —1,) + k(l, — lp) —mg = k(I —1,.)
to, obzirom na [ — [y = x, gde je = koordinata centra kuglice, kona¢no daje
F,. = —kx. Stoga jednacina kretanja kuglice glasi

ma = —kz , (1.1)
odnosno

i+ wir=0, (1.2)
gde je wg = k/m - ugaona frekvencija oscilacija. Jednacina (1.2) se naziva

jednacinom linearnog harmonijskog oscilatora, a njeno resenje glasi:
z(t) = Acos(wot + o) , (1.3)

gde je A - amplituda oscilacija, a oo - pocetna faza oscilovanja?. Kako je cos(a)
periodi¢na funkcija ugla «a sa periodom 27, vidimo da je i oscilovanje kuglice
periodi¢no u vremenu sa periodom

T =27/wg. (1.4)
Reciprocna vrednost perioda je frekvencija kretanja
1 wo
=—==— 1.5
f=z=2, (15)

koja predstavlja broj oscilacija kuglice po jedinici vremena. Jedinica za frekven-
ciju je s71, ili here (Hz)3.

Oscilovanje kuglice se vrsi izmedju dva amplitudna polozaja © = +A u kojima
elongacija x(t) ima maksimalnu apsolutnu vrednost. Amplituda oscilovanja A i
pocetna faza ¢g su odredjene pocetnim uslovima; u najjednostavnijem sluc¢aju
kada kuglicu izvedemo vertikalno nanize iz ravnoteznog polozaja i pustimo da
osciluje bez pocetne brzine, amplituda je jednaka udaljenju od ravnoteznog

polozaja a pocetna faza iznosi pg = —7/2, tako da jednacina kretanja glasi
x(t) = —Acos(wot). Brzina oscilovanja v = dz/dt se menja po zakonu
v(t) = —woAsin(wot + ¢o) , (1.6)

i ima najveéu vrednost vy,q; = woA pri prolasku kuglice kroz ravnotezni polozaj.
Kineticka energija kuglice Ej, = mwv?/2 se tokom vremena menja periodi¢no po
zakonu Ej(t) = Smwd A2 sin® (wot + o) = 2mwi A%[1 —cos(2wot +2¢p)], dakle sa
2 Velicina ¢(t) = wt + o se naziva trenutna faza oscilovanja, a velicina z(t) - elongacija u

trenutku vremena t¢.
3 Jedinica za ugaonu frekvenciju je rad/s.
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duplo vecom frekvencijom. Analogno tome, potencijalna energija £, = kx?/2 se
menja po zakonu E,,(t) = $kA? cos?(wot + @) = TmwiA2[1 + cos(2wot + 20)],
te (mehanicka) energija kretanja E = Ej + E, ostaje tokom vremena konstantna
i iznosi
1
E= 5mngQ : (1.7)

PrigusSene oscilacije

Jednom pobudjene, harmonijske oscilacije se periodi¢no ponavljaju u vremenu
i traju vecno. Sa druge strane, iz obicnog zivota znamo da kuglica neée oscilo-
vati beskonacno dugo i sa konstantnom amplitudom ve¢ da ¢e se tokom kretanja
njena amplituda smanjivati, te da ¢e se napokon kuglica smiriti u ravnoteznom
polozaju. Razlog tome je $to u realnim sistemima uvek postoje disipativne sile
koje dovode do smanjenja mehanicke energije, a koje su u razmatranju harmoni-
jskih oscilacija bile zanemarene. Tako se deo mehanicke energije gubi (pretvara
u toplotu) zato §to opruga nije idealno elasti¢na. Pored toga, na kuglicu deluje i
sila otpora vazduha, koja se opire njenom kretanju kroz vazduh i koja pri malim
brzinama ima oblik F,, = —bv. Ukoliko ovu silu uzmemo u obzir jednac¢ina kre-
tanja kuglice postaje

ma = —kx — bv, (1.8)
odnosno

& +2Bt+ws =0, (1.9)

gde je B = b/2m - koeficijent prigusenja*. Jednacina (1.9) se naziva jednacina
prigusenih (linearnih harmonijskih) oscilacija.
Resenje jednacine prigusenih oscilacija (1.9) zavisi od odnosa wy i 8. Pokazuje
se da pri slabom prigusenju
B <wp, (1.10)
resenje jednacine (1.9) glasi

z(t) = Ae Pt cos(wt + ¢q) | (1.11)

o)) e

ugaona frekvencija prigusenih oscilacija; ova frekvencija je manja od sopstvene
frekvencije neprigusenih oscilacija wyq.

Za resenje (1.11) kazemo da je kvazi periodiéno jer je proizvod jedne periodiéne
funkcije cos(wt + ¢g) 1 jedne aperiodi¢ne funkcije

A(t) = Ae™ Pt (1.13)

gde je

4 Koeficijent prigusenja 8 zavisi od karakteristika sredine u kojoj se vrsi oscilovanje i od
veli¢ine i oblika oscilatora.
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PriguSene oscilacije

koja pokazuje kako se amplituda oscilacija menja sa vremenom?®. U skladu sa
ovim izrazom, amlituda se tokom jednog perioda smanji

A(?:f)T) AT (1.16)

puta. Veli¢ina e” se naziva dekrement prigusenja, a njen prirodni logaritam
A=p6T (1.17)

logaritamski dekrement prigusenja; uz to se vreme 7 = 1//3 potrebno da se am-
plituda smanji e puta naziva vreme relaksacije. Kada je prigusenje malo, tj za
8 < wp, tada mehanicka energija oscilacija opada po zakonu

E(t) = Ege™ 2Pt (1.18)

gde je Fy energija u pocetnom trenutku vremena t = 0. Odavde se lako vidi da
smanjenje energije tokom jednog perioda AFE = E(t) — E(t+ T) priblizno iznosi
AFE =~ 28TE(t), te se tokom jednom perioda energija u relativnom iznosu smanji

E(t) 1
S 1.1
AE 2\ (1.19)
puta. Od znacaja je i faktor dobrote (ili faktor kvaliteta) oscilatora®
E
=2r— 1.20
Q=27 (1.20)

gde je P = AE/T snaga gubitaka oscilatora; na osnovu prethodnog on iznosi
T

Q=1 (1.21)

Postavka eksperimenta

Slika aparature koju koristimo za proucavanje priguSenih oscilacija je data na

slici 1.2, njena shema na slici 1.3 , a osnovne komponente na slici 1.4.
Oscilacije vrsi telo - nosaé tegova ¢iju masu dodavanjem tegova mozemo men-

jati. Masa tela se zajedno sa dodatim tegovima meri na digitalnoj vagi koja nije

5 Kompletnosti radi, navedimo da je pri jakom prigusenju 8 > wo kretanje aperiodi¢no
vo +w—-xo vo + w+To
24/B2 —wi 2,/B2 —w?

gde su g i vg pocetni polozaj i poetna brzina a w+ = B+ /B2 — wg, dok je pri
kriticnom prigusenju 8 = wo

z(t) = — exp(—w4t) + exp(—w_t), (1.14)

(t) = [zo(1 + wot) + votle 0", (1.15)

a za kretanje se kaze da je kriticno aperiodicno. Kako se za velike ¢t aperiodi¢no reSenje

ponaga kao z(t) ~ exp(—w_t), i kako su w_ = B — /B2 —w i w = /w2 — 2 manji od
wo, to se sistem najbrze vraca u ravnotezno stanje pri kriticno aperiodi¢cnom kretanju.
6 Pokazuje se da ova veli¢ina odredjuje sirinu na polovini visine rezonantne krive oscilatora.
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Slika 1.2 Slika aparature za proucavanje prigusenih oscilacija; proizvodja¢ — firma
Pasco, USA.

|

=
|

(2)

(6)
(1

B

Slika 1.3 Shematski prikaz aparature za proucavanje prigusenih oscilacija. (1) - telo
koje osciluje, (2) - opruga, (3) - krilce da se uveca otpor vazduha, (4) - senzor
polozaja, (5) - senzor sile, (6) - stativ. Senzori polozaja i sile su priklju¢eni na sistem
za prikupljanje podataka koji nije prikazan na slici.

3

prikazana na slici 1.2. Na dnu tela se nalazi krilce - lagani homogeni disk pre¢nika
oko 10cm, koji sluzi da se uveca optor vazduha pri kretanju. Telo je oka¢eno na
izabranu oprugu iz seta opruga, pa preko nje na o senzor sile. Polozaj tela se
meri senzorom polozaja postavljenim ta¢no ispod tela. Senzori polozaja i sile su
prikljuceni na sistem za prikupljanje podataka i dalje na personalni racunar.



1.3

Prigusene oscilacije

Slika 1.4 Osnovne komponente aparature se dve prethodne slike. (1) — sistem za
prikupljanje (akviziciju) podataka; (2) — senzor sile: (3) — senzor pozicije; (4) — senzor
ubrzanja.

Zadatak

Prvi deo eksperimenta se izvodi uz pomo¢ prisutnog nastavnika i posvecen je
upoznavanju sa osnovnim karakteristikama:

U

senzora polozaja,

senzora sile,

sistema za prikupljanje podataka,

programskog paketa za obradu eksperimentalnih podataka.

drugom delu eksperimenta, posveéenom proucavanju priguSenih oscilacija,

potrebno je uz pomo¢ nastavnika izvrsiti sledece:

1.

Kalibrisati oprugu, tj. odrediti njen koeficijent elasti¢nosti k. U tom cilju
senzorom polozaja izmeriti polozaj opruge x u funkciji sile F merene sen-
zorom sile. Pre svakog merenja potrebno je obezbediti da sistem miruje u
ravnoteznom polozaju. Prvo merenje vrsiti bez dodatih tegova, a zatim poste-
peno dodavati tegove. Nacrtati grafik sile F' u funkciji polozaja z. Fitovati
eksperimentalne podatke na pravu liniju F' = a + bzx. Odsecak ove prave je
a = Fy + kzg, gde je Fy izmerena sila a x(y izmerena pozicija neoptere¢enog
sistema (tj. bez dodatih tegova). Nagib prave je b = —k, te iz njega odrediti
konstantu elasti¢nosti opruge k.

. Posmatrati kvazi-periodi¢ne prigusene oscilacije sistema duz vertikalnog pravca.

Da se to obezbedi treba izvesti sistem iz ravnoteznog polozaja duz vertikale i
pustiti ga bez pocetne brzine. Pozicija sistema se meri senzorom pozicije, koji
takodje meri i brzinu i ubrzanje posmatranog tela.

Nacrtati grafik zavisnosti pozicije i brzine oscilovanja od vremena uz pomo¢
programskog paketa.
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4. Poziciju sistema x, snimljenu u funkciji vremena t, fitovati uz pomo¢ pro-
gramskog paketa na zakon

z(t) = o + Ae P cos(wt + @)

te tako odrediti frekvenciju w i period T oscilovanja, kao i koeficijent prigusenja
B; uporediti w sa frekvencijom slobodnih oscilacija wg = /k/m, gde je m
masa sistema.
5. Uz pomoé programskog paketa odrediti kineticku energiju Eg(T), potenci-
jalnu energiju F,(t) i mehanicku energiju E(¢) i nacrtati odgovarajucée grafike.
6. Odstampati sve nacrtane grafike.



2.1

Oscilacije na strmoj ravni

Uvod

Traka sa kolicima, slika 2.1, je jedan od najfleksibilnijih sistema za izucavanje
dinamike jednodimenzionalnog kretanja. Ona omogucéava izvodjenje ve¢eg broja
eksperimenata kao Sto su: provera II Njutnovog zakona, izucavanje ubrzanog
kretanja niz strmu ravan, odrzanje impulsa i energije, izuc¢avanje elasti¢nih i

neelasti¢nih sudara, itd.

“ v

Slika 2.1 Traka sa kolicima (Classic Dynamics System 2.2m firme Pasco, USA).

U eksperimentu o kojem ¢emo govoriti se posmatraju oscilacije kolica po nag-
nutoj traci za kretanje, slika 2.2.
Ako se kolica, povezana oprugom za gornji deo trake, izvedu iz ravnoteznog
polozaja i puste ona poc¢inju da vrse oscilatorno kretanje. Postavimo z-osu duz
trake i usmerimo je ka njenom gornjem delu. Po IT Njutnovom zakonu, jednacina
kretanja kolica duz x-ose glasi:

ma = F(res) (2.1)
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Slika 2.2 Traka sa kolicima postavljena u nagnut polozaj za izu¢avanje oscilacija
kolica; pozicija kolica se meri senzorom polozaja (1).

gde je m —masa kolica, a = & — ubrzanje kolica duz x-ose, dok je FJET“) projekcija
rezultujuce sile na x-osu. Na kolica deluju:

1.

sila zemljine teze mg vertikalno nanize,

2. elasti¢na sila opruge Fy; = kAl, gde je k — konstanta elasti¢nosti opruge dok

je Al- istezanje opruge (razlika tekuée duzine opruge ! i duzine opruge lpu
neistegnutom stanju); ova sila nastoji da smanji duzinu opruge i u posmatra-
nom sistemu ima pravac i smer z-ose (jer ¢emo se ograniciti na kretanje pri
kojem je opruga stalno nategnuta).

. sila trenja kotrljanja F}, koja se opire kotrljanju tockova kolica. Dok se kolica

kreéu, vektor ove sile ima isti pravac a suprotan smer u odnosu na vektor
brzine, dok je intenzitet sile jednak pu@, gde je u- efektivni koeficijent trenja
kotrljanja, dok je tezina kolica @ na strmoj ravni jednaka normalnoj kompo-
nenti sile zemljine teze mg cos a. Stoga mozemo pisati Fy,. = —lf)—‘umg cos a,
gde je v = & brzina kolica duz z-ose, a |%‘ = =+1 njen znak. Kada kolica

miruju, vuéna sila' je uravnotezena statickom silom trenja kotrljanja.

. zanemarujemo ostale sile koje deluju na kolica (npr silu potiska, silu otpora

vazduha tokom kretanja kolica, ... ) .

Da je trenje kotrljanja zanemarljivo kolica bi vrsila linearne harmonijske os-

cilacije. Zaista, nakon uvrstavanja uslova mirovanja ( a=0) i izraza za rezultuju¢u
silu, jednacina (2.1) postaje

0 =—mgsina + kAl (2.2)

odakle nalazimo ravnotezno izduzenje opruge

mg sin a

Al = A

(2.3)

U eksperimentu snimamo rastojanje kraja kolica od senzora pozicije i ova veli¢ina

odredjuje polozaj kolica. Koristec¢i slobodu izbora, koordinatni pocetak z-ose

I Vuéna sila je projekcija na pravac kretanja sume svih sila osim sile trenja.
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Oscilacije na strmoj ravni

postavljamo u ravnotezni polozaj kraja kolica®?. Nakon toga, izduzenje
opruge se moze napisati kao Al = Al,.—x, gde veli¢ina x pretstavlja z-koordinatu
kraja kolica u odnosu na izabrani koordinatni pocetak. Sledi:

F{res) = —mgsina + kAl = (—mgsin o + kAl — kx = —kx

tako da jednacina (2.1) postaje

mi = —kz, (2.4)
Sto pretstavlja jednac¢inu linearnih harmonijskih oscilacija sa kruznom frekven-
cijom
k
=4/—=, 2.5
w=1/ (25)
i periodom
2
T=""=or/m/k. (2.6)
w

Amplituda i energija ovih oscilacija se ne smanjuju sa vremenom, a potencijalna
energija se moze napisati u obliku
ka?
E,=—
P 2
Kada se trenje kotrljanja ne moze zanemariti, a to je na$ slucaj, jednacina
kretanja kolica® pri kretanju u pozitivnom smeru x-ose glasi

mi = —kx — pQ (2.8)

2.7)

jer je tada znak brzine pozitivan, dok je pri kretanju u negativnom smeru

mi = —kx + pQ. (2.9)
Jednacina (2.8) opisuje linearne harmonijske oscilacije. Zaista, nakon transfor-
macije

mi = —kx — pQ = —k (z + pQ/k)

ona se, prelaskom na nove koordinate

e =2+ uQ/k, (2.10)
svodi na jednacinu linearnih harmonijskih oscilacija

mit) = —kzH) (2.11)

2 Koordinatni poéetak mozemo izabrati kako nam odgovara i taj izbor ne uti¢e na jednacine
kretanja.

Uslov mirovanja kolica glasi 0 = —mgsina + kAL + Fr, gde je Al ravnotezno istezanje
opruge. Odatle, umesto jednacine, nalazimo nejednacinu

mgsina — p@ < kAL < mgsina + p@ koju zadovoljava Al,.. Posledica je da Al moze
uzeti bilo koju od dozvoljenih vrednosti. Konkretna vrednost koju ¢e uzeti Al zavisi od
predistorije sistema. U prvom trenutku kada brzina padne na nulu a istezanje opruge
zadovolji gornju jednakost sila trenja kotrljanja ¢e uravnoteziti vuénu silu, ubrzanje ¢e
pasti na nulu, te kretanje prestaje — tj trenutni polozaj postaje polozaj indiferentne
ravnoteze.

3
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oko privremenog ravnoteznog polozajat
= - (2.12)

Potpuno analogno jednacina (2.9), koja opisuje kretanje u negativhom smeru
x-0se, se prelaskom na nove koordinate

) =z — pQ/k, (2.13)
svodi na jednacinu linearnih harmonijskih oscilacija
mi( ") = kx5 (2.14)

oko drugog privemenog ravnoteznog polozaja

T

2 = +%. (2.15)

Kruzna frekvencija i period oba tipa oscilacija su jednaki kruznoj frekvenciji
(2.4) i periodu (2.5), respektivno.

Detaljniji uvid dobijamo ako pratimo kretanje kolica nakon §to ih izvedemo
iz ravnoteznog polozaja niz strmu ravan i pustimo bez pocetne brzine. Tada
¢e kolica poceti da se kreéu navise, dakle u pozitivnom smeru x-ose. U z{)—
koordinatama kretanje je dato sa

) (t) = —A; coswt
dok u “starim” z-koordinatama isto kretanje glasi
x(t) = —Aj coswt — uQ/k. (2.16)

Na navedeni nacin kolica se kre¢u u prvom poluperiodu 7' /=T/2, tokom kojeg
je njihova brzina sve vreme pozitivha. U momentu ¢ = T/, kada je njihov
polozaj dat sa (T /2) = A1y — uQ/k, kolica se trenutno zaustavljaju pa odmah
nastavljaju da se krecu, ali sada u negativnom smeru x-ose (v < 0). Kretanje
kolica u drugom poluperiodu se vrsi u skladu sa jednac¢inom (2.13); stoga je

() (t) = — Ay coswt,
odnosno
x(t) = —Ag coswt + uQ/k, (2.17)

uz bitnu napomenu da se amplituda promenila. Novu amplitudu As mozemo
naci iz uslova da u trenutku t=1T' 5 , kada je coswT} /2 = —1, obe formule (2.15)
i (2.16) daju isti rezultat:

Ay — pQ/k = Ax + pQ/k,

4 Ovo je ravnotezni polozaj u ne-transformisanim z-koordinatima; u novim koordinatima je
ravnotezni polozaj naravno na nuli jer je koordinatni pocetak novih koordinata smesten u
ravnotezni polozaj.
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2.2

Oscilacije na strmoj ravni

odakle je

Nakon drugog poluperioda, kretanje se ponavlja na slican nac¢in. Nakon $to se
trenutno zaustave, kolica odmah nastavljaju da se kre¢u u pozitivnom smeru.
Ova etapa kretanja je u skladu sa jedna¢inom (2.10) pri ¢emu amplituda ima
novu vrednost As = Ay — 2uQ/k. Zatim nastupa sledeéi period u kojem se
kolica kreéu u negativnom smeru u skladu sa jednac¢inom (2.12) i sa amplitudom
Ay = Az — 2uQ/k, itd. Mozemo zakljuciti da:

1. smanjenje amplitude izmedju n-tog i (n+1)-vog poluperioda iznosi

Api1 = A, —2pQ/k, (2.19)
2. konacna jednacina kretanja u n-tom poluperiodu glasi:
x(t) = — A, coswt + (—1)" uQ/k, (2.20)

Sto pretstavlja oscilacije oko privremenih ravnoteznih polozaja +uQ/k,
1. brzina kretanja u n-tom poluperiodu glasi:

v (t) = wA, sinwt. (2.21)
2. Kretanje kolica prestaje kada se ispune uslovi navedeni u fusnoti 4.

Iz prethodnih izraza mozemo naci kako se mehanicka energija I/ = Ej+ F, menja
u toku vremena. Potencijalnu energiju je i dalje pogodno rac¢unati u odnosu
na koordinatni pocetak; oznacavajuéi sa t’ vreme mereno od pocetka tekudeg
poluperioda, mozemo se uveriti da je

ke k 2uQA, ’
E, = prm_ b A2 cos? wt' + He coswt’ + <MQ> 1 ) (2.22)

2 2 k k

. 2 . . .. . .
dok je By = M= A2 sin? wt’. Stoga mehanicka energija zavisi od vremena kao

2
E = gAi + uQA,, coswt’ + %, (2.23)

gde smo iskoristili mw? = k. Unutar svakog poluperioda je 0 < ¢/ < Ty, te
coswt’ opada. Smanjenje amplitude izmedju dva susedna poluperioda potice od
trenja pri kotrljanju.

Zadatak

NAPOMENA: Eksperimentu je moguée pristupiti nakon eksperimenta ”Pri-
gusene oscilacije” u okviru kojeg se student upoznao sa osnovnim karakteris-
tikama aparature traka sa kolicima i prate¢eg programskog paketa.

U cilju proucavanja oscilovanja kolica na strmoj ravni izvrsi¢emo slede¢a merenja:
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1. Izmerimo masu kolica (bez opruge) i masu opruge na digitalnoj vagi.

2. Preko kalibrisane opruge povezati kolica za gornji kraj strme ravni i posma-
trati njihovo oscilovanje na strmoj ravni snimajuéi polozaj kolica senzorom
pozicije u funkciji vremena. Fitovanjem snimljene pozicije deo po deo odred-
iti kako se menja amplituda oscilovanja u funkciji rednog broja poluperioda
i kakvi su privremeni polozaji ravnoteze. Uveriti se da se od tekuéeg do
narednog poluperioda amplituda linearno smanje u skladu sa (2.19) te odrediti
efektivni koeficijent trenja kotrljanja p. Proveriti da li je razlika privremenih
polozaja ravnoteze jednaka 2uQ/k. Odrediti ravnotezni polozaj u kojem bi
bila kolica kada ne bi bilo trenja kotrljanja. Zatim kalkulator funkcijom pro-
gramskog paketa naéi kako se tokom vremena menjaju kineticka i potenci-
jalna energija kolica, kao i njihov zbir tj mehanicka energija kolica. Izracunati
rad trenja kotrljanja u funkciji vremena i proveriti da li je njegov zbir sa
mehani¢kom energijom kolica priblizno konstantan.

3. Odstampati sve nacrtane grafike.



3.1

Savijanje i oscilacije elasti¢ne ploce

Uvod

Savijanje elasti¢cne ploce je jedan od moguc¢ih vidova njenih deformacija. Neka
nedeformisana tanka ploca ima oblik kvadra duzine L, Sirine a i debljine b (b <
a < L) - slika 3.1. Neka je plo¢a na jednom kraju uévrséena - slika 3.2, dok je
drugi kraj ploce slobodan. Ravan simetrije ploce, normalna na debljinu b, se na
slici 3.2 vidi kao duz NN'.

2

Slika 3.1 Nedeformisana ploca.

+5/2

Slika 3.2 Savijena ploca.

Ploca se savija silom F koja deluje na njen slobodni kraj, paralelno debljini
b. Duzi paralelne Sirini ploce se ne deformisu i ostaju paralelne Sirini ploce.
Duzi paralelne duzini ploce se krive. One sve menjaju duzinu, osim duzi iz ravni
simetrije koje se samo krive ne menjajuéi duzinu. Stoga se za liniju NN’ kaze da
je neutralna. Kona¢no, duzi paralelne visini ploce ne menjaju duzinu, ali menjaju
pravac ostajuéi normalne na neutralnu liniju.

Uvedimo koordinatu « duz neutralne linije pre savijanja, y koordinatu usmer-
imo duz sile F', a koordinatni pocetak postavimo u tacku N — slika 3.2. U ovom
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sistemu koordinata jednacina neutralne linije (vidi dodatak) pri malim deforma-
cijama glasi

6F x
y(@) = osa’ (L-3) . (3.1)
odakle pomeranje y kraja ploce (z = L) pod dejstvom sile F' iznosi
413

Neka je na kraj ploce pri¢vrs¢ena masa M znatno veca od mase ploce. Kada se
masa izvede iz ravnoteznog polozaja pomeranjem u horizontalnoj ravni i pusti,
javice se prugusene oscilacije. PriguSenje nastaje prvenstveno usled elasticnog
histerezisa u materijalu ploce.

Za idealno elastican materijal je relativna deformacija ¢ = 7/FE, gde je T
tangencijalni napon, a ' modul elasti¢nosti mateijala ploce. Za realne materijale
o kasni, te se javlja histerezisna petlja - slika 3.3. Kada se deformacija i napon
menjaju harmonijski petlja je elipsa. Veli¢ina:

duzina male ose elipse

_ 3.3
duzina velike ose elipse (33)

je parametar histerezisa koji zavisi od frekvencije. Povrsina elipse je propor-
cionalna gubitku energije usled histerezisa tokom jednog ciklusa.

Slika 3.3 Shematski prikaz histerezisa materijala; 7 je napon, E je modul elasti¢nosti,
o je relativna deformacija.

Kada je ploca savijena tada, na osnovu formule (3.2), na pri¢vrééenu masu
deluje sila
- Eab®
~ s
koja se javlja usled elasti¢nih napona u ploci; ova sila igra ulogu restitucione sile
za kretanje mase M. Stoga bi jednac¢ina neprigusenih oscilacija glasila:

Eab3
- 4L3 Y,

(3.4)

Mjj = (3.5)
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na osnovu ¢ega bi sopstvena ugaona frekvencija oscilacija iznosila

| Eab3
wo = 4ML3 . (36)

Zbog histerezisnih gubitaka u materijalu ploce oscilacije su prigusene. Da bi

uzeli u obzir efekte histerezisa, uvedimo koordinatu £ duz velike, a koordinatu 7
duz male ose histerezisne elipse, slika 3.3. Pri harmonijskom kretanju sa ugaonom
frekvencijom w ove veli¢ine se menjaju po zakonu

&= Acos(wt), n=cAsin(wt). (3.7
gde je A velika, a €A mala poluosa elipse. Kako je
T _§&-n _§+n

T ) o 5 3.8
E 2 V2 )
na osnovu slike 3.3, to je pri malom ¢ < 1 ispunjeno
T €
— = 2—¢o . 3.9
EROT2 0 (3.9)
gde je uzeto u obzir i da je w &~ wp pri malom e¢.
Na osnovu izraza (3.4), na slobodnom kraju ploce je
-F b2
- - = 3.10
r=", o=y, (3.10)

gde je F sila koja deluje na masu >. Odavde nalazimo da jednacina kretanja
M7y = F mase M priblizno glasi

i+ 2ewoy +wiy =0, (3.11)
§to je jednacina priguSenih oscilacija. Na taj nacin period oscilovanja T = 27 /w
iznosi
AML?
T =2m\ —— | 3.12
™V Eab (3.12)
odakle se vidi da je kvadrat perioda linearna funkcija kuba duzine:
1672 M
7%= ——IL° 3.13
Eab3 (3.13)
Nagib prave T2 = f(L3) je
16m2 M
k= 3.14
TR (3.14)
te modul elasti¢nosti £ materijala ploce iznosi
1672 M
=—. 3.15
kab? (3.15)

Tokom prigusenih oscilacija sa slabim prigusenjem amplituda oscilacija se ek-
sponencijalno smanjuje kao A(t) = Agexp(—p5t), pri ¢emu je ovde 8 = ewy.
Stoga je n-ta amplituda (¢, = nT = 27n/wg) oblika

16m2 M
E= -
kab3 ’

(3.16)
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3.2

3.3

§to znaci da se snimanjem A, u funkciji od n i linearizacijom
In(A4,,) = In(Ao) — (2me)n (3.17)

moze odrediti parametar histerezisa ¢ iz koefcijenta pravca ove linearne zavis-
nosti.

Opis aparature

Aparatura (slika 3.4) se sastoji iz: plasticnog lenjira (1), mase (2) pri¢vrséne na
lenjir (uzeti vrednost od tehnickog saradnika), postolja za laser (3), lasera (4),
digitalnog hronometra (5), stege (6), postolja (7) i lenjira za ocitavanje laserskog
spota (8). Pored ovoga na raspolaganju su: metarska traka, nonijus i mikrometar.

Slika 3.4 Slika aparature.

Zadatak

1. Izmeriti parametre lenjira: §irinu a i debljinu b. Radi jednostavnijeg pristupa
zanemariti suzenja debljine lenjira duz skale, tj smatrati da je lenjir kvadar.
Sirinu @ i debljinu b izmeriti na najmanje 5 razlicitih pozicija na ploéi. Rezul-
tate merenje uneti u tabelu 3.1. Na osnovu njih odrediti srednju vrednost za
girinu a i debljinu b.

2. Zanajmanje 6 izabranih duzina lenjira L izmeriti period oscilacija T'. Merenja
L vrsiti metarskom trakom, a merenja perioda digitalnim hronometrom. Pri
svakom L izmeriti 3 puta trajanje t%) deset oscilacija, odatle naéi srednju
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Table 3.1 Sirina a i debljina b plote — zaglavlje tabele.

No. | a[mm] | b[mm]
1

vrednost t19 = (t%) + t(lf)) + tg%))/& a odatle period T" = #19/10. Proceniti
gresku AT za T'. Podatke uneti u tabelu 3.2

Table 3.2 Merenje perioda oscilacija — zaglavlje tabele.

No. | L [mm] t%)[s] ti[s] | Atwo[s] | T[s] | AT [s] | L¥[m?®] | T? [s?]

AT? [§?]

. Nacrtati grafik zavisnosti 72 = f(L?), ucrtati najbolju pravu grafickom metodom,

odrediti njen koeficijent pravca k i odatle izracunati modul elasti¢nosti E.
Proceniti greske za ki E.

. Odrediti k i E metodom najmanjih kvadrata i naé¢i njihove greske; na prethodni
grafik ucrtati pravu dobijenu metodom najmanjih kvadrata. Uporediti rezul-
tatte dobijene grafickom metodom i metodom najmanjih kvadarata.

. Odrediti parametar histerezisa e. Pri izabranoj poc¢etnoj amplitudi Ay 3 puta
izmeriti niz od 10 parnih amplituda Agl),AS),...,A%); A(22),A§l2),...,A%);
Ag3)7A4(13),...,Aé%) . Merenja amplituda vrsiti oCitanjem polozaja laserskog
spota na (pomoénom) lenjiru (8) — slika 3.4.

Rezultate merenja uneti u tabelu 3.3, naé¢i Ag,, = (A;Q1 + qu)T + Agi)l)/?),
a zatim i In(Ag,,).

Table 3.3 Merenje parametra histerezisa — zaglavlje tabele.

n| AY [mm] | A [mm] | 4, [mm] | A4, [mm] | In(4,) | Aln(4,)

[\]

6. Graficki predstaviti zavisnost logaritama srednjih vrednosti In(As,, ) od rednog

broja amplitude n = 2m.

7. Ucrtati najbolju pravu grafickom metodom, odrediti joj koeficijent pravca i

na osnovu njega izracunati parametar histerezisa e. Proceniti greske.

8. Isti koeficijent pravca naé¢i metodom najmanjih kvadrata, izracunati param-

etar histerezisa € i proceniti greske. Uporediti rezultatte dobijene grafickom
metodom i metodom najmanjih kvadarata.
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Dodatak: izvodjenje jednacine neutralne linije

Uocimo pre savijanja deli¢ izmedju dva popreéna preseka ploce AB i A’B’ — slika
4a; rastojanje lp izmedju preseka je veoma mala velic¢ina, a M M’ deo neutralne
linije izmedju preseka.

B lo B
1, || R M
A A
N RS
a) % s by
AN
o
O

Slika 3.5 Deli¢ ploce a) pre savijanja; b) nakon savijanja.

Oblik deli¢a nakon savijanja je dat na slici 4b - to je ise¢ak cilindri¢nog sloja
debljine b, visine a, srednjeg poluprecnika R i ugla isecka o (« je mali ugao);
centar sloja je tacka O. Uoc¢imo da je R poluprecnik, a O centar krivine za
segment M M’ neutralne linije. Vredi I = Ra jer je luk M M’ deo neutralne linije.
Uvedimo koordinatu p duz radijusa od M ka Bj; tacki A odgovara p = —b/2,
tacki M odgovara p = 0, a tacki B odgovara p = +b/2. Uoc¢imo pre savijanja duz
sa koordinatom p, paralelnu neutralnoj liniji; njena duzina je ly. Nakon savijanja
ova duz postaje luk polupre¢nika R+p i duzine I = (R+p)a obzirom da se p usled
savijanja ne menja. Stoga je Al = [ —1ly = pa apsolutno istezanje, a Al/ly = p/R
relativno istezanje koje igra ulogu relativne deformacije o = Al/ly. Stoga se na
krajevima linije javlja napon 7 = EAl/ly = Ep/R. Ukupnu elasti¢nu silu F, na
popre¢nom preseku AB nalazimo integracijom napona 7 po popreénom preseku

AB
o2,
F. = /TdS :/ E—adp, (3.18)
—b/2 R

odakle se nalazi da je elasti¢na sila F, = 0.
Ukupni moment sile koji stvara opisana raspodela elasti¢nih napona iznosi

Ea [Y? Eab?
M, = ds = — 2dp = )
: /m R /W’) P~ 1R

Obzirom da je F, = 0, moment sile ne zavisi od izbora pola u odnosu na koji se
racuna. U z-y sistemu koordinata, polupre¢nik krivine R je
1 y//

R W) o
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gde su y' i y” prvi i drugi izvod po z jednacine neutralne linije y = y(z). Za
male deformacije je y' < 1, te je R = 1/y"”. Stoga je
Eab?

M, ~ D y" . (3.20)

Uocimo sada deo plo¢e od njenog slobodnog kraja pa do popre¢nog pre-
seka sa koordinatom x. Na kraju ploce deluje sila F, a na popreénom preseku
elasti¢ni naponi nastali delovanjem dela ploce od njenog uévrséenog pocetka pa
do uocenog poprec¢nog preseka. Kako su deformacije male, x komponente daju

rezultantu F, = 0 €iji je moment M., dok y komponente napona daju silu F’
koja uravnotezava silu F i sa njom obrazuje spreg sila sa momentum (L — z)F
koji uravnotezava elasti¢ni moment M,. Tako nalazimo

12F
= L—x). 21
(L) (321)
Dvostrukom integracijom ovog izraza po z i koriséenjem uslova y(0) = 01 y'(0) =
0 dobijamo

y(z) = ;aigw?‘ (L — g) , (3.22)

S$to je trazena jednacina neutralne linije savijene ploce.
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4.1

Odredjivanje odnosa C),/Cy za
vazduh po metodu
Clement-Desormes

Uvod

Adijabatskim procesom se naziva proces pri kojem posmatrani sistem ne razmenju-
je toplotu sa okolinom (AQ = 0). Reverzibilne adijabtske promene zapremine
(ekspanzija ili kompresija) idelanih gasova kada nema razmene supstance sa
okolinom su opisane jednacinom adijabate:

pV7 = const , (4.1)

gde je p pritisak gasa, V zapremina gasa', dok je eksponent adijabate v veligina
koji se naziva Poasonova konstanta. Pri tome je
1%
gde je C}, molarna specificna toplota gasa pri konstantnom pritisku, dok je Cy
molarna specifi¢na toplota gasa pri konstantnoj zapreminiZ.
Eksponent adijabate v zavisi od vrste gasa. Na osnovu molekularno-kineticke

(4.2)

teorije

Cy =R, (4.3)

N |,

gde je j broj pobudjenih stepeni slobode molekula gasa (j = 3 za jednoatomne
gasove, dok je za vecinu gasova sa dvoatomnim molekulima j = 5 pri tempera-
turama bliskih sobnoj).

L Vrednost konstante const koja se javlja na desnoj strani jednagine adijabate (4.5) zavisi od
?pocetnih uslova”; ako je Vp neka zapremina koju je imao gas pri posmatranom procesu, a
po pritisak pri toj zapremini Vp, tada je const = pOVO'Y.

Molarna specificna toplota gasa pri konstantnoj zapremini je brojno jednaka onoj koli¢ini
toplote AQ koju je potrebno dovesti jednom molu gasa da bi mu se temperatura povisila
za 1K pri konstanoj zapreminii analogno za Cp, ali pri konstantnom pritisku. Pokazuje se
da za idealne gasove vredi Cp, — Cy = R, gde je R = 8.314 J/(mol - K) univerzalna gasna
konstanta.
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4.2

Odnos C,/Cy za vazduh

Opis metode

Merenje Poasonove konstante v za vazduh se po Clement-Desormes-ovoj® metodi
vrsi na sledeéi na¢in. U balon zapremine oko 10 lit se upumpa vazduh pod pri-
tiskom p; nesto veéim od atmosferskog - vidi sliku 4.1.# Kada se slavina na balonu
naglo otvori, vazduh iz balona istice sve dok se pritisak u balonu ne izjednaci
sa atmosferskim pritiskom p,. Isticanje vazduha iz balona je naglo, te se moze
smatrati adijabatskim. Kada se isticanje vazduha zavrsi, slavina na balonu se
zatvori. Tako u balonu preostaje neka koli¢ina vazduha za koju se moze smatrati
da je pre otvaranja slavine zauzimala neku zapreminu V7, te da se za vreme dok je
slavina bila otvorena adijabatski (kvazi)reverzibilno prosirila na celu zapremunu
balona V. Stoga je

VY =p V7. (4.5)

Pri opisanoj adijabatskoj ekspanziji, vazduh u balonu se hladi te je njegova

temperatura niza od sobne u trenutku zatvaranja slavine. Stoga se, nakon zat-

varanja slavine, vazduh koji je preostao u balonu greje sve dok ne dostigne sobnu
temperaturu. Neka pritisak vazduha zaostalog u balonu tada iznosi ps.

Iz istog pocetnog stanja (p1,V:) u isto krajnje stanje (p2,V) se vazduh za-

ostao u balonu moze prevesti i jednim izotermskim procesom, obzirom da su
temperature oba stanja iste (tj. jednake sobnoj temperaturi). Stoga je

Eliminacijom zapremina V' i Vi, iz jednaé¢ina (4.5) i (4.6) se dobija
P2 _ (pl)ll/7 (4.7)
Pa Pa

Kako je hidrostaticki pritisak pgh; mali u odnosu na atmosferski pritisak p,, i
kako je (1 +€)* ~ 1+ aecza e < 1, to je

1-1/y
1
<p1> ~1+ (1 - ) P, (4.8)
Pa Y/ Pa

te uvrstavanjem pribliznog izraza (4.8) u desnu stranu jednacine (4.7) i nakon
neznatnih sredjivanja, kona¢no nalazimo

hy = (1 - i)hl . (4.9)

Na osnovu poslednje jednacine, postoji linearna zavisnost ho = ahy izmedju hs

3 Nicolas Clement-Desormes, francuski nauénik i industrijalac (1779-1848).
4 Pritisak p vazduha u balonu se meri otvorenim manometrom:

P =Dpa + pgh, (4.4)

gde je po atmosferski pritisak, p je gustina manometarske te¢nosti, dok je h razlika nivoa
manometarske te¢nosti u kracima manometra.
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i hy. Koeficijent pravca a ove zavisnosti je

a= <1 - i) , (4.10)

odakle je Poasonova konstanta

(4.11)

Postupak pri merenju

Merenje koli¢nika C),/Cy se, po metodu Clement-Desromes-a, vrsi sledeéim pos-
tupkom:

1.

Podesiti slavinu B u polozaj 1 u kojem je balon povezan sa pumpicom C,
a veza balona sa atmosferom prekinuta.

. Pumpicom C upumpati nesto vazduha u balon i tako u njemu ostvariti

pritisak veéi od atmosferskog. Razliku pritisaka kontrolisati posmatranjem
razlike nivoa h manometarske teénosti u kracima manometra A.
Upozorenje: h ne sme da premasi vrednost hy,,x =30 cm.

. Nakon $to je priblizno ostvarena zeljena vrednost h, okretanjem slavine za

90° stepeni u smeru kazaljke na satu dovesti slavinu u polozaj 2 u kojem
je prekinuta veza balona i sa pumpicom i sa atmosferom. Sacekati dok se h
ne ustali, a zatim ocitati h na manometarskoj skali D, i tu vrednost uzeti
za razliku nivoa h; koja odgovara pritisku p;.

. Slavina se brzo okrene za 90° stepeni u smeru kazaljke na satu i tako

dovede u polozaj 3 pri kojem vazduh iz balona moze slobodno da istice u
atmosferu. Tada dolazi do adijabatske ekspanzije gasa u balonu tokom koje
se pritisak u balonu smanjuje od p; do p,. Tom prilikom, razlika nivoa h
opada od vrednosti iy do h = 0. Usled adijabatske ekspanzije temperatura
vazduha u balonu pada ispod sobne temperature.

. Sacekati nekoliko sekundi dok se nivoi manometarske te¢nosti u kracima

manometra ne izjednace. Tada je h = 0, dok je p = p,. Odmah nakon
toga, okretanjem slavine za 90° stepeni u suprotnom smeru, brzo vratiti
slavinu u polozaj 2. Pri ovom polozaju slavine, balon je zatvoren i ne raz-
menjuje vazduh sa okolinom.

. Posto mu je temperatura niza od sobne, vazduh koji se nalazi u zatvorenom

balonu se greje te pritisak u balonu raste. Usled toga raste i h. Prestanak
zagrevanja konstatujemo po tome sto h, dostigavsi svoju maksimalnu vred-
nost ho, prestaje da raste. Da se ovo desi potrebno sacekati od 5 do 10
minuta.

U cilju eksperimentalnog odredjivanja zavisnosti ho = ah; potrebno je ponoviti
korake opisanog postupka za najmanje 6 razli¢itih vrednosti h; izabranih u in-
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Odnos C,/Cy za vazduh

tervalu od 8cm do 26cm. Razliku nivoa h odrediti iz
h=h@d _ 0O ,

gde je h(? visina stuba manometarske te¢nosti u desnom kraku manometra, dok
je Y visina stuba manometarske teénosti u levom kraku manometra; h(® i h(¥)
se dobijaju o¢itavanjem na skali manometra.

Podatke dobijene merenjem uneti u tabelu

No. hgd) [mm] hgl) [mm] hgd) [mm] hg) [mm] | Ay [mm] | he [mm]

i na osnovu njih izracunati
h=0" —h{ =0y —h,

koji se unose u poslednje dve kolone tabele.
Na osnovu podataka iz tabele nacrtati grafik ho u funkciji od hy. Fitovanjem
dobijenog grafika na linearnu funkciju

hgiah1+b,

odrediti metodom najmanjih kvadrata parametre a + Aa i b=+ Ab ove zavisnosti,
ucrtati na grafik najbolju pravu, te na osnovu (4.11) odrediti
A
"
1—a  (1-a)?

v+ Ay = (4.12)
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5.1

Proveravanje Meksvel-Bolcmanove
raspodele

Uvod

U stanju termodinamicke ravnoteze idealni sistemi''? identi¢nih, klasiénih® i
bezstrukturnih? éestica se pokoravaju Meksvel-Bolcmanovoj raspodeli

3/2
f(7,0) = no %ZT em—éﬁ. (5.1)
gde je
€= mTvz +ep(7) . (5.2)

ukupna energija Gestice, jednaka zbiru njene kineticke energije e, = mv?/2 i po-
tencijalne energije €, (7). U izrazu (5.1) smo sa f(7, ¥) oznaéili funkciju raspodele®,

1 Idealnim sistemima Cestica nazivamo sisteme kod kojih je interakcija Gestica sistema
zanemarljiva. Stoga je energija idealnih sistema FEn od IV Cestica zbir En = va:l E:1(4)
jednocesticnih energija F1 (i) pojedinaénih Gestica sistema. Cestice sistema mogu da
interaguju sa konzervativnim spoljasnjim poljima (npr. gravitacionim) koja se smatraju
zadatim. U ovakvim poljima svaka Cestica ima potencijalnu energiju €, (7) koja zavisi samo
od njenog polozaja 7.

Interakcija Cestica idealnih sistema se javlja jedino u njihovim sudarima u kojima se cestice
ponasaju kao krute sfere. Osim toga, Cestice sistema se sudaraju i sa zidovima suda u
kojem se nalaze. Ukoliko su ovi sudari elasti¢ni za zidove kazemo da su adijabatski. Stanje
termodinamicke ravnoteze nije mogudée uspostaviti u sistemu neinteragujuéih Cestica sa
adijabatskim zidovima.

Sistemi Cestica su kvantni sistemi. Ako je temperatura 7" dovoljno visoka, a koncentracija
Cestica n dovoljno mala, tada i klasi¢na fizika daje zadovoljavujuée tac¢an (i znatno
jednostavniji) opis.

Stanje bezstrukturne ¢estice mase m je opisano njenim impulsom 5 = mo (ili brzinom ) i
njenim vektorom polozaja 7. Energija E Cestice koja nema unutrasnju strukturu je zbir

E = mv?/2 + ¢,(7) kineticke energije mv?/2 i potencijalne energije €, (7). Za opis stanja
Cestica sa unutrasnjom strukturom su, pored p'i 7, potrebni i dodatni stepeni slobode, a
izrazu za energiju se mora dodati kineticka energija rotacije i unutrasnja energija slozene
Cestice.

Fizicki, velicina f(7,¥,t)d>7d3¥ predstavlja broj éestica (usrednjen po ansamblu) takvih
da se u trenutku vremena t njihov vektor polozaja nalazi u infinitezimalnoj okolini d3#
vektora 7, a njihova brzina u inifinitezimalnoj okolini d3¥ vektora #. U pocetnom trenutku
vremena to funkcija raspodele moze biti bilo koja nenegativna funkcija parametara 7, ¥
koja zadovoljava uslov normiranja fd?"Ff d3Tf (7,7, to) = N. U stacionarnim stanjima,
funkcija raspodele ne zavisi vise od vremena, dok je u ravnoteznim stanjima funkcija
raspodele Meksvel-Bolcmanova, i data je izrazom (5.1).

N
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sa m masu Cestica, sa kg = 1.38 x 10723J /K Bolcmanovu konstantu, sa T ap-
solutnu temperaturu sistema Cestica, a sa ng koncentraciju cestica u tackama 7’
u kojima je €,(7) = 0. Integracijom funkcije raspodele po svim brzinama ¢ pri
fiksiranom 7 dobija se koncentracija cestica

n(F) = /f(ﬁ 5,4, (5.3)

u tacki prostora 7. Specijalno, integracijom raspodele (5.1) dobijamo Bolcmanovu
raspodelu:

& (7)

A4
20 (5:49)

n(r) = ngexp

koja opisuje koncentraciju ¢estica u termodinamicki ravnoteznim stanjima. Na
osnovu (5.4), koncentracija n(7) Cestica u tacki 7 zavisi samo od temperature
sistema 7' i potencijalne energije €, () koju Cestica ima u toj tacki. Koriséenjem
Bolcmanove raspodele (5.4) se Meksvel-Bolcmanova raspodela (5.1) moze napisati
u obliku proizvoda

J(7,0) = n(7) far (0) (5:5)

Bolcmanove raspodele n(7) i Meksvelove raspodele

3/2 )
Fu@) = exp |-
M kT 2%kpT

koja predstavlja verovatno¢u da Cestica ima brzinu ¢. Na osnovu faktorizacije

; (5.6)

(5.5) i izraza (5.6) se vidi se da je raspodela &estica po brzinama, nezavisno
od potencijalne energije Cestica, ista u svim tackama prostora, Sto predstavlja
posledicu medjucesti¢nih sudara.

Zadatak vezZbe

Zadatak vezbe je da se proveri:

1. Meksvelova raspodela,
2. Bolecmanova raspodela

Opis metode

1) Proveravanje Meksvelove raspodele: Elektroni emitovani iz metalnih
uzoraka u procesu termoelektronske emisije® imaju Meksvelovu raspodelu po
6 Termoelektronska emisija pretstavlja pojavu emitovanja elektrona iz metalnih uzoraka

zagrejanih na visoku temperaturu. Zapremina uzorka pretstavlja potencijalnu jamu u kojoj
se krecu slobodni elektroni. Raspodela slobodnih elektrona po brzinama je
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brzinama. Zamislimo da imamo dve paralelne ravne ploce od kojih se jedna
greje te tako pretstavlja izvor termoelektrona. Uobicajeno je da se izmedju ploca
uspostavlja napon takav da ploca sa koje se emituju elektroni pretstavlja elek-
trodu na nizem potencijalu - katodu. Elektri¢no polje koje se tom prilikom javlja
ubrzava elektrone ka suprotnoj ploci - anodi - koja se nalazi na visem potencijalu.
Ako se ploce spoje provodnikom, u tako nastalom kolu ée teéi struja, tim jaca sto
je veéi napon izmedju anode i katode. Ova struja ¢e u zatvorenom kolu da tece i
ako je napon izmedju anode i katode jednak nuli, pa ¢ak i ako je ovaj napon neg-
ativan. Tada se elektricno polje u oblasti izmedju katode i anode suprotstavlja
kretanju elektrona, te se za takav napon kaze da je zadrZavajuci.

Neka je x-osa normalna na elektrode. Lako se vidi da ¢ée do anode sti¢i samo oni
elektroni ¢ija kineticka energija mv?/2 kretanja duz x-ose veda od eU - razlici
potencijalne energije koju elektron ima neposredno uz anodu i neposredno uz
katodu pri zadrzavajuéen naponu U. Uocimo sada elektrone ¢ija brzina kretanja
duz x-ose lezi u intervalu (v, v, + dv,), gde je v, > 1/2eU/m; ovde je m - masa
elektrona, dok je e = 1.6 x 1071°C elementarno naelektrisanje (naelektrisanje
elektrona je —e). Doprinos dI ukupnoj struji I termoelektrona je proporcionalan
proizvodu v, i broja takvih elektrona:

+oo “+o0 2 2 2
dI ~ vydvy, / dv, / dv, exp [_m(”w“’ﬁ%)
- - 2kpT

+oo
tezal= [dl ~ [ wv,expl—mv?/2kpT]dv, nalazimo

\/2eU/m

elU
I =1 — 5.7
vep |~ 6.7
Fermi-Dirakova:
_ 2m3 a3

h3 exp[;;‘%] +1°

gde je dn broj slobodnih elektrona po jedinici zapremine metala ¢ije brzine leze u intervalu
brzina d3#, dok je € = p?/2m - energija slobodnih elektrona a y - njihov hemijski
potencijal; ova raspodela se znatno razlikuje od Meksvelove raspodele. Na granici
metal-vakkum postoji potencijalna barijera koju mogu savladati samo elektroni ¢ija je
kineticka energija ve¢a od energije barijere. Stoga je pri niskim temperaturama kineticka
energija termalnog kretanja elektrona nedovoljna za savladavanje ove barijere. No, ako se
temperatura uzorka dovoljno poveca, tada elektroni sa najve¢om kinetickom energijom
poéinju da napustaju metal. Koncentracija ovih elektrona (termoelektrona) je 1012 — 1013
puta manja od koncentracije slobodnih elektrona u metalu, a njihova raspodela po
brzinama se prakti¢no svodi na Meksvelovu raspodelu.
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gde je Iy termostruja pri zadrzavajuéem potencijalu U = 0. Na taj nacin se
snimanjem ja¢ine termostruje I u funkciji zadrzavaju¢eg napona U moze proveriti
da li je raspodela termoelektrona po brzinama Meksvelova’.

2) Proveravanje Bolcmanove raspodele: Koncentracija ¢estica n u razblazenim
koloidnim rastvorima se pokorava Bolcmanovoj raspodeli

m'g(h — hg)

T ; (5-8)

n(h) = ngexp [—

gde je n(h) - koncentracija Gestica na visini h merenoj od nekog arbitrarno iz-
abranog nivoa, ng - koncentracija ¢estica na visini hy u odnosu na isti nivo, a m’
- efektivna masa koloidne ¢estice povezana sa njenom masom m formulom

m = m( - ’;’) , (5.9)

gde je pg - gustina rastvaraca, a p - gustina supstance koja gradi koloidni rastvor.

Kada je rastvor obojen tada je intenzitet boje u datoj tacki rastvora propor-
cionalan koncentraciji koloidnih ¢estica u istoj tacki, dok je na crno-beloj slici
koncentracija Cestica proporcionalna zacrnjenju.

7 Tako pojednostavljen, pretstavljeni opis je adekvatan kada zadrzavajuéi napon U nije
isuviSe mali.
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Opis aparature

1) Meksvelova raspodela: Aparatura koju koristimo za proveravanja Meksvelove
raspodele je shematski prikazana slici 5.1. Prototip izradio S. Teki¢ - slika 5.2.
Osnovni deo aparature je vakuumska dioda (1) sa anodom A (2) i katodom K (3)
sa eksternim grejanjem (4). Napon izmedju anode i katode se meri voltmetrom
(5) a jacina struje mikroampermetrom (6). Izvor jednosmernog napona (7) je
svojim negativnim krajem prikljuéen na anodu dajuéi elektriéno polje (napon)
koje se suprostavlja kretanju elektrona® od katode ka anodi. Regulacija napona
koji daje izvor (7) se vrsi pomoc¢u potenciometra (8) - vidi sliku 5.2, na kojoj je
(9) - prekida¢ kojim se ukljucuje grejanje katode.

(6)

®

§ (V)0 <

—~

Slika 5.1 Shema aparature za proveravanja Meksvelove raspodele: (1) - vakuumska
dioda, (2) - anoda A, (3) - katoda K, (4) - grejanje katode, (5) - voltmetar, (6) -
mikroampermetar, (7) - jednosmerni izvor sa regulacijom napona; nacrtali mr Zorica
Pajevi¢ i mr Dusko Latas.

8 Ret je o elektronima emitovanih sa katode termoelektronskom emisijom.
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Slika 5.2 Slika aparature za proveravanja Meksvelove raspodele: (1 - 7) - isto kao na
slici 5.1; (8) - potenciometar, (9) - prekidac.
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2) Bolcmanova raspodela: U cilju proveravanja Bolcmanove raspodele, u
epruveti je pripremljen (S. Kupresanin) koloidni rastvor kalijum hromi sulfata
KCr(S04)3 - vidi crno-belu sliku 5.3. Koncentracija koloidnih éestica (koje daju
plavu boju) se pokorava Bolemanovoj raspodeli. Rastvor je snimljen digital-
nim foto-aparatom a zacrnjenje na crno-beloj slici epruvete sa rastvorom (pro-
porcionalno koncentraciji koloidnih ¢estica) je odredjeno programskim paketom
OriginLab 7.5. Tako odredjeno zacrnjenje je prikazano na slici 5.4.

Slika 5.3 Crno-bela fotografija epruvete sa koloidnim rastvorom kalijum hromi sulfata
KCr(SO4)2 u vodi. Koncentracija koloidnih ¢estica n je proporcionalna zacrnjenju
unutrasnjosti epruvete na slici.
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Slika 5.4 Koncentracija Cestica n, izrazena u arbitrarnim jedinicama, u funkciji visine
h merene od dna epruvete sa slike 5.3.
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Postupak provere

1) Meksvelova raspodela: Ukljuci se grejanje katode i sa¢eka oko 5 minuta
dok se termostruja ne ustali. Porast termostruje se prati na mikroampermetru
(ukoliko mikroampermetar i/ili voltmetar nisu ukljuceni pozvati nastavnika ili
tehnicara da to ucine). Nakon $to se termostruja ustalila, okretanjem poten-
ciometra postepeno povecavati zadrzavajuéi napon U. Za svaku vrednost ovog
napona izmeriti mikroampermetrom termostruju I. Izmerene vrednosti uneti u
tabelu 5.1. Snimiti najmanje 12 tacaka u opsegu od 0V do 0.6V zadrzavajuéeg
napona U.

Table 5.1 Proveravanje Meksvelove raspodele - zaglavlje tabele.

No. | U[mV] | I[pA] | In(])

Na osnovu izmerenih vrednosti nacrtati grafik In(I) u funkeiji od U. U skladu
sa (5.7), eksperimentalne tacke bi trebalo da leze na pravoj liniji ¥y = b — az
oblika

e
In(I) = In(Ip) — mU, (5.10)
strmine
= (5.11)
a= T .

Odrediti a grafickom metodom i metodom najmanjih kvadrata (mnk); ucrtati
mnk pravu. Iz (5.11) naéi temperaturu 7' (termoelektrona, odnosno katode) i
proceniti gresku ove velicine.
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2) Bolcmanova raspodela:? Sa grafika prilozenog na slici 5.4 o¢itati najmanje
10 tacaka (tj. parova h,n). Oc¢itane podatke uneti u tabelu 5.2, te na osnovu njih
nacrtati grafik zavisnosti In(n) od h. Obzirom da je zacrnjenje proporcionalno
koncentraciji Cestica, na ovom grafiku bi trebalo da se pojavi deo koji odgovara
linearnoj zavisnosti y = b — ax

m/ghg m'g
1 =11 ——=h 5.12
n(n) [n(m) T | T R (5.12)
sa strminom (koeficijentom pravca)
m'g
=—= 5.13
“ kT’ (5.13)

i odseckom b = [ln(no) + "Z/Bg:};” na ordinatnoj osi. Odrediti strminu a grafickom

metodom i metodom najmanjih kvadrata (mnk) i ucrtati mnk pravu. Na osnovu
mnk vrednosti za a i T = (305 + 1)°K, izracunati efektiviu masu m’ koloidnih
Cestica i odrediti njenu gresku.

Table 5.2 Proveravanje Bolcmanove raspodele - zaglavlje tabele.

No. | h[m] | n[reljed.] | In(n)

9 Priprema rastvora traje vise dana. Fotografisanje rastvora i odredjivanje zacrnjenja
takodje prelazi standardni okvir studentske vezbe, te su zato dati ”gotovi” podaci.
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Provera zakona idealnog gasnog
stanja

Uvod

Idealnim gasovima nazivamo gasove koji se pokoravaju jednacini idealnog gasnog
stanja:

pV =nRT, (6.1)

gde su P, V, T i n pritisak, zapremina, apsolutna temperatura i broj molova
gasa, respektivno, a R tzv. univerzalna gasna konstanta, ¢ija vrednost iznosi
R = 8.314J/(K-mol). Jednaécina (6.1) ne zavisi od vrste gasa, pa se lako zakljucuje
da vredi i za smesSe idealnih gasova.

U sirokim intervalima temperatura i koncentracija ¢ = n/V, realni gasovi se
ne pokoravaju jednacini idealnog gasnog stanja. Medjutim, u uzim intervalima
(dovoljno visokih) temperatura i (dovoljno niskih) koncentracija i realni gasovi
(npr. vazduh pri sobnoj temperaturi i pritiscima bliskim atmosferskom pritisku)
se aproksimativno pokoravaju jednacini idealnog gasnog stanja (6.1).

Na osnovu molekularno-kineticke teorije, idealni gasovi su sistemi ¢estica (npr.
molekula) ¢ija se interakcija, osim u aktima sudara, moze zanemariti i ¢ija je en-
ergija termalnog kretanja znatno veéa od njihove potencijalne (npr. gravitacione)
energije. Cestice ovakvog gasa se kreéu po inerciji, osim kada se sudaraju sa zi-
dovima suda u kojima se nalaze ili sa drugim cesticama gasa. U takvim sudarima
(koji se smatraju trenutnim), ¢estice gasa razmenjuju energiju i impuls. Stoga
su njihove putanje cik-cak linije, ¢iji pravolinijski delovi odgovaraju kretanju po
inerciji, a temena aktima sudara.

Jednaéinu idelanog gasnog stanja (6.1) je prvi dobio Klapejron u prvoj polovini
XIX veka uopstavanjem niza, od ranije poznatih, parcijalnih zakona idealnog
gasnog stanja koji pretstavljaju specijalan slucaj jednacine (6.1) kada su neka
dva od Cetiri parametra gasa (P, V, T i n) konstantna (fiksirana). Tako, pri
konstantnim n i 7, imamo Bojl-Maritov! zakon

pV = const , (6.2)
kojim je u p — V ravni odredjen oblik izoterme - linije na kojoj leze stanja sa
1 U inostranoj literaturi se ovaj zakon obi¢no naziva po engleskom fizicaru i hemigaru Bojlu

(Robert Boyle, 1627-1691) koji ga je otkrio 1662. godine. Francuski fizicar Mariot (Edme
Mariotte, 1620-1684) je otkrio isti zakon 1676. godine nezavisno od Bojla.
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istom temperaturom. Na osnovu (6.2), izoterme idelanih gasova su ravnostrane
hiperbole.
Pri konstantnim n i p imamo Sarlov zakon?

v
T = const, <— V=W[l+ab], (6.3)

gde je Vy zapremina gasa na 0°C. Ovaj zakon odredjuje u V — 6 ravni oblik
izobare - linije na kojoj leze stanja sa istim pritiskom. Na osnovu (6.3), izobare
ldealnih gasova su prave linije sa odseckom V) na V-osi i koeficijentom pravca
V()Oé.

Sliéno, pri konstantnim n i V, imamo Gej-Lisakov zakon®

% = const , (6.4)
koji se obi¢no navodi u obliku
p=poll +ab], (6.5)

gde je 0 temperatura na Celzijusovoj skali, pg pritisak pri 6 = 0°C, a

1

= 573150 (6.6)

univerzalna konstanta, jednaka recipro¢noj vrednosti apsolutne nule tempera-
ture, izrazene u Celzijusovim stepenima. U p — 6 ravni, ovaj zakon oderedjuje
oblik izohore - linije na kojoj leze stanja sa istom zapreminom. Na osnovu (6.5),
izohore idelanih gasova su prave linije ¢iji je odse¢ak na p-osi jednak pritisku pg
gasa na 0°C, a koeficijent pravca iznosi poa.

Konacno, pri konstantnim p i 7" imamo Avogadrov zakon
V=kn, (6.7)

gde je k = RT/p.

Zadatak

Zadatak vezbe je da se izvrsi provera:

e Bojl-Maritovog zakona (6.2),
e Sarlovog zakona (6.3) i
o Gej-Lisakovog zakona (6.5).

2 Francuski nauénik Sarl (Jacques Alexandre César Charles, 1746-1823) je otkrio ovaj zakon

oko 1780. godine ali svoje otkriée nije objavio. Zakon prvi objavljuje Gej-Lisak 1802.

godine, zbog cega se zakon Cesto (npr. u nasoj zemlji) naziva Gej-Lisakov zakon.

3 Francuski fizicar Gej-Lisak zakon(Joseph Louis Gay-Lussac, 1778-1850) je otkrio ovaj
zakon 1809. godine, ne znajuéi da je u periodu 1700—1702 isti zakon veé otkrio francuski
fizicar Amonton (Guillaume Amontons, 1663-1705).
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za vazduh. Izvrsiti proveru najmanje jednog od navedenih zakona po izboru
nastavnika, koriséenjem aparature shematski prikazane na slici 1.

Opis aparature

Slika 6.1 Aparature za proveravanje zakona idealnih gasova. (1) — plasti¢ni $pric; (2) —
skala; (3) — klip; (4) — zavrtanj; (5) — slavina; (6) — manometar; (7) — skala
manometra; (8) — sud sa vodom; (9) — poklopac suda.

Osnovni deo aparature koju koristimo za proveru gasnih zakona (vidi sliku 6.1) je
plasti¢ni Spric (1) zapremine oko 300 ml. Zapreminu gasa koji se nalazi u $pricu
ocitavati na skali (2). Vazduh se upumpava (ispumpava) u §pric pomeranjem
klipa (3) ¢iji se polozaj fiksira zavrtnjem (4). Ovo se vrsi pri otvorenoj slavini (5)
jer tada postoji veza Sprica sa atmosferom. Kada se slavina (5) zatvori, prekida
se veza §prica sa atmosferom a uspostavlja veza sa zivinim manometrom (6).
Ukupni pritisak

P =Ppa+ Ap

gasa u $pricu je zbir atmosferskog pritiska p, i razlike pritisaka Ap u kracima
zivinog manometra (6). Uzeti da je

Ap = pgAH ,
gde je

g = 9,806m/s? ubrzanje Zemljine teze,

p = 13600 kg/m? gustina Zive, a

AH = H, — Hy gde su:
H; - visina zivinog stuba u kraku manometra koji je povezan sa Spricom,
H, - visina zivinog stuba u kraku koji je povezan sa atmosferom;
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vrednosti H; i Hs se o€itavaju na skali (7) zivinog manometra. Atmosferski
pritisak se se meri zidnim barometrom. Temperatura se meri termometrom. Spric
(1) se nalazi u plasticnom sudu (8) sa dvostrukim zidovima izmedju kojih su
komadié¢i sundjera radi smanjenja razmene toplote sa okolinom. Ovaj sud se puni
vodom koja termostatira gas - obezbedjuje da temperatura gasa u §pricu tokom
merenja bude priblizno konstantna. Nivo vode u sudu mora biti izmedju dva
markera na sudu koji odredjuju minimalni i maksimalni dozvoljeni nivo vode u
sudu. Time je obezbedjeno da, zbog termostatiranja, zapremina u kojoj se nalazi
gas bude u vodi, ali da gornji kraj Sprica viri iz vode kako voda ne bi ulazila u
Spric sa gornje strane. Voda se u sud uliva sa gornje strane otvaranjem poklopca
(9), a odvodi iz suda pomoéu odvodnog creva.

Proveravanje Bojl-Mariotovog zakona:

Napuniti sud (8) vodom sa ¢esme do dozvoljenog nivoa. Otvoriti slavinu (5)
i pomeranjem klipa (3) Sprica upumpati vazduh u $pric do polovine njegove
zapremine; fiksirati klip u ovom polozaju pomocu zavrtnja (4). Zatvoriti slavinu
(5) 1 drzati je zatvorom u toku celokupnog merenja. Pri datoj temperaturi T
izvrsiti merenja ukupnog pritiska p = p, + Ap gasa u Spricu u funkciji njegove
zapremine V. Merenja vrsiti u intervalu pritiska p od 40kPa do 160kPa (tj., od
0,4 do 1,6 atmosfera). Ovom intervalu pritiska odgovara interval AH od -60cm
do +60 cm. Zapreminu gasa u Spricu menjati pomeranjem klipa (3), koji se prvo
odvrtanjem zavrtnja (4) oslobodi, zatim podesi u zeljeni polozaj, pa se u tom
polozaju fiksira. Nakon svake promene zapremene gasa u $pricu, sacekati oko 1
minut da se temperatura gasa u Spricu izjednaci sa temperaturom vode. Pri datoj
temperaturi izvrsiti merenja za najmanje 10 razlicitih vrednosti zapremene gasa.
Merenja ponoviti pri tri vrednosti temperature koje se medjusobom razlikuju za
najmanje 20°C. Promenu temperature vode u sudu ostvariti dodavanjem vruce
vode dok se postigne Zeljena temperatura. Visak vodi odliti odvodnim crevom.

Podatke dobijene merenjem uneti u tabelu 6.1.

Table 6.1 Zaglavlje tabele koja se koristi pri proveri Bojl-Mariotovog zakona.

No | 6[°C] | Hi [mm] | He [mm] | AH [mm] | Ap [kPa] | V [1076-m3] 1/Vv [106~m73] p [kPa]

Podatke koji odgovaraju svakoj izotermi predstaviti u obliku
1
V )
koja predstavlja jednacinu prave linije sa koeficijentom pravca nRT. Sve tri
izoterme predstaviti na istom grafiku. Grafickom metodom i metodom najman-

p = (nRT) (6.8)

jih kvadrata (mnk) odrediti njihove koeficijente pravaca; ucrtati mnk prave. Na
osnovu poznatih temperatura iz sve tri izoterme odrediti n - broj molova gasa
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u Spricu, koji je za sve tri izoterme bio isti; proceniti eksperimentalnu gresku za
n. Proveriti da li se tri dobijene vrednosti za n poklapaju u granicama eksperi-
mentalne greske.

Proveravanje Sarlovog zakona: Pre pocetka merenja, osloboditi klip (3)
§prica (1), ¢ime se postize da vazduh u $pricu bude pod konstantnim pritiskom.

Merenja zapoceti sa hladnom vodom (6 a 10°C). Pri datoj temperaturi 6
vode, izmeriti zapreminu gasa V' gasa u Spricu po proceduri iz opisa aparature.
Dodavanjem tople vode u sud menjati temperaturu u koracima od priblizno 5°C.
Nakon dodavanja tople vode, vodu u sudu izmesati, pa sacekati oko 1 minut da
se temperatura gasa izjedna¢i sa temperaturom vode. Pri svakoj temperaturi
izmeriti odgovarajuéu zapreminu gasa. Voditi racuna da nivo vode u sudu ne
predje maksimalno dozvoljeni nivo.

Podatke dobijene merenjem uneti u tabelu 6.2.

Table 6.2 Zaglavlje tabele koja se koristi pri proveri Sarlovog zakona.

No | 6[°C] | V [1075-m?)

Dobijene podatke V' = f(#) predstaviti graficki. Eksperimentalne tacke bi
trebalo da leze na pravoj liniji V' = af + b. U skladu sa Sarlovim zakonom (6.3),
odsecak b na ordinatnoj osi bi trebalo da odgovara zapremini Vy gasa na 0°C, a
koeficijent pravca a proizvodu a'Vy. Odrediti b i a grafickom metodom i metodom
najmanjih kvadrata (mnk); ucrtati mnk pravu. Na osnovu vrednosti dobijenih
metodom najmanjih kvadrata odrediti Vj i @ i proceniti njihove eksperimentalne
gresSke. Proveriti da li se eksperimentalno dobijena vrenost za « slaze u okvirima
eksperimentalne greske sa tatnom vrednoséu a = 1/273,15°C.

Proveravanje Gej-Lisakovog zakona: Pre pocetka merenja, $pric (1) na-
puniti do kraja vazduhom. U tu svrhu, otvoriti slavinu (5), pa postaviti klip u
krajnji gornji polozaju. Nakon §to je vazduh upumpan u Spric, zatvoriti slavinu
(5). Merenja vrsiti pri konstantnoj zapremini gasa u $pricu, za $ta je potrebno
da se, pomocu zavrtnja (4), fiksira polozaj klipa (3).

Merenja zapoceti sa hladnom vodom (6 ~ 10°C). Pri datoj temperaturi
vode, izmeriti ukupan pritisak p = p, + Ap gasa u Spricu po proceduri iz opisa
aparature. Dodavanjem tople vode u sud menjati temperaturu u koracima od
priblizno 5°C. Nakon dodavanja tople vode, vodu u sudu izmesati, pa sacekati
oko 1 minut da se temperatura gasa izjednaéi sa temperaturom vode. Pri svakoj
temperaturi izmeriti odgovarajuéi ukupni pritisak gasa. Voditi racuna da nivo
vode u sudu ne predje maksimalno dozvoljeni nivo.

Podatke dobijene merenjem uneti u tabelu 6.3.
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Table 6.3 Zaglavlje tabele koja se koristi pri proveri Gej-Lisakovog zakona.

No | 6[°C] | Hy [mm] | Hz [mm] | AH [mm] | Ap [kPa] | p [kPa]

Dobijene podatke p = f(6) predstaviti graficki. Eksperimentalne tacke bi tre-
balo da leze na pravoj liniji p = af+b. U skladu sa Gej-Lisakovim zakonom (6.5),
odsecak b na ordinatnoj osi bi trebalo da odgovara pritisku py gasa na 0°C, a
koeficijent pravca a proizvodu apg. Odrediti b i a grafickom metodom i metodom
najmanjih kvadrata (mnk); ucrtati mnk pravu. Na osnovu vrednosti dobijenih
metodom najmanjih kvadrata odrediti pg i « i proceniti njihove eksperimentalne
greske. Proveriti da li se eksperimentalno dobijena vrenost za « slaze u okvirima
eksperimentalne greske sa tatnom vrednoséu o = 1/273,15°C.



7.1

Odredjivanje linearnog koeficijenta
termalnog Sirenja &vrstih tela |

gustine vode u funkciji temperature

Uvod

Cvrsta tela se sire kada njihova temperatura raste. Empirijski je utvrdjeno da je
relativna promena Al/ly linearnih dimenzija ¢vrstih tela proporcionalna promeni
njihove temperature AT
H = aAT. (7.1)
lo
U izrazu (7.1) je AT = T'—T, promena temperature tela od pocetne vrednosti Tj
do vrednosti T tela u trenutku posmatranja, Al = [ — Iy je (apsolutna) promena
linearnih dimenzija tela od vrednosti ly na temperaturi 7 do vrednosti [ na
temperaturi T, dok je o > 0 koeficijent proporcionalnosti koji zovemo linearnim
koeficijentom termalnog Sirenja.

Linearni koeficijent termalnog Sirenja zavisi od vrste materijala i u znatnom
opsegu temperatura ne zavisi od temperature. Kako je a ~ 1078 — 107 to se
moze smatrati da se linearne dimenzije tela menjaju linearno sa temperaturom
po zakonu

I=1lo[1+a(T —Tp)]. (7.2)

Promena linearnih dimenzija ¢vrstih tela je posledica promene karakteristi¢nog
rastojanja a izmedju njegovih ¢estica!. Ovo rastojanje se menja po istom zakonu

24 _ AT, (7.3)
ag

kao i linearne dimenzije ¢vrstih tela?. Neposredna posledica je da se sve linearne

1 Za tela sa kristalnom strukturom to su atomi ili joni kristalne resetke, dok se za
karakteristicno rastojanje a moze uzeti konstanta resetke.

U ¢vrstim telima Cestice osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja. Jednostavan
mikroskopski opis termalnog Sirenja je moguée dati na primeru linearnog lanca atoma kod
kojeg je ag rastojanje izmedju njihovih ravnoteznih polozaja na temperaturi 7' = 0.
Potencijalna energija atoma je oblika U(z) = kx2/2 — gz3/3, gde je = udaljenje atoma od
njegovog ravnoteznog polozaja, dok su k > 01 g > 0 konstante. Sila koja odgovara ovom
potencijalu je f(x) = —0U/dx = —kx + ga?, i ta sila nastoji da vrati atom u njegov
ravnotezni polozaj. Pri g = 0 kretanje atoma je harmonijsko oko ravnoteznog polozaja, te
srednji polozaj atoma ne zavisi od njegove kineticke energije, tj, temperature. Obzirom da
je srednja sila < f >=01da je < 22 >~ 2 < U(z) > /k, to pri g > 0 vredi

<z >=g<x?> /k=2g<U(z)> /k% Takodje vredi < E >= 2 < U(z) > zbog

< Ep >=<U(z) >1< E>=< Ex >+ < U(z) >, gde je Ej, kineticka energija atoma.

2
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dimenzija tela menjaju u skladu sa (7.1). Kako je, uz to, linearni koeficijent
termalnog Sirenja a mala veli¢ina, to sledi da se i povrsina S i zapremina V tela
menjaju linearno sa temperaturom:

A
—S:BAT, B =2a. (7.4)
So
AV =~AT, v =3a. (7.5)
Vo

gde su i+ povrsinski i zapreminski koeficijent termalnog Sirenja, respektivno.

Promene zapremine sa temperaturom se javljaju i kod fluida, tj., te¢nosti i
gasova’. Eksperimentalno je utvrdjeno da zakon linearnog zapreminskog ter-
malnog Sirenja (7.5) vredi i kod fluida u intervalima temperatura odredjenim
vrstom fluida, ali i da su lako uocljiva odstupanja od linearnog zakona, kada
zapreminski koeficijent termalnog Sirenja

_ 1oV
7:7087’ (7.6)

zavisi od temperature 7. Ovakvo ponasanje se npr. javlja kod vode, kod koje je
~ ¢ak negativno u intervalu od 0°C do 4°C, §to znaci da se voda u ovom inter-
valu temperatura skuplja pri porastu temperature*. Ovakvo anomalno ponasanje
vode ima izuzetne posledice na zbivanja i zivot na povrsini Zemlje.

Zadatak vezbe

Zadatak vezbe je da se:

1. izmeri linearni koeficijent termalnog Sirenja « ¢vrstog tela po izboru nas-
tavnika,

2. eksperimentalno odredi zavisnost gustine vode p od temperature 7T'.

Tako nalazimo Aa =< z >= g < E > /k?, tj., Aa/ag = g < E > /(k?ap), odakle je

a = (g9/k%ao0)cy, gde je ¢y toplotni kapacitet po Cestici. Zakljucak je da je linearni
koeficijent termalnog Sirenja proporcionalan specificnoj toploti, §to je potvrdjeno u
eksperimentima. Takodje se vidi da je a nezavisno od temperature u temperaturskim
intervalima u kojima toplotni kapacitet ne zavisi od temperature, sto je za vecinu ¢vrstih
tela ispunjeno pri temperaturama bliskim sobnoj.

Za Cvrsta tele i tecnosti se moze smatrati da imaju zapreminu koja (parkti¢no) ne zavisi
od pritiska. Kod gasova se, kada se govori o termalnom S§irenju, pritisak smatra
konstantnim. Za idealne gasove je v = 1/273, 15K.

Povecanjem temperature se povecava srednja kineticka energije molekula vode usled cega,
pri datom tipu ”pakovanja” molekula vode, raste i srednje rastojanje izmedju njih. Ali,
srednje rastojanje zavisi i od tipa ”pakovanja”. Pakovanje dovodi do nastajanja klastera
molekula - skupina od viSe desetina molekula jako povezanih vodoniénom vezom; veze
izmedju molekula koje pripadaju razli¢itim klasterima su slabe. Kada temperatura pada
ispod 4°C struktura klastera se menja, tako da srednje rastojanje izmedju molekula vode
(i pored smanjenja njihove kineticke energije) raste.
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Opis aparature

Slika aparature koju koristimo za merenje linearnog koeficijenta termalnog Sirenja
¢vrstih tela je prikazana slici 7.1 a njena shema na slici 7.2; prototip izradio Dj.
Majstorovié. Cvrsto telo je u obliku (pune) sipke (1) duzine lp = (8004 1)mm na
sobnoj temperaturi T' = 20°C. Promena Al duzine Sipke se meri komparatorom
(2). Uz pomo¢ staklenog balona (3) koji se puni vodom se zadaje temperatura
T sipke; ova temperatura se meri termometrom (4).

Slika 7.1 Aparatura za merenje lineranog koeficijenta termalnog Sirenja ¢vrstih tela.

Aparatura koju koristimo za odredjivanje zavisnosti gustine vode p(T') od tem-
perature T je prikazana na slici 7.3. Voda ¢iju gustinu merimo se sipa u stakleni
balon (1). Promena zapremine vode u balonu se meri kapilarom (2) graduisanom

u cm?, a njena temperatura termometrom (3). Kapilara i termometar su uglavl-



7.1 Uvod 49

Slika 7.2 Shema aparature za merenje lineranog koeficijenta termalnog Sirenja ¢vrstih
tela; (1) - uzorak oblika Sipke, (2) - komparator koji meri promene duZine Sipke; (3) -
stakleni balon napunjen vodom; (4) - termometar; nacrtali mr Zorica Pajevié¢ i mr
Dusko Latas.

jeni u zapusac (4). Balon je uronjen u veéi sud (5) koji sluzi kao temperatursko
kupatilo punjeno vodom. Stativ (6) sluzi za fiksiranje polozaja balona.

©)
4| _
1)

(3

(6)
— (5)

\ / [ |

Slika 7.3 Shema aparature za odredjivanje gustine vode u funkciji temperature; (1) -
stakleni balon u koji se sipa voda na kojoj se vrse merenja, (2) - kapilara za merenje
promene zapremine vode; (3) - termometar; (4) - zapusag; (5) - sud sa vodom za
termostatiranje; (6) - stalak; izrada prototipa - D. Grujié¢; nacrtali mr Zorica Pajevié¢ i
mr Dusko Latas.
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Postupak merenja

Eksperiment se sastoji iz dva dela koja se izvode simultano.

1) Merenje linearnog koeficijenta termalnog Sirenja: Na pocetku pr-
vog dela eksperimenta se balon (3) - slika 1 - napuni toplom vodom iz bojlera
temperature oko T' =~ 60°C i pusti da se hladi. Pre pocetka merenja, sacekati
oko 10 minuta potrebnih da se sipka (1) zagreje do temperature vode u balonu.
Tokom grejanja Sipka se izduzuje, §to treba pratiti na komparatoru (2). Merenje
zapoceti nakon sto komparator po¢ne da pokazuje smanjenje duzine sipke. Pro-
ces hladjenja je spor tako da se moze smatrati da je temperatura Sipke jednaka
temperaturi vode u balonu koju pokazuje termometar (4). Merenja temperature
isprva vrsiti na svaka 3 minuta®. Pri datoj temperaturi T ocitati pokazivanje
komparatora dl. Izmerene parove T i §l uneti u tabelu 7.1. Merenje vrsiti sat
vremena.

Table 7.1 Odredjivanje linearnog koeficijenta termalnog %irenja &vrstog tela - zaglavlje
tabele.

No. | T[°C] | 6l [mm]

2) Merenje gustine vode u funkciji temperature: Na pocetku drugog
dela eksperimenta, odrediti piknometrom gustinu pg vode uzete iz suda (5).
Zatim izvaditi led iz suda (5) - slika 2 - a zatim vodom iz njega napuniti balon (1)
do vrha. Pazljivo zapusiti balon zapusacem (4) ne vadeéi iz njega termometar
i kapilaru. Pri ovome ¢ée nesto vode iz balona potisnute zapuSacem iscuriti, a
ostatak ée preéi u kapilaru (2). Proveriti da izmedju zapuSaca i vrha vode u
balonu nema vazduznog mehura. Aparatura je dobro pripremljena za rad ako
nema vazdusnog mehura i ako je nivo vode u kapilari izmedju 1/4 i 1/3 njene
visine. U suprotnom, otpusiti balon, vratiti vodu iz njega u sud (5) i ponoviti
proceduru. Uz pomo¢ stativa (6), fiksirati polozaj balona tako da samo njegov
vrat viri iz vode u sudu (5). Sacekati dok termometar (3) ne pokaze minimalnu
temperaturu. Nakon toga, temperatura ¢e poceti da raste jer se ceo sistem greje.
Ocitati poGetnu temperaturu (ona mora biti ispod 2°C) i pocetnu zapreminu vode
u kapilari. U intervalu izmedju 2°C i 5°C vrsiti o¢itavanja nivoa (zapremine) §V/
vode u kapilari na svakih 05.°C. Kasnija oc¢itavanja vrsiti na svakih 1°C. Meriti
oko 1 sat, a dobijene parove T i §V uneti u tabelu 7.2. Na kraju, izmeriti masu
mp, balona sa vodom, zatim masu m; praznog balona, te tako na¢i masu vode
My = Mpy — My S& kojom je merenje vrseno.

5 Nije potrebno vr$iti merenje vremena.
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Table 7.2 Odredjivanje gustine vode u funkciji temperature - zaglavlje tabele.

No. | T[°C] | 6V [em®] | V [em®] | p[kg/m®]

Obrada eksperimentalnih podataka

1) Linearni koeficijent termalnog Sirenja: Na osnovu podataka iz tabele
7.1 nacrtati grafik zavisnosti 6 od temperature 7. Mereni podaci bi trebalo da
leze na pravoj ¢ija strmina k, na osnovu jednaéina (7.1) i (7.2), iznosi

k=l (7.7)

gde se sa zadovoljavajuéom tacnoséu moze uzeti lo = (800 + 1)mm. Odrediti k i
proceniti greSku Ak ove veli¢ine grafickom metodom, kao i metodom najmanjih
kvadrata (mnk); uertati mnk pravu. Na osnovu dobijenih vrednosti za k, naéi
linearni koeficijent termalnog Sirenja « i proceniti njegovu gresku Aq.

2) Gustina vode u funkciji temperature: Za pocetnu zapreminu vode
uzeti Vo = m,/po, pa na osnovu nje sracunati V.= Vo + §V, a odatle i p =
m,/V; sracunate podatke uneti u poslednje dve kolone tabele 7.2. Nacrtati grafik
zavisnosti gustine vode p u funkcii temperature T'; kroz eksperimentalne tacke
provudéi glatku krivu vodeéi racuna da je zavisnost nelinearna.
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Odredjivanje specifi¢ne toplote,
latentne toplote topljenja i latentne
toplote isparavanja za vodu

Uvod

Kada se tela (sistemi) greju njihova temperatura T rastel. Toplotni kapacitet
tela je

_AQ
= X7
gde je AQ koli¢ina toplote koju je potrebno dovesti telu da bi se njegova tem-
peratura povecala za AT. Kako je AQ = AU + AA, jedan deo dovedene koli¢ine
toplote odlazi na povetanje unutrasnje energije U, dok se ostatak pretvara u
rad AA koji sistem vrsi nad okolinom. Kako AU i AA zavise od vrste termod-
inamickog procesa, isto vazi i za toplotni kapacitet C. Vrsta termodinamickog
procesa je obi¢no odredjena spoljasnjim parametrima koji su tokom procesa kon-
stantni. Pored toga, toplotni kapacitet zavisi i od stanja sistema.

Za homogene sisteme veli¢ine AU i AA su ekstenzivne - proporcionalne koli¢ini
supstance. Stoga se, kao karakteristike supstance (materijala) od koje se sastoji
sistem, uvode specificne toplote - toplotni kapaciteti po jedinici koli¢ine sup-
stance?. Kako je koli¢ina supstance proporcionalna masi, to se uvodi specificna
toplota:

C (8.1)

c=— (8.2)

kao toplotni kapacitet C' po jedinici mase m. Slicno toplotnom kapacitetu, i
specificne toplote supstanci zavise od njihovog stanja i vrste termodinamickog
procesa.

Vaznu klasu termodinamickih sistema pretstavljaju termo-mehanicki sistemi
kod kojih je elementarni rad koji ovakvi sistemi vrse nad okolinom dat izrazom
dA = pdV, gde su p i V pritisak i zapremina sistema. Pri fiksiranoj koli¢ini
supstance, stanje termo-mehanickih sistema je odredjeno sa bilo koja dva od
slede¢a tri parametra p, V i T. Za termo-mehanicke supstance se uvode dve
vrste specifiénih toplota:

cy - specificna toplota pri konstantnoj zapremini,
1 Ovde se podrazumeva da sistem ne trpi fazni prelaz.

2 Tako je, na primer, moguée govoriti o molarnim specifi¢nim toplotama ili specificnim
toplotama po Cestici.
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cp - specificna toplota pri konstantnom pritisku,

koje zavise od stanja supstance i koje se prakti¢no poklapaju kada je termalno
Sirenje posmatrane supstance zanemarivo®. Za mnoge supstance ove vrste speficne
toplote su prakti¢no konstantne u Sirem intervalu temperatura (npr., vodu u in-
tervalu od 0°C do 100°C) te je korespodentni deo krive grejanja* linearan.

Izgled krive grejanja se menja kada supstanca koja se greje trpi fazni prelaz.
Tipi¢ni primeri su topljenje (kada supstanca prelazi iz ¢vrstog u teéno agre-
gatno stanje) i kljucanje (kada supstanca prelazi iz tetnog u gasovito agregatno
stanje). Sve dok traje fazni prelaz temperatura supstance se ne menja, te su ko-
respodentni delovi krive grejanja horizontalni. Tokom faznog prelaza, dovedena
koli¢ina toplote odlazi na povecanje srednje potencijalne energije Cestica sup-
stance bez promene njihove srednje kineticke energije. Stoga sistem koji se greje
postaje tokom vremena sve bogatiji fazom koja samostalno egzistira na visim
temperaturama na ra¢un faze koja samostalno egzistira na nizim temperatu-
rama. Koli¢ina toplote AQ) potrebna da se izvrsi fazni prelaz je proporcionalna
koli¢ini supstance (tj. njenoj masi Am), te se uvodi specificna latentna toplota
faznog prelaza

AQ

W= A (8.3)

Specijalno, u sluc¢aju topljenja govorimo o specificnoj latentnoj toploti topljenja
¢+, dok pri isparavanju govorimo o specificnoj latentnoj toploti isparavanja ¢;.

Na kraju, napomenimo da pri hladjenju supstanca prolazi kroz ista stanja
samo obrnutim redosledom. Tako se, na primer, pri hladjenju pare javlja fazni
prelaz u kojem supstanca prelazi iz gasovitog u tecno stanje. Ovaj fazni prelaz
se javlja na temperaturi kljuéanja® i tom prilikom se usled kondezovanja pare u
tecnost oslobadja ista koli¢ina latentne toplote. Drugima re¢ima, latentna toplota
isparavanja je jednaka latentnoj toploti kondenzovanja (pare u te¢nost). Sli¢no,
pri hladjenju suspstance u te¢nom stanju, dolazi do faznog prelaska iz te¢nog
u ¢vrsto agregatno stanje na temperaturi topljenja, a latentna toplota topljenja
jednaka je latentnoj toploti o¢vr§éavanja.

3 Moze se pokazati da je
Tozf7

Cp = Cy +
P pKp

gde je p gustina, oy = %(%—‘;)p temperaturski koeficijent zapreminskog Sirenja pri

konstantnom pritisku, a Kp = —%(%)T - izotermska kompresibilnost. Stoga je ¢p =~ cy
kod suspstanci u ¢vrstom i tecnom agregatnom stanju, ali je u gasovitom stanju ¢, > cy .
Tako je za idealne gasove: ap = 1/T, Kp =1/picp —cy =p/pT.

Kriva grejanja prikazuje kako se menja temperatura T u funkciji vremena ¢ pri
konstantnoj snazi grejanja d@/dt = const. Ostali parametri stanja (kod termo-mehanickih
sistema to je pritisak) se odrzavaju konstantnim.

Podrazumeva se da se ostali parametri stanja za sve vreme hladjenja odrzavaju
konstantnim.
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8.2

8.3

Latentna toplota

Zadatak

Zadatak vezbe je da se za vodu odrede:

1. specifi¢na toplota c,
2. specificna latentna toplota isparavanja g; i
3. specificna latentna toplota topljenja g;.

Opis aparature

Aparatura koju koristimo za merenje specificne toplote i specificnih latentnih
toplota isparavanja i topljenja je prikazana na slici 8.1, a njena shema na slici
8.2. Izrada prototipa: S. Tekié. Osnovni deo aparature je termos-boca (1). U nju
se stavlja izmedju 700g i 1000g vode na kojoj se vrse merenja.

Slika 8.1 Aparatura za merenje specificne toplote i specifiénih latentnih toplota
isparavanja i topljenja.

Voda se greje grejacem (2) ¢iji termogeni otpor iznosi Ry = (4,92 £ 0,01)Q.
Radi bezbednosti, grejac¢ se napaja preko trafoa (3) koji pri normalnom mreznom
naponu daje na svom izlazu naizmeni¢ni napon od 24V. Napon U na grejacu se
meri digitalnim voltmetrom (4) sa relativnom greskom od 1%. Snaga P grejaca
se izracunava po formuli:

U2
= R_g s
a koli¢ina toplote AQ koju grejac¢ oslobodi tokom vremena At po formuli:

AQ = PAL. (8.5)

P (8.4)
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5)

~20V (\}) (4)

®)

! )

2)

(7)

Slika 8.2 Shematski prikaz aparature. (1) - termos boca; (2) - grejag; (3) - trafo; (4) -
voltmetar; (5) - prekidag; (6) - termometar; (7) - digitalni hronometar; (8) - crevo za
odvod vodene pare; (9) - plasti¢ni sud za termoizolaciju; (10) - digitalna vaga;
nacrtala dr Marija Dimitrijevié.

Smatra se da je snaga koju oslobadja greja¢ konstantna u toku merenja te
se napon meri samo na pocetku eksperimenta. Greja¢ se ukljucuje/iskljucuje
prekidacem (5).

Temperatura vode se meri digitalnim termometrom (6) opsega od —50°C do
150°C i tacnosti AT = 0,1°C, a vreme digitalnim hronometrom (7). Prilikom
merenja sonda termometra mora biti zagnjurena u vodu. Crevo (8) sluzi za odvod
vodene pare. Termos-boca (1) se nalazi u plasticnom sudu (9) koji je napunjen
komadi¢ima sundjera ¢ime se smanjuje razmena toplote vode iz termosa sa okoli-
nom. Toplotni kapacitet ovog mernog sistema iznosi Cs = (60+£10)J/K. Plastiéni
sud je postavljen na digitalnu vagu (10) tacnosti Am = 0, 1g i kapaciteta 2000g,
koja sluzi za merenje promene mase vode tokom njenog kljucanja.
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8.4

Latentna toplota

Postupak merenja

Eksperiment se sastoji iz tri dela. U prvom delu eksperimenta se meri specificna
toplota vode, u drugom delu - specificna latentna toplota isparavanja, a u tre¢em
delu - specificna latentna toplota topljenja vode. Obrada podataka dobijenih
merenjem se vrsi tek nakon zavrSetka svih merenja.

1) Merenje specifi¢ne toplote vode: Na pocetku merenja digitalnom vagom
(10) izmeriti masu my, termos-boce (1) bez vode, a zatim usuti u nju izmedju 700g
i 1000g hladne vode temperature ne vise od 10°C. Izmeriti masu my, termos-boce
sa vodom; masa ususte vode je m, = my, — my . Zatvoriti bocu i sacekati da se
temperatura koju pokazuje digitalni termometar (6) ustali. Ukljuciti greja¢ (2)
pomodu prekidaca (5) i startovati merenje vremena digitalnim hronometrom (7).
Digitalnim voltmetrom (4) izmeriti napon U na grejac¢u (2). Izmerene podatke
uneti u tabelu 8.1. Snimiti krivu grejanja merenjem temperature 6 na svakih 30

Table 8.1 Merenje specifi¢ne toplote vode.

my [g] | meo [g] | mo[g] | U[V]

sekundi dok temperatura vode ne dostigne oko 80°C. Podatke dobijene merenjem
unositi u tabelu 8.2.

Table 8.2 Merenje specifi¢ne toplote vode - zaglavlje tabele za krivu grejanja.

No. | t[s] | 8[°C]

2) Merenje specificne latentne toplote isparavanja vode: Nakon §to
temperatura vode u termos-boci premasi vrednost od oko 80°C, zapocinje drugi
deo merenja u kojem se odredjuje specificna latentna toplota isparavanja vode.
Saseka se dok voda ne pocne da kljuca. Tada digitalni termometar pokazuje
temperaturu 100°C, para pocinje da izlazi kroz crevo (8) a masa koju pokazuje
digitalna vaga (10) pocinje da se smanjuje. Resetovati digitalni hronometar (7),
izmeriti pocetnu mase m(0) sistema na vagi, te nastaviti sa merenjem ove mase
m(t) u funkciji vremena ¢. Smanjenje mase Am = m(0) — m(t) nastaje ispara-
vanjem vode. Merenja mase vrsiti na svaki minut. Prekinuti merenja i iskljuciti
prekidaé (5) kada ispari oko 100g vode. Podatke dobijene merenjem unositi u
tabelu 8.3.

3) Merenje specifiéne latentne toplote topljenja vode: Nakon zavrsetka
drugog dela merenja sacekati oko 10 minuta da sva para nagomilana u termos-
boci izadje iz nje. Izmeriti na digitalnoj vagi masu m; termos-boce sa njenim
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Table 8.3 Merenje specifi¢ne latentne toplote isparavanja vode - zaglavlje tabele.

No. | t[s] | m[g]

sadrzajem. Zapisati temperaturu 6y koju pokazuje digitalni termometar, pa uzeti
oko 200g vode iz posude u kojoj se nalazi smesa leda i vode i uneti taj led
u termos-bocu. Termos-bocu zatvoriti. Izmeriti novu masu msy termos-boce sa
njenim sadrzajem nakon dodavanja leda. Masa dodatog leda je m; = my — my.
Usled topljenja leda, temperatura u termosu ¢e poceti da se smanjuje, a kada se
sav led istopi - temperatura ¢e se ustaliti. Kao i ostale podatke dobijene u ovoj
fazi merenja, zapisati temperaturu ravnoteze 6, u tabeli 8.4.

Table 8.4 Merenje specifi¢ne latentne toplote topljenja vode.

mi[g] | m2[g] | mi[g] | 0 [°C] | 6:[°C]

Obrada eksperimentalnih podataka

1) Specificna toplota vode: Nacrtati krivu grejanja na osnovu podataka un-
etih u tabelu 8.1. Specifi¢na toplota vode je priblizno konstantna u intervalu tem-
peratura od 0°C do 100°C. Stoga je promena temperature A = Aq/(myc+C) =
U2At/[(myc+C)Ry] linearno srazmerna intervalu vremena At u kojem ta prom-
ena nastaje; C je toplotni kapacitet mernog sistema. Stoga bi eksperimentalne
tacke trebalo da leze na pravoj

O(t)=at+b, (8.6)
koeficijenta pravca
U2
= 8.7
(muc+ O)F, 87

Odrediti koeficijent pravca a grafickom metodom i metodom najmanjih kvadrata
(mnk); ucrtati mnk pravu. Na osnovu vrednosti za koeficijent pravca a dobijene
metodom najmanjih kvadrata izracunati specificnu toplotu vode

U? C

myRga oy (8:8)

i proceniti njenu apsolutnu gresku.

2) Specifiéna latentna toplota isparavanja vode: Koli¢ina toplote AQ =
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UgAt/Rg7 koju oslobodi greja¢ u toku vremena At, se trosi na isparavanje vode
i na vrsenje rada AA potrebnog da se zapremina vode koja isparava poveca
od vrednosti V; (koju ova voda ima u te¢nom stanju) do zapremine V, nastale
vodene pare. Smatrajuéi pritisak p konstantnim, vredi AA = p(V, — V4) = pV,,
obzirom da je V, > V;. Aproksimativno tretirajuéi nastalu vodenu paru kao
idealan gas, lako nalazimo

_ RTi00

AA %

Am,

gde je Am masa vode koja je isparila, M = 18¢g - molarna masa vode, R -
univerzalna gasna konstanta, a T1gg = 373, 15K temperatura klucanja vode, tako
da je

RTigo

= 172400 J /kg . (8.9)

Stoga je AQ = (g; + %)Am, odakle se vidi da je masa Am vode koja je
isparila proporcionalna vremenu At njenog kljucanja:
U2

Am = At
R,(q; + RT100/M)

Sledi da se masa m(t) termos-boce sa kljucalom vodom linearno smanjuje sa
vremenom za masu isparile vode:

U2
R, (¢; + RT100/M)

m(t) =mg — t, (8.10)
gde je my masa termos-boce sa klju¢alom vodom u trenutku ¢ = 0.

Graficki predstaviti izmerene vrednosti m u funkciji vremena t, sadrzane u
tebeli 8.4; ovi podaci bi trebalo da leze na pravoj m = mgy — at, gde je a -
apsolutna vrednost koeficijenta pravca koju treba naéi grafickom metodom i
metodom najmanjih kvadrata (mnk); ucrtati mnk pravu. Na osnovu izraza

U2 RT100
qi = -

[ 11
aR, M (8.11)

koji sledi iz jednacine (8.10), naéi specificnu latentnu toplotu isparavanja vode
q; 1 proceniti njenu apsolutnu gresku.

3) Specificna latentna toplota topljenja vode: Koli¢ina toplote AQ
potrebna da se uneti led mase m; i temperature 0°C istopi, a zatim zagreje
do temperature ravnoteze 0, je AQ = my(q: + ¢f,). Ovu toplotu oslobadjaju,
hladeéi se od pocetne temperature 6y do temperature ravnoteze #,., merni sistem
toplotnog kapaciteta C' i voda mase m, = mi — my koja se nalazila u termosu
pre unosnje leda; m; je masa termos-boce izmerena pri odredjivanju specifiéne
toplote vode. Stoga je

my(q + ) = (myc+ C) - (6 — 6,.)
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odakle je

0= (muc+C)- (o —6,) , . (8.12)

my

Izra¢unatu specifiénu latentnu toplotu topljenja vode koristeéi izmerenu vrednost
za specificnu toplotu vode c.



9.1

Odredjivanje koeficijenta toplotne
provodnosti ¢vrstih tela

AUTORI EKSPERIMENTA: Srdjan Bukvi¢ i Djordje Spasojevié

Uvod

Na osnovu I zakona termodinamike, za svaki sistem vredi
aQ _dE A
dt dt dt’

gde ¢lan dQ/dt predstavlja koli¢inu toplote koju sistem prima iz okoline po je-

dinici vremena ¢, ¢lan dE/dt - promenu energije E sistema po jedinici vremena,
dok ¢lan dA/dt predstavlja rad koji sistem izvrsi nad okolinom po jedinici vre-

(9.1)

mena. Za sistem koji je nepokretan' i koji ne razmenjuje energiju sa okolinom u
vidu rada, promene energije se svode na promene unutrasnje energije U sistema
(dE/dt = dU/dt), te se prethodni izraz svodi na

au  dQ

dt - dt
Dobar primer ovakvog sistema predstavlja ¢vrsto telo koje je nepokretno u
odnosu na laboratorijski sistem reference i kod kojeg je razmena energije sa okoli-
nom u vidu rada zanemarljiva. Razmena toplote ovakvog tela (ili bilo kog nje-
govog dela) sa okolinom se vrsi putem provodjenja toplote pri kojem se, posred-

(9.2)

stvom medjucesti¢nih interakcija, prenosi energija termalnog kretanja sa svake
Cestice koje poseduju visu energiju termalnog kretanja na njene susede sa nizom
energijom termalnog kretanja?. Provodjenje toplote se pogodno opisuje vektorom
toplotnog provodjenja® §(7,t) koji svojim pravcem i smerom u svakoj tacki pros-
tora 7 i svakom trenutku vremena ¢ odredjuje pravac i smer prenosenja toplote,
dok njegov intenzitet daje koli¢inu toplote koja po jedinici vremena i po jedinici
povrsine prodje kroz povrs normalno postavljenu na pravac ovog vektora. Stoga
vredi

aQ

dt o Js

gde se integracija vrsi po grani¢noj povrsini S posmatranog sistema.

Misli se na sistem koji je nepokretan u odnosu na nekog inercijalnog posmatraca.

U ¢vrstim telima, svaka Cestica osciluje oko svog ravnoteznog polozaja i energija ovakvog
oscilovanja je energija termalnog kretanja. U najgrubljoj aproksimaciji, oscilacije Cestica
&vrstog tela oko svojih ravnoteznih polozaja su harmonijske. Realno, oscilacije su (slabo)
anharmonijske, §to omogucéava razmenu energije izmedju modova oscilovanja i posredno

dovodi do niza efekata u koje spadaju provodjenje toplote i termalno Sirenje.

Preciznije, ¢ je vektor gustine fluksa toplotnog provodjenja.
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Za izotropne materijale, vredi Furijeov zakon provodjenja:
qg=—-rkV-T, (9.4)

gde je V - T gradijent temperature T, a k - veli¢ina koja se naziva koeficijent
toplotne provodnosti; podrazumeva se da se sve veli¢ine u izrazu (9.4) odnose na
istu tacku prostora i isti trenutak vremena.

Koeficijent toplotne provodnosti k zavisi od vrste materijala, a pri datoj struk-
turi materijala od njegove lokalne temperature T'(7,t) i gustine p(7,t). Cesto je
zavisnost od temperature a naroc¢ito gustine slaba, te je kod homogenih mater-
ijala koeficijent toplotne provodnosti konstanta materijala, ista u svim tackama
prostora 7 i trenucima vremena t. Ovo je dobro ispunjeno za mnoge metale u
intervalu temperatura od 0°C do 100°C.

Najjednostavniji odnosi, koji se dalje mogu iskoristiti za eksperimentalno odred-
jivanje koeficijenta toplotne provodnosti x opisane klase jednostavnih materijala,
se dobijaju u uslovima stacionarnog provodjenja (dU/dt = 0) za uzorke mater-
ijala u obliku plan-paralelne ploce na ¢ijim se granicama odrzavaju konstantne
temperature T; i T>. Tada se toplota provodi od grani¢ne povrsi sa visom tem-
peraturom T» ka povrsi sa nizom temperaturom 7. Postavimo x-osu normalno
na plan-paralelnu plocu tako da je jednacina grani¢ne povrsi nize temperature T
data sa x = 0. Tada sve veli¢ine od interesa mogu zavisiti samo od z-koordinate;
specijalno, vektor ¢ lezi duz z-ose, smer mu je suprotan smeru z-ose, a njegova
projekcija g, na x-osu zavisi samo od z-koordinate . Uo¢imo unutar ploce bilo
koje dve ravni x = x; i * = x2 koje su paralelene plo¢i. Posto je provodjenje
toplote stacionarno to je ¢, (1) = ¢.(x2), odakle sledi

dT
- = const . (9.5)
l
Kako je T(0) = T} i T(I) = T, gde je I debljina ploce, to iz To —T; = f(%)dx -
0
(%)l nalazimo
AT T, - Ty
gt St 9.6
o > (9.6)
i dalje
T —T
T(x)="2—Lo4+Ty, (9.7)

l

§to pokazuje da temperaura T'(x) unutar ploce raste linearno sa = od nize tem-
perature 7T} na granici z = 0 do viSe temperature 7> na granici = = [.
Na osnovu izraza (9.6), sledi
T —T

q= KZT s (98)

Sto se moze iskoristiti za merenje koeficijenta toplotne provodnosti x pod uslovom
da mozemo meriti gustinu fluksa toplotnog provodjenja ¢ i temperature T3 i T5.
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9.2

Toplotna provodnost

Zadatak

Izmeriti koeficijent toplotne provodnosti x za materijal po izboru nastavnika.
Opis aparature

Shema aparature koju koristimo za merenje koeficijenta toplotne provodnosti
k na osnovu izraza (9.8) je data na slici 9.1; prototip izradio S. Teki¢. Uzorak
(1) materijala oblika sipke (cilindra) preénika D = (14 £ 0.1)mm i duzine Iy =
R, = (20.0 £ 0.3)Q2 prakti¢no konstantan u intervalu temperatura od 20°C do
100°C. Osim na donjem kraju, uzorak je toplotno izolovan gumenom izolacijom
(3). Jednosmerna struja kroz greja¢ se dobija iz izvora (4) €iji se izlazni napon
reguliSe potenciometrom (5) a meri voltmetrom (6). Merenje temperature se vrsi
uz pomo¢ dva termopara (7) i (8). Termopar TP2 meri temperaturu 75 u blizini
grejaca, dok termopar TP1 meri temperaturu 77 u blizini suprotnog (slobodnog)
kraja uzorka. Rastojanje izmedju termoparova je | = (150.0 = 0.4)mm. Slobodni
kraj se radi efikasnijeg odvodjenja toplote potapa u sud sa vodom (9). Stalak
(10) sluzi kao nosa¢ uzorka.

Postupak merenja

Ukljuci se jednosmerni izvor (4). Okretanjem potenciometra (5) se izabere Zeljeni
napon U na izvoru; ovaj napon se meri voltmetrom (6). Snaga (koli¢ina toplote
po jedinici vremena) koju oslobadja grejac je

U2

P .
R,

(9.9)

Upozorenje: Napon na izvoru ne sme biti izvan opsega od 4.4V do 8.7V.

Sacekati dok se pokazivanja oba termopara (7) i (8) ne ustale, Sto ukazuje da
je sistem presao u stacionarno stanje. Kako je ¢ = 4P/7D?, iz jednacine (9.8)
nalazimo

41 9

AT = ———U
mD?Ryr

(9.10)
gde je AT = Ty — Ty. Merene velicine (U, T7 i T») uneti u tabelu 1. Merenja
izvrsiti pri najmanje 6 razlicitih vrednosti snage grejanja P (odnosno napona

v).

Table 9.1 Merenje koeficijenta toplotne provodnosti - zaglavlje tabele.

No. | U[V] | Ta[°C] | T=[°C] | U?[V?] | AT [°C]
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TP2

TP1 — (10)

(9)

Slika 9.1 Shema aparature za merenje koeficijenta toplotne provodnosti; (1) - uzorak
materijala u obliku Sipke; (2) - grejac; (3) - toplotna izolacija; (4) - izvor jednosmerne
struje; (5) - potenciometar izvora; (6) - voltmetar; (7) - termopar TP2; (8) - termopar
TP1; (9) - sud sa vodom,; (10) - stalak; nacrtali mr Zorica Pajevié¢ i mr Dusko Latas.

Obrada rezultata merenja

Graficki prestaviti zavisnost AT u funkciji U2. Eksprimentalne tacke bi trebalo
da leze na pravoj strmine (koeficijenta pravca)

41

0= —
mD?Ryk’

(9.11)

Odrediti koeficijent pravca a grafickom metodom i metodom najmanjih kvadrata
(mnk); ucrtati mnk pravu. Na osnovu vrednosti za koeficijent pravca a izracunati
koeficijent toplotne provodnosti x i proceniti njegovu gresku.



