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UVODNE NAPOMENE

Re¢ "gpuoll" (fizis) na grckom jeziku oznacava prirodu, odnosno prirodne pojave i promene.
Fizika se kao disciplina odnosi na opisivanje stanja i kretanja materije, bez promena njenog
hemijskog sastava. | ova definicija, razvojem moderne fizike i fizicke hemije, postaje nepotpuna i
neprecizna, te je mozda bolje, ako je uopSte potrebno, definiciju fizike davati posle upoznavanja sa
njom.

Danas je fizika veoma razvijena i obuhvata Gitav niz oblasti, od kojih ¢emo se mi po prirodi
stvari susresti prvo sa mehanikom. Mehanika je deo fizike koji prouCava i opisuje najjednostavnije
oblike kretanja materije. Mehanika se moZe podeliti na kinematiku i dinamiku. Kinematika opisuje
samo kretanje, predjeni put, brzinu i ubrzanje za razliCite oblike kretanja, ne vodeéi rauna o
uzrocima tog kretanja. Dinamika prouava uzroke kretanja tela, odnosno zavisnost kretanja od sila
koje na njih deluju ili energije kojom raspolazu. Dinamika obuhvata statiku i kinetiku. Statika se
odnosi na dejstvo spoljasnijh uticaja na telo koje miruje, dok kinetika uspostavlja odnos izmedju
dejstva sila i zakona kretanja tela. Mi ¢emo se posebno zadrzati na kinematici i kinetici kretanja.

Osnovni pojmovi kinematike su prostor, vreme i materijalnost. Ove pojmove je teSko definisati
i usvojeni su kao naSe iskustvene predstave o svetu koji nas okruzuje, odnosno kao univerzalne
kategorije svega postojeceg.

Da bi se opisivale fizitke promene moraju se definisati osobine ili svojstva materije i mere tih
svojstava koje se nazivaju fiziCke veli¢ine. Na primer, inertnost je svojstvo tela, a masa je fizicka
veli¢ina koja izrazava meru ili koli€¢inu inercije tela. Usvojeni etaloni jedinica za fiziCke veli€ine
nazivaju se fizicke jedinice. Neophodan skup fizi¢kih veli€ina za opisivanje fizickih pojava naziva se
sistem mera, a odgovaraju¢i skup fizickih jedinica naziva se sistem jedinica. Istorijski su postojali
razni sistemi jedinica (MKS, CGS, ECGS, EMCGS), ali je nedavno postignuta saglasnost da se u
celom svetu koristi jedinstveni tzv. medjunarodni sistem jedinica - 1S. Ovaj sistem obuhvata sedam
osnovnih fiziCkih veli¢ina i odgovarajuéih jedinica, pomoc¢u kojih je moguce izvesti i definisati sve
ostale veli¢ine i jedinice u fizici. Medunarodni sistem obuhvata sledece veliCine i jedinice:

FIZICKA VELICINA (OZNAKA) OSNOVNA JEDINICA (OZNAKA)

1. duzina (L) metar (m)
2. masa (M) kilogram (kg)
3. vreme (T) sekunda (s)
4. jaCina struje (A) amper (A)
5. temperatura (q) kelvin (K)
6. jaCina svetlosti )] kandela (cd)
7. koli¢ina supstancije  (N) mol (mol)

1 m - je duzina puta koju svetlost u vakuumu predje za vreme od 1/299792458 sekunde.

1 kg - je masa tela naginjenog od legure platina/iridijum koje se nalazi u Medjunarodnom birou za
mere u Parizu. Ovo telo predstavlja etalon mase.

1 s - je trajanje 9.192.631.770 perioda zraCenja koje odgovara prelazu izmedju hiperfinih nivoa
osnovnog stanja atoma cezijuma Cs133.

1 K - predstavlja 273,16-ti deo temperature tzv. trojne tatke vode. U praksi se Koristi i Celzijusov
stepen, °C, koji ima istu vrednost, a temperatura se preracunava po relaciji: t °C = 6 K-273,16.

1 A - je jaCina one stalne struje koja prolaze¢i kroz dva paralelna pravolinijska provodnika
beskonatne duzine, zanemarljivo malog preseka, koji se nalaze u vakuumu na medjusobnom
rastojanju od 1 m, uzrokuje pojavu sile izmedju provodnika od 2x107 N/m duzine provodnika.



1 cd - jaina svetlosnog izvora, sveca ili kandela je Sezdeseti deo jaCine svetlosti koja se emituje
normalno sa povrSine 1 cm crnog tela na temperaturi o€vr8cavanja platine (2046 K).

1 mol - je koli¢ina supstance sistema koji sadrzi onoliko elementarnih jedinki koliko ima atoma u
0,012 kg izotopa ugljenika C-12.

Dakle, osnovne jedinice su usvojeni standardi. Sve ostale jedinice se izvode uz pomo¢
definicionih odnosno dimenzionih formula. Na primer: za brzinu (v)=LT" , za ubrzanje (a)=LT?, za silu
(F)=MLT™2. U odnosu na osnovnu jedinicu, éesto se koriste njeni delovi, odnosno umnos$ci. Manje i
vece jedinice u odnosu na osnovnu se oznacavaju slede¢im prefiksima:

1 JEDINICA 1
deci d 0,1 deka da 10
centi ¢ 0,01 hekto ha 100
mili m 10(-3) kilo k 10(3)
mikro L 10(-6) mega M 10(6)
nano n 10(-9) giga G 10(9)
piko p 10(-12) tera T 10(12)
femto f 10(-15) peta P 10(15)
atto a 10(-18) eksa E 10(18) .

Brojevi u zagradama predstavljaju eksponent broja deset.

Ono Sto ¢emo Cesto susretati u daljem izlaganju bi¢e pojmovi materijalne tacke i krutog tela
kao idealizovane predstave o fizickim pojavama koje se uvode radi pojednostavijenja razmatranja
samih fiziGkih pojava.

Nezaobilazno éemo nadalje koristiti dosta elementarne matematike, ali posebno treba obratiti
paznju na znacaj diferencijalnog i integralnog raCuna u definisanju i izvodjenju fiziCkih zakonitosti.
Korisno je obnoviti osnovna znanja iz ovih oblasti. Za sada éemo se ukratko zadrzati samo na
elementima vektorske algebre, jer ¢e nam to biti potrebno veé u prvim izlaganjima.

U odnosu na svoju prirodu, fiziCke veliCine se dele na skalare, vektore i tenzore.
SKALARI su odredjeni svojom brojnom vredno$éu i odgovarajuéom jedinicom: masa, vreme,
temperatura,...
VEKTORI su fizicke veli¢ine koje su potpuno odredjene svojom veli¢inom (intenzitetom), pravcem i
smerom: brzina, ubrzanje, sila,..
TENZORI su fizitke velicine odredjene sa tri vektora: tenzor inercije, rotacije, deformacije,
viskoznosti,..

ELEMENTI VEKTORSKE ALGEBRE.

Zbir (ili razlika) vektora A i B, datih sa A= A +A,] +Akk = (A,A,A) i B=

B, +B, ] +BS|Z = (B,,B,,By), je treéi vektor C, takav da je:

C = A + B = (AB, AtB, AjB,) = (C,, Cy, Cy) (0.1)

Vektor C leZi u ravni odredjenoj sa Ai B. Grafitki se zbir predstavlja vektorom &iji je pocetak u
poCetku prvog, a kraj u kraju drugog vektora, ukoliko su vektori nadovezani jedan na drugi. Ukoliko
pak vektori imaju istu napadnu tacku, isti poCetak, lako se pokazuje da je njihov zbir jednak
dijagonali paralelograma koji se konstruiSe nad njima, sa pocetkom u zajednlck01 napadnoj tacki.
Razlika se moZe dobiti indirektnom konstrukcuom zbira vektora A vektora —B koji je istog

intenziteta i pravca, ali obrnutog smera od vektora B.



MnoZenje vektora skalarom daje vektor istog pravca i smera, a intenziteta jednakog umnosku
intenziteta vektora i skalara.

Medjusobno se vektorima mogu izvesti dve operaciie mnozenja: skalarno i vektorsko
mnozenje.

Skalarni_proizvod dva vektora je skalarna veli¢ina definisana na slede¢i nacin:

—

AeB = AB-cos(A,B) (0.2)
li
3
= ZAiB. = AB, + AB, + AB, (0.3)

Ako su vektori medjusobno normalni, AJ_B tada je Ae B:o, jer je kosinus od /2 jednak nuli.
Vektorski proizvod dva vektora je vektor, definisan na sledeéi nadin:

AxB = C = (AB; -A;B,, AB, -AB;, AB,-AB,) (0.4)
Intenzitet vektora C je odredjen sa:
|AxB | = ABsin(A,B) (0.5)

Posledica ovog izraza je da je vektorski proizvod dva medjusobno paralelna vektora jednak nuli.
Inate, pravac novog vektora je normalan na oba polazna vektora, odnosno na ravan koju oni
obrazuju a smer mu se odredjuje tako da sa polaznim vektorima obrazuje desni trijedar, slika 0.1.,
odnosno na osnovu tzv. pravila desnog zavrtnja (ako bi se desni zavrtanj obrtao tako da po manjem
uglu dovede prV| vektor do poklapanja sa pravcem drugog, smer pomeranja zavrtnja bi se poklapao

sa smerom C. Intenzitet vektora C jednak je u stvari povrSini paralelograma konstruisanog nad

vektorima A i B. Na osnovu pravila o odredjivanju smera vektora da se zaklju¢iti da za vektorski
. proizvod ne vazi pravilo komutativnosti, odnosnio da se zamenom
AC redosleda vektora u vektorskom proizvodu menja znak proizvoda,

e~ tj.:
B

. AxB = -BxA. (0.6)
IC|

Komponente rezultujuéeg vektora je lakSe zapamtiti preko

determinante tre¢eg reda, koja u prvoj koloni ima jedini¢ne

O —_ vektore izabranog koordinatnog sistema, u drugoj koloni

komponente vektora A i u treéoj komponente vektora B. Ova
Slika 0.1. Vektorski proizvod determinanta se prikazuje na sledeci nacin:

B

=
N

] k
A, A,
, B, B

2 3

MeSoviti proizvod tri vektora se uz pomo¢ determinante moze izraziti na sledeéi nacin:

[y
N
w

Ae(BxC) =

w

A
B
Cc

O w >

[N)

O w >
(=)
e

i
w

Ovo je skalarna veliina i geometrijski predstavlja zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad ova tri
vektora. KoristeCi osobinu simetrije determinanti na zamenu vrsta i kolona sledi:
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—

Ae(BxC)= Ce(AxB) = Be(CxA) (0.9)

Dvostruki vektorski proizvod je vektor i moze se faktorisati na sledeéi nadin:

Ax(BxC)=(AeC)B - (AeB)eC (0.10)

Ovo se dokazuje na sledeci nacin. Polaze¢i od definicije vektorskog proizvoda dva vektora, za X,
komponentu se u sistemu 0X,X,X, dobija sledeéi izraz:

A,(B,C, — B,C;) — A;(B,C, — B,Cy,) (0.11)
Ako se ovom izrazu doda i oduzme ¢lan A,B,C, i odgovarajuéi ¢lanovi grupiSu, dobija se:
B,(A,C;+A,C,+AC,)-C,(A,B,+AB,+A,B,)=(A « C)B,—(A « B)C,
Sto predstavlja samo prvu komponentu transformisanog trostrukog vektorskog proizvoda u ranije

navedenu razliku. Sli¢an rezultat se dobija i za druge dve komponente, ¢ime se pokazuje da
navedena transformacija vazi.



KINEMATIKA MATERIJALNE TACKE

1.1. Kretanje materijalne tacke. Brzina kretanja.

Odredivanje polozaja materijalne tatke u prostoru moguce je samo u odnosu na neko drugo
telo, uzeto kao referentno. U proizvoljnoj tacki, O, referentnog tela mogu se povuéi tri orijentisana

pravca odredena odgovaraju¢im jedini¢nim vektorima - ortovima T, ] i
K . Ova tri pravca nazivamo koordinatnim osama (x, y i z-0osa) i u op$tem
slu¢aju oni zajedno sa tatkom O predstavljaju koordinatni sistem. U
mehanici se najéeSée upotrebljava desni pravougli tzv. Dekartov
(Descartes) koordinatni sistem, prikazan na slici 1.1, a po potrebi i polarni,
sferni, generalisani, itd.

Polozaj tatke A u prostoru, u ovom sistemu, odreden je skupom
njenih koordinata (x, y, z), odnosno pomoc¢u vektora polozaja:

Slika 1.1. Referentni sistem f=X-T+y-T+Z-iZ (1.1)

Kretanje se moze definisati kao neprekidna promena polozaja. Opisivanje kretanja znaéi
odredivanje polozaja materijalne taCke (ili tela) u proizvoljnom trenutku vremena u odnosu na dati
koordinatni sistem. Neka se materijalna taCtka A kre¢e preko polozaja A1, A2, AS3,...Geometrijsko
mesto ili skup taCaka uzastopnih polozaja tela naziva se putanja ili trajektorija, slika 1.2. Polozaj
tacke A pri kretanju odreden je tekuéim vektorom poloZaja T :

zA
AT, . F=x@®-1+y@®)-j+z(t)-k =7(t)
~_ . 4
7; g A Ovoj vektorskoj jednagini odgovara skup od tri
% A skalarne jednacine:
—bc >
w7 y oA x = x(t), y = yt) i z = z()
X
Slika 1.2. Trajektorija Bilo vektorska jednacina, bilo skup od ftri skalarne

jednacCine predstavljaju takozvane konacne jednacine kretanja.
Kretanje, medutim, moze biti odredeno i ako se poznaje
geometrijski oblik putanje i predeni put kao funkcija vremena:

f(x,y,z) = 0 i s = s(f) (1.2)

U klasi¢noj mehanici sve navedene funkcije su neprekidne, $to znali da se u principu mogu
viSestruko diferencirati po vremenu.

Posmatrajmo kretanje tatke A sa prethodne slike. Neka se tactka iz ovog polozaja premesti u
vremenskom intervalu At u tatku A, sa vektorom polozaja T,. Prema slici je:

—

I, =T+AT (1.3)



Vektor AT = AA1 predstavlja prirastaj (promenu) vektora polozaja T u intervalu vremena At, dakle

AT je funkcija vremenskog intervala At i naziva se i vekior pomeranja tacke A. Ovaj vektor je mera
pomeranja i u principu se njegov intenzitet razlikuje od predenog puta materijalne tacke, As, koji
predstavlja duZinu luka trajektorije od tatke A do A,. Koli¢nik prirastaja vektora polozaja, AT, i
intervala vremena At, u kome je prirastaj nastao, naziva se vektor srednje brzine u tom intervalu
vremena:

AT
— =) (1.4)
At

Uobic¢ajeno je da se srednja vrednost neke veliCine oznaava uglastim zagradama, kao u ovom
primeru. Vektor (V) daje srednju promenu vekiora poloZaja u intervalu At i ako kretanje nije

uniformno, a At relativno veliko, ne opisuje dobro kretanje. Da bi se kretanje boge opisalo promene
treba posmatrati u veoma malim intervalima vremena, dakle tako da At —0. Granitna vrednost
gornjeg odnosa kada At—0 naziva se trenutna brzina u vremenskom trenutku t i moze se pisati kao:

AT F(t+AD-TEH)  dF -

v=Ilim—=lim—F——-=—=T7 (1.5)
At—0 At A0 At dt

Matematicki, trenutna brzina je jednaka prvom izvodu vektora polozaja tatke po vremenu.

Prema slici 1.2, kada se At smanjuie AT postaje sve kraca tetiva luka koja u grani¢nom
sluéaju, prelazi u tangentu na trajektoriju u posmatranoj tacki. Pravac tangente je odreden njenim ort
vektorom ?o. Pri tome se intenzitet vektora priraStaja izjednaCuje sa predenim putem, postaje dr=ds,
pa se vektor brzine moze izraziti na sledeéi nacin:

. dr. ds. -
V=—7,=—7,=VT

1.6
dt ¢ dt ° (1.6)

gde je 7, jediniéni vektor ili ort tangente, a v=ds/dt algebarska vrednost ili intenzitet brzine u datoj
tacki.

U pravouglom koordinatnom sistemu vektor V ima tri komponente duz x, y, i z-ose.
Diferenciranjem vektora poloZaja T = x-T+y- T+ Z-k po vremenu sledi:

dr dx. dy-. dz-
=—I1+—]+—KkK (1.7)
t dt dt dt

Kako je kao i za svaki drugi vektor V = VXT+VyJ7 + Vzk, sledi da su komponente brzine date sa:

Cdx _dy _

dz .
V,=—=X, V,6 = = = =
dt Yoo dt

V,=—=12 1.8
e T gt (1.8)

y i

Dakle, brzina je vektor odreden svojim projekcijama na koordinatne ose. Modul ili intenzitet brzine je

odreden sa:
V= Vi + VeV (1.9)

Pravci vektora brzine u odnosu na koordinatne ose odredeni su preko kosinusa uglova koje zaklapa
sa njima:

10



x
oy
z

X2 +y2 + 72

Prema definiciji brzine njene dimenzije su (v) = (s)/(t) = LT", a jedinice naravno zavise od sistema. U
sistemu Sl osnovna jedinica je m/s.
Sektorska brzina. Pojam brzine se moze uopstiti na proizvoljne promenljive vektore i skalare.

=
~
Il

cos(7,,

Il
<IN << <|[Xx
|

cos(7,. )

—

cos(z,,k) =

|

=~
N—
|

Ako se neki vektor A menja sa vremenom, njegov prvi izvod po vremenu naziva se brzina promene

—

vektora A :

—

dA _
EZVA (1.10)

Svakako da ovako generalisan vektor brzine ne mora imati dimenzije brzine vektora polozaja LT,
veé to zavisi od prirode vektora A. Dimenzije ¢e biti (A)T™ .

Tako, na primer, svaka ravna povr§ina AS moZe se orijentisati pridruzivanjem vektora AS,
Ciji je intenzitet jednak veli¢ini uoCene povrsine, pravac
normalan na ravan povrSine, a smer od njenog "lica",

A kao na slici 1.3. Kako je u ovom sluéaju uoCena

povrSina nastala pomeranjem taCke A, odnosno njenog

A, vektora polozaja T, za AT, ista se mozZe predstaviti na

slede¢i nacin:

- w~ T, .
S +r
=_1 .
— A AS = = (T x AT) (1.11)
ds == 2
t —
O y _
X Kolicnik vektora AS i odgovarajuteg vremenskog
Slika 1.3. Sektorska brzina intervala At, kada At->0, naziva se sektorska brzina
materijalne tatke u tacki A i data je slede¢im izrazom:
, . AS dS 1(, . AF) 1,
Vgek = lIm —=—==|Tx lim — [==(TxV) (1.12)
At—>0 At dt 2 At—>0 At ) 2

gde je V trenutna brzina materijalne tatke u tacki A. Pri kretanju tatke u ravni, pravac vektora
sektorske brzine je stalan i normalan na tu ravan. Njene dimenzije su L*T".

1.2. Odredivanje predenog puta materijalne tacke.

Posmatrajmo najjednostavniji slu¢aj kada se tatka kre¢e duz prave linije, recimo x-ose. U
tom sluaju je v=dx/dt. Ovo je, kao Sto smo videli, prvi izvod ili diferencijal puta po vremenu i fiziCki
predstavlja nagib ili koeficijent pravca tangente u datoj tacCki trajektorije. Dakle, brzinu smo dobili
diferenciranjem vektora polozaja, odnosno predenog puta Cestice, po vremenu.

Obrnut postupak bi bio da se iz date brzine kao funkcije vremena nade predeni put odnosno
koordinata materijalne tatke. Ovo se moze izvesti pomoéu metoda integralnog ra¢una, tj. postupkom
integriranja, $to predstavlja obrnut postupak od diferenciranja.
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Iz izraza (1.8) je dx = vdt. Ako se brzina malo menja u
intervalu At, tada je predeni put Ax = <v>At i predstavja Srafiranu
povrSinu na slici 1.4. Brojna vrednost ove povrSine predstavlja
duzinu predenog puta. Za duzi vremenski interval, od t, do t,,
predeni put x,, ¢e biti jednak zbiru pojedinih puteva Ax, predeih u
svakom od intrevala vremena At;

<y>

> n
O t At t, t X = Y (VDAL (1.13)
Slika 1.4. Odredivanje =1
predenog puta

Smanjivanjem At, u granicnom slu¢aju kada At—0, zbir
pojedinih povrSina postaje jednak ukupnoj povrSini ispod krive linije koja predstavlja funkciju v=v(t).
Dakle, pomeranje ili predeni put u ma kom vremenskom intervalu jednak je delu povrSine ispod
grafika brzine u funkciji vremena.

Grani¢ni slucaj zbira predstavlja integral. Dakle polazeci od izraza dx=v(t)dt, da bi smo dobili
predeni put u odredenom vremenskom intervalu, ovaj izraz treba integraliti:

Jdx = [v(t)dt (1.14)

Dakle, predeni put se odreduje integriranjem funkcije v=v(t) i odredivanjem integracione konstante C
iz poCetnih uslova (poloZzaja materijalne tatke u trenutku t=0). Zamenom vremena trajanja kretanja u
dobijeni izraz dobija se predeni put. Za proizvoljan vremenski interval, od t, do t,, predeni put se
dobija prakticno na isti nacin, izraCunavanjem odredenog integrala:

t2
Xy, = [v(t)dt (1.15)
tl

1.3. Ravnomerno pravolinijsko kretanje.

Za opisivanje kretanja je potrebno poznavati konaénu jednaéinu putanje T = T(t) ili jednaginu
brzine V =V(t) /takode je dovoljno poznavati ubrzanje a =a(t), &to ¢emo uskoro videti/.

Poznavanjem jedne od funkcija, zbog njihove povezanosti, moguce je odrediti i ostale. Prema obliku
gornjih funkcija, kretanja se mogu podeliti na sledeée vidove:

a) Prema obliku putanje na pravolinijsko i krivolinijsko,

b) Prema brzini na ravnomerno i neravnomerno, i

c) Prema ubrzanju na jednako i nejednako ubrzana (usporena).

Kada je putanja prava, kretanje je pravolinijsko. Za opisivanje takvog kretanja potrebno je
zA poznavati polozaj te prave u prostoru u odnosu na izabrani
koordinatni sistem i odrediti zakon puta s=s(t), izraz (1.2). Polozaj
prave moze se odrediti polozajem jedne njene tatke, Ao, i ortom
pravca 7,, kao na slici 1.5. Ako za odredeni vremenski interval
materijalna tacka prede iz polozaja A, u polozaj A, rastojanje A,A
predstavlja predeni put s, u datom vremenskom intervalu. U tom

sluéaju vektor pomeranja je AT = S?O, pa mozemo pisati, na osnovu
slike 1.5., da je

Slika 1.5. Putanja kod o -
pravolinijskog kretanja r=1T,+S7,

Ovo je vektorska jednacina pravolinijskog kretanja, a brzina ¢e biti data sa:
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\ " at 0 = VT,
Ve posto su vektori T, i ?0 konstantni. Dakle, za slu€aj ravnhomernog
pravolinijskog kretanja, pri kome je brzina konstantna, iz
o # ds/dt=v=const jednostavhom integracijom dobijamo:
S 4
S=vt+C=vt+s, (1.16)
o t
S 4 Konstanta integracije C=s, odreduje se iz pocetnih uslova. Ako
/ kretanje pocinje u A, u trenutku t=0, tada je predeni put s=s,=0, pa
So """""" je s=vt. Dakle, pri ravnomernom pravolinijskom kretanju put je
o U linearna funkcija vremena. Na prilozenim graficima, slika 1.6.,
Slika 1.6. Ravnomerno prikazane su vremenske zavisnosti brzine i predenog puta za
pravolinijsko kretanje ovakvo kretanje i to za s,=0 i s,#0. Sa grafika s(t) se vidi da je
v=tgo.

1.4. Neravnomerno pravolinijsko kretanje. Ubrzanje.

Pri neravhomernom kretanju materijalne taCke njen vektor brzine se menja sa vremenom i to
u opstem slucaju i po intenzitetu i po pravcu (ovo poslednje vazi samo za krivolinijsko kretanje).

Razmotricemo opstiji sluCaj kretanja po krivoj liniji kada se brzina menja i po pravcu i po
intenzitetu. Prema prilozenom grafiku, sl.1.7., vektor promene brzine od trenutka t do t+At ée biti:

AV = V,-V
A
Odnos vektora prirastaja brzine AV i vremenskog intervala At, u kome je
taj priradtaj nastao, naziva se vektor srednjeg ubrzanja materijalne tacke i
_,, definisan je slede¢im izrazom:
<a>
AV
—=(a) (1.17)
At

Slika 1.7. Promena brzine
Posto je At skalar, i to pozitivan, (@) ima isti pravac i smer kao

i AV. Grani¢na vrednost ovog izraza, kada At—0, naziva se vektor ubrzanja materijalne tacke, u
tacki A, u trenutku vremena t:

. \Y; . V(t+AD) - V(t
lim av = lim (—)() v =v=3a (1.18)
At—>0 At At—>0 At dt

Posto je, kako smo veé videli, V =dr /dt, sledi:
a= d’r =7 (1.19)
dt? '

odnosno, vektor ubrzanja jednak je drugom izvodu vektora polozaja pokretne tatke po vremenu.
U pravouglom koordinatnom sistemu i ubrzanje ¢e imati tri komponente, duz Ox, Oy i Oz-
osa. Dvostrukim diferenciranjem vektora polozaja po vremenu sledi:
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obzirom da su ortovi f ] i K nepromenljivi i po pravcu i po intenzitetu. Sa druge strane i vektor
a se moze izraziti preko komponenata a,, a, i a,, odakle sledi da je:

a, =—5 =X, a,=—=Y i a=—5=12 (1.20)

Iz ovih jednalina se za intenzitet vektora ubrzanja dobija:

a:\/ai+a§+a§ = 3%+ + 72

a njegov pravac u odnosu na koordinatne ose bi¢e odreden preko kosinusa uglova u odnosu na ose:

cos(d, i) = X
XZ +-y2 +22
C08(8, J) = —————
X2 +y%+7
cos(é,E)z z

Razmotricemo sada kao konkretan slu€aj ubrzanog kretanja pravolinijsko jednakoubrzano
kretanje tacke. U ovom sluCaju putanja ili trajektorija tacke je prava linifja na kojoj u razliGitim
trenutcima vremena, odnosno polozajima, tatka ima razliCite brzine. Takvo kretanje je za a>0
jednakoubrzano, a u suprotnom je jednakousporeno (@ ima suprotan smer od V). Pri tome je
ubrzanje konstantno:

(<} ])

I
o
=353

=a, = const

odnosno d\7=50dt. Odavde se integracijom dobija, zanemarujuéi vektorske oznake zbog

kolinearnosti vektora V i ﬁo:

s V=a,t+C, =ajt+v,

uzimajuéi da je u trenutku t=0, C,=v,. Iz zadnjeg izraza se zakon

t
Y promene puta moze dobiti jo§ jednom integracijom, polaze¢i od veze
vy : v=ds/dt:
t
f
t

ds
a: a0t+VO

Integracijom izraza ds=aytdt+v,dt, uz uslov da je nova integraciona

Slika 1.8, Ravnomerno \oncionts C,=s,, dobijamo:

ubrzano kretanje
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1
=ant2 +V,t+s, (1.21)

Ovo je konatna jednalina predenog puta za pravolinijsko jednakoubrzano kretanje. Na
prilozenim graficima na slici 1.8. ilustrovane su vremenske zavisnosti ubrzanja, brzine i predenog
puta. U datim uslovima se vidi da je ubrzanje nezavisno od vremena, brzina je linearna, a put
kvadratna funkcija vremena.

1.5. Krivolinijsko kretanje. Ubrzanje pri krivolinijskom kretanju.

U opstem slu€aju ubrzanje ne mora biti konstantno tokom kretanja. MoZze da se menja po
intenzitetu (pri pravolinijskom nejednako ubrzanom kretanju) i/ili po pravcu i smeru (kod proizvoljnog
kretanja po krivoj liniji). U tom slu€aju za opisivanje kretanja potrebno je poznavati ubrzanje kao
funkciju vremena, ¢ime postupak integracije postaje slozeniji.

Razmotrimo odnos vektora ubrzanja, a, prema putanji posmatrane tatke u slucaju
krivolinijskog kretanja, slika 1.9. U ta¢ki A putanje povucimo tangentu jedini¢nog orta ?0, i vektor

brzine v%o. Ravan N normalna na ?0 naziva se
normalna ravan putanje u tacki A. U tacki A,,
bliskoj tacki A, moze se povuci novi ort %1 i vektor
brzine v?l.

Ako prenesemo translacijom vektor %1 u
tatku A, ortovi %0 i ?1 u tom slucaju definisu
oskulatornu ravan, O, trajektorije u taCki A. Linija
preseka N i O ravni naziva se glavna normala a
nijen pravac je odreden ortom ﬁo. Ort ﬁo je

usmeren od A ka centru krivine C. Centar krivine
trajektorije je tatka u kojoj se seku normale iz dve
veoma bliske tatke tacki A.

Normala na trajektoriju u tacki A, koja lezi u
Slika 1.9. Prirodni koordinatni trijedar ravni N i normalna je na oskulatornu ravan O,

naziva se binormala b, . Ravan odredena vektorima

T, i b, naziva se tangentna ravan i ozna¢ena je na slici sa T.

0 0

Ort-vektori ?0, ﬁo i bo obrazuju u tacki A desni trijedar, koji se naziva "prirodni koordinatni

triedar". Ovaj triedar, ili koordinatni sistem, se kreée
zajedno sa tatkom A i pravci i smerovi njegovih osa se
menjaju sa vremenom u zavisnosti od zakona puta tacke
A na njenoj trajektoriji.

Odredimo projekcije vektora ubrzanja @ na ose

prirodnog triedra 7,, N, i b, uz pomoé¢ slike 1.10.

Podsecéajuéi se definicija brzine i ubrzanja mozemo u
ovom slu€aju pisati za ubrzanje:

= %(v%o) (1.22)

Slika 1.10. Tangencijalno i normalno Ovde su i vi ?0 promenljive veli¢ine (?o po pravcu i
ubrzanje smeru), pa je:
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a=—r7 +v—2 (1.23)

Izvod ort vektora po vremenu diskutovan je u glavi 2 (jedn. 2.11). Za sada ¢emo, medutim,
izvod d?oldt transformisati na sledeci nacin:

dz, dr,ds _dz,
— v (1.24)
dt ds dt ds
U ovom izrazu d?o kao grani¢ni polozaj vektora A%o, kada A,—A, imacée u stvari pravac normalan
na ?o, kao njegov prirastaj koji izaziva samo promenu pravca. Ovaj prirastaj, na osnovu Cinjenice da
spaja vrhove ortove ?0 i ?1, slika 1.10, lezi u oskulatornoj ravni, te se poklapa sa pravcem i
smerom glavne normale N .

Intenzitet vektora d?o je srazmeran uglu izmedu ?0 i ?1, dakle uglu A, odnosno u
graniénom slu¢aju d¢. Stoga, mozemo pisati da je :

dz, =den, (1.25)

Takode treba odrediti element puta ds. Radi toga povucimo normale na trajektoriju u tackama A i A,,
u Cijem preseku se nalazi centar krivine trajektorije-C. Luk krive ds=AA, se moze smatrati lukom
kruga preénika R=AC. Krug C¢iji se element luka poklapa sa elementom trajektorije u datoj tacki
naziva se krugom krivine, njegov poluprecnik polupreénikom krivine krive, a centar, kao $to smo vec
istakli, centrom krivine u datoj tacki. | prava linija ima centar krivine, u beskonacnosti.

Sa slike 1.10 ée sada ocigledno element luka krive biti dat izrazom:

ds = AA, = Rdo

Dakle, vektor ubrzanja se zamenom izraza za d?o i ds u (1.24), odnosno (1.23), moze pisati kao:

_ dv- (VAR
a=—7,+V — ,+—n, (1.26)
t R dep dt R

ZnaCi da vektor ubrzanja ima dve komponente u odnosu na prirodni triedar. Komponenta u pravcu
tangente na trajektoriju naziva se tangenciono ubrzanje i data je sa:
a =—7,=—T7 (1.27)
Druga komponenta u pravcu i smeru glavne normale naziva se normalno ubrzanje i data je izrazom:
n

V2
a,=—~n, (1.28)
R

Ova komponenta, obzirom da je usmerena ka centru krivine, naziva se i centripetalno ubrzanje. Kao
Sto smo videli vektor ubrzanja nema komponentu u pravcu binormale:

a,=0 (1.29)
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Sto znaci da ubrzanje uvek lezi u oskulatornoj ravni trajektorije. Tangenciona komponenta ubrzanja
karakteriSe promenu brzine po intenzitetu a normalna po pravcu. Imamo, dakle, da je:

a=a_,+a, (1.30)

Intenzitet vektora ubrzanja je:

— 2 2 (dV)z (VZJZ
a=qa;+a, =, tl5 (1.31)
dt R

Ovaj izraz predstavlja zavisnost intenziteta ubrzanja od V, v i R.

U zavisnosti od toga koja komponenta ubrzanja je zastupljena pri kretanju materijalne tacke,
razlikuju se sledeéi slu€ajevi ubrzanog kretanja:

a) a,= 0, a,= 0 - kretanje je ravnomerno pravolinijsko;

b) a,# 0, a,= 0 - neravhomerno pravolinijsko;

c) a,= 0, a,# 0 - ravhomerno krivolinijsko, odnosno kruzno;

d) a# 0, a,# 0 - neravhomerno krivolinijsko, sloZeno kretanje.
Dimenzije ubrzanja su (a)=LT? , a jedinice u medunarodnom sistemu su m/s’.

1.6. Ravnomerno kruZzno kretanje.
Zadrzacemo se posebno na ravnomernom kruznom kretanju, jer ¢emo takvo kretanje Cesto
sretati u daljem tekstu. To je kretanje materijalne tatke po kruznoj putanji sa vektorom brzine

konstantnim po intenzitetu. Ako se koordinatni sistem postavi u centar kruga, kao na slici 1.11,
vektorska jednacina kretanja tatke A ce biti:

F(t) = Xt)7 +y(t)) (1.32)

sa
x(t) = r-cos@ i y@) = r-sing

Pri ravhomernom kretanju, ugao ¢ se ravnomerno menja sa vremenom, odnosno moze se prikazati
kao linearna funkcija vremena: ¢ = ot, gde je sa ® oznaena konstanta proporcionalnosti (odnosno
ugaona brzina, kako ¢emo uskoro videti). Prema tome, prethodne izraze mozemo pisati na sledeci
nacin:

X(t) = r-cos(mt) i y(t) = r-sin(mt) (1.33)

Ovo su parametarske jednacine kretanja, a njihovim dizanjem na kvadrat i eliminisanjem vremena t
kao parametra dobija se jednalina trajektorije, oblika:

Sto je jednacina kruga. Po njoj se tacka kre¢e sa slede¢im zakonom puta:
S =r¢ =rot (1.34)

Brzina ovog kretanja se dobija diferenciranjem vektorske jednacine kretanja po vremenu, pri ¢éemu su
ortovi stalni. Dobija se:
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V = — ro-sinfof)i + r-oa-cos(cot)j (1.35)

Intenzitet ove brzine je:

\/rz(;) sin 2 ) t+r20)20052a) t=ro (1.36)

Slika 1.11. Kruzno kretanje

Dakle, intenzitet brzine je stalan, jer su i r i ® konstantni. Da

bi odredili odnos pravaca vektora T i V, pomnozimo ih
skalarno:
F-V= (rcosoti + rsinot | )-(—rosinoti + rocosot j ) =
jer je ii= =1, j?-j?=1 i ]:] -1 =0. Znagi vektor brzine je normalan na radijus vektor ili vektor

polozaja tatke, odnosno brzina je kao normala na radijus usmerena duz tangente kruga u svakoj
tacki. Smer brzine je u smeru obrtanja, od A, ka A,.

lako je ovo kretanje ravnomerno, postoji ubrzanje i to njegova normalna komponenta. Vektor
ubrzanja dobijamo dvostrukim diferenciranjem vektora polozaja, odnosno:

d= —rocosoti —ro’sinot ] = —w’(rcosoti +rsinot ] ) = —w?T (1.37)

Vektor a je usmeren duz —T, to je u stvari normalna komponenta én. Intenzitet vektora ubrzanja
je:

= X+ = \/rzco cos?w t+rlo?sin?o t=ro? (1.38)

Dakle a=a,=rm’=const jer su i r i o konstantni. Imajuéi iz definicije normalne komponente ubrzanja
da je a,=v’/r i uporedivanjem sa izrazom (1.38) dobijamo da je konstanta ® jednaka w=v/r.
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KINEMATIKA KRUTOG TELA

Kruto telo je mehaniCki sistem sastavljen od velikog broja materijalnih taaka sa osnovnom
karakteristikom da, bez obzira na spoljne uticaje, rastojanje d izmedju bilo koje dve njegove tacke
ostaje stalno. Svaka tacka tela pri kretanju opisuje odgovarajuéu putanju ili trajektoriju.

Da bi se odredilo kretanje tela treba poznavati kretanje svake taCke, odnosno treba poznavati
po tri jednacine kretanja: x(t), y(t) i z(t) za svaku tacku. To €ini 3N jednacina, pri Cemu je N ukupan
broj tataka tela. PoSto se, medjutim, rastojanja medju pojedinim tackama ne menjaju, to je dovoljno
poznavati kretanje samo tri proizvoljne tatke koje ne leze na istoj pravoj liniji (Sto Cini 9 jednacina).
Obzirom da su i ove tri izabrane tatke povezane uslovom konstantnog rastojanja, Sto Cini tri
jednatine uslova veze, za opisivanje kretanja celog tela je potrebno i dovoljno poznavati Sest
nezavisnih jednacina. Iz tog razloga se uvode pojmovi novih kinemati¢kih veli¢ina, koje su opste za
sve materijalne tatke. Te nove veliGine su ugaoni pomeraj (ugao), ugaona brzina i ugaono ubrzanje.
Na taj nacin se kretanje krutog tela prema obliku putanja pojedinih materijalnih taCaka uslovno deli
na translatorno (ili progresivno) i rotaciono (ili obrtno) kretanje.

2.1. Translatorno kretanje krutog tela.

Translatorno kretanje je ono pri kome svaka linija koja spaja dve proizvoljne tatke tela pri
kretanju ostaje paralelna samoj sebi, odnosno zadrzava svoju orijentaciju u prostoru. Dakle, ako
znamo translatorno kretanje jedna tacke, znamo istovremeno kretanje svih tataka zbog uslova veze.
Dakle translatorno kretanje mozemo da opiSemo pomocu tri jednacine kretanja jedne taCke x(t), y(t) i

z(t). Ostale tri jednaCine, od neophodnih Sest, odnose se na
opisivanje rotacije tela. Zadrzatemo se prvo na translaciji.
Polozaj proizvoljne tatke A krutog tela u odnosu na nepokretni
sistem dat je relacijom:

(2.1)

gde je sa O' oznaCena taCka tela Cije je kretanje poznato i
Slika 2.1. Translatorno kretanje dato parametarskim jednacinama xg'(t), yo'(t) i zo'(t), slika 2.1.
krutog tela Ako su projekcije duzi AO', odnosno komponente vektora T,',

redom a, b i ¢, a pri translaciji su nepromenljive, kretanje
proizvolijne tacke A u odnosu na nepokretni sistem Oxyz bice
dato sa:

Dakle, poznavanje tri parametarske jednaline kretanja jedne tatke omogucava opisivanje
translatornog kretanja proizvoljne tacke tela.
Brzina proizvoljne tatke A, na osnovu toga, bice:

=T ili V=V
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jer je vektor ?A' konstantan, a njegov izvod jednak nuli. Dakle, brzine svih tataka tela pri translaciji
su medjusobno jednake. Na slican nadin se jo$ jednim diferenciranjem za ubrzanje dobija:

r,=1"1 ili Vo =Vq odnosno

oo

A=a0'

Ubrzanja svih tacaka tela pri translaciji su takodje medjusobno jednaka.
Dakle, translaciono kretanje krutog tela moze se opisati primenom zakona kretanja
materijalne tacke.

2.2. Rotaciono kretanje krutog tela oko stalne ose.

Rotaciono kretanje tela je ono kod koga sve taCke tela opisuju kruznice Ciji se centri nalaze
na pravoj koja se zove osa rotacije. Na prilozenoj slici osa rotacije je obelezena sa OQ'. Pri tome ¢e
svaka tacka tela imati svoju trajektoriju, brzinu i ubrzanje (s=r@, v=s/t, dakle, v je razli€ito za svako r,

a prema tome i ubrzanje). Zbog toga ove veli¢ine, onako
kako smo ih definisali za materijalnu tacku i translatorno
kretanje ne mogu da posluze za opisivanje kretanja tela
u celini odnosno njegove rotacije.

Medjutim, zajedniCko za sve delove tela jeste
Cinjenica da radijus vektori svih tataka tela za isti
vremenski interval zarotiraju za isti ugao. Ta promena
ugla A@ u toku rotacije za vremenski interval At, naziva
se ugaoni pomeraj i karakteriSe kretanje tela u celini,
kako je prikazano na slici 2.2. Ugaoni pomeraj se, dakle,
moze uzeti za opisivanje rotacije i ima isti smisao kao
predjeni put kod translatornog kretanja.

Za opisivanje rotacije potrebno je jo$ odrediti
polozaj ose rotacije i smer rotacije tela. Ovo se moze
uciniti  definisanjem ugaonog pomeraja kao vektora.
Njegov intenzitet je funkcija vremena, A@=Q(t), pravac
mu je duz ose rotacije, a smer se odredjuje pravilom
desnog zavrtnja (takozvani pozitivni smer). Ako

Slika 2.2. Kinematicke karakteristike
rotacije

odgovarajuéi ort vektora ose rotacije oznac¢imo sa (?)0, tada ce biti:
Ap = Ag- g (22)

Na osnovu vektorske analize ugaoni pomeraj se moze smatrati vektorom (ponasace se tako)
samo u slu€aju beskona¢no malih pomeranja, pa je on u stvari aksijalni ili pseudo (nepravi) vektor
(vezan za rotaciju, nema definisanu napadnu ta¢ku). On se u sustini razlikuje od polarnih (pravih)
vektora kakvi su I, V i @ kod kojih nema ograni¢enja na vektorske operacije. Napomenimo da je
vektorski proizvod dva aksijalna ili pseudo vektora aksijalni, a ukrSteni proizvod aksijalnog i polarnog
vektora je polarni vektor.

2.2.1 Ugaona brzina.

Koli¢nik priraStaja ugaonog pomeraja i njemu odgovaraju¢eg vremenskog intervala naziva se
srednja ugaona brzina za posmatrani interval vremena:

5y = 29
(@) = ot (2.3)

20



Grani¢na vrednost ovog odnosa, kada At—0, naziva se ugaona brzina rotacije tela u datom trenutku
t, odnosno:

Ap _do
At—0 At dt

0= (2.4)

Dakle, ugaona brzina je prvi izvod ugaonog pomeraja po vremenu. To je aksijalni vektor intenziteta
»=d@/dt, pravca duz ose rotacije i smera odredjenog pravilom desnog zavrtnja:

0 =000,

gde je 5)0 ort ose rotacije. Kada je mw=const, govorimo o jednakom rotacionom kretanju. Kod njega
je karakteristiCan period rotacije, koji predstavlja vreme jednog punog obrta tela, odnosno rotacije za
27 ili 3600. Po definiciji je:

A  2m 27

o= = — odnosno T=—
At T

Recipro¢na vrednost perioda je broj obrtaja u jedinici vremena i naziva se frekvencija:

V= odnosno o = 21V

1_o
T 2=n

Veli¢ina @ predstavlja broj obrtaja u vremenskom intervalu od 2 (6,28) sekundi.

2.2.2. Ugaono ubrzanje.

Ako ugaona brzina nije konstantna, tada se koli¢nik promene vektora ugaone brzine nastale
u intervalu vremena At, i tog vremenskog intervala naziva srednje ugaono ubrzanje:

. Ao
(o) =— (2.5)
At
Grani¢na vrednost ovog odnosa, kada At—0, naziva se trenutno ugaono ubrzanje:
— 2
~ . A® do. d.
o= lim —=—0og=—0g (2.6)

At—0 At dt dt?
Pri tome se podrazumeva da je (7)0 =const. Dakle, ugaono ubrzanje je prvi izvod ugaone brzine po

vremenu i to je kinematicka karakteristika celog krutog tela, vazi za svaku njegovu taCku. | to je
aksijalni vektor usmeren duz ose rotacije, smer mu zavisi od predznaka ubrzanja.

Dimenzija ugaone brzine je prema definiciji 11 a ugaonog ubrzanja je 72,

2.3. Relacija medju vektorima linijske i ugaone brzine.

Veli¢ine @o=0(t), o=n(t) i a=o(t) odredjuju rotaciono kretanje celokupnog krutog tela. Medjutim,
svaka materijalna tacka ima svoje linijske elemente kretanja: predjeni put sj, brzinu \7i i ubrzanje ﬁi.

Kako se odnose na isto telo medju linijskim i rotacionim veli€¢inama mora postojati odredjena relacija-
veza.
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Kada smo govorili 0 jednakom kruznom kretanju, na
kraju smo pokazali da se konstanta ® moze izraziti kao
o=v/r. Videli smo zatim da je ® ugaona brzina. Sa
prilozene slike 2.3, iz odnosa V., Pj i ©, koji su
uzajamno normalni i usmereni po desnoj orijentaciji, na
osnovu svojstava analogije sa vektorskim proizvodom
mozemo pisati da je:

V.= (,T)XFI (2.7)

Intenzitet ovog vektorskog proizvoda odnosno brzine
V,, dat je slede¢im izrazom:

Vi =|63xfi|:co-ri -SINB = pj
Slika 2.3. Odnos linijske i ugaone brzine

Iz ovih relacija proizilazi da se poznavanjem vektora @ i

l., odnosno pj, moZe odrediti linijska brzina, V,, svake tatke tela. Koriste¢i gornji vektorski

proizvod mogu se odrediti komponente vektora \7i na koordinatne ose. Ako je ?, dato sa xj, vj i z,

a O sa oy, wy i ®z i ako su ortovi osa i,] i k , tada je na osnovu elementarne vektorske

algebre:
i ]k
Vi=0xhi =0y 0y o (2.8)
Xi Yi Zj

Projekcije brzine na koordinatne ose dobijaju se razvijanjem ove determinante, $to daje:

Vxi = OyZj- OzYyi
Vyi = OzX| - OxZj (2.9)

Vzi = OxYi- OyX

Ove jednaCine se nazivaju Ojler-ove (Euler) po nauéniku koji ih je prvi izveo. U slu€aju sa slike, §to
je Cest prakticni primer, kada je wx=my=0 i ®z=m, ove jednacine dobijaju sledeCi oblik:

Vxi = - @Yj
Vyi = OXj (2.10)
vzi = 0

U slu€aju pokretnog koordinatnog sistema, koji se krece zajedno sa telom koje rotira, prvi
izvodi ortova koordinatnih osa po vremenu biée na osnovu vektorske jednagine (2.7)(V =0x T ):

di - =

—=w X1

dt

d—]—éx] 2.11)
dt '
&k oxk

dt



Ovaj skup predstavlja takozvane Poason-ove (Poisson) jednacine i bi¢e kori§éen u daljem izlaganju.

2.4. Relacija medju vektorima linijskog i ugaonog ubrzanija.

Linijsko ubrzanje se dobija, kao S§to znamo, diferenciranjem brzine po vremenu, te mozemo

pisati:
oodvy; d,. .. _do . . df
dj=—=—(Ox})=—xTh{ +Ox— (2.12)
dt dt dt dt
odnosno
dj =ax T +OxVj (2.13)

Prvi &lan, koji ¢emo oznaditi sa 8. =axTj, je normalan na ravan koju obrazuju @ i T,

(&H ®), pa je kolinearan sa brzinom \7i, odnosno sa ortom tangente ?0 u tacki Aj na krugu
polupreénika Pj= T, .sin(®,T;). Taj krug je putanja tacke Aj pri rotaciji. Intenzitet vektora @ je:
do

i) = o.pj = Epi (2.14)

!

o

agj = ourj.sin(o,

Ovo je tangenciono ubrzanje i odgovorno je za promenu ugaone brzine po intenzitetu (o= dm/dt).
Drugi ¢lan u izrazu za linijsko ubrzanje je:

OXV, =dx(OxT) =dx (@ (F, +p,)) =—0°p; =4, (2.15)

imajuéi u vidu da je vektorski proizvod @ i ?Z nula, obzirom da su kolinearni. Rezultuju¢i vektor
izraza je usmeren duz radijusa krivine u tacki Aj, od nje, i predstavlja normalnu komponentu ubrzanja

odgovornu za promenu pravca vektora brzine \7i. Njegov intenzitet je, s obzirom da je (T)J_Vi:

anj = ®.vi.sin(®,V;) = 0.vj (2.16)

Posto se tatka Aj krece po krugu polupreCnika pj, to se (preko veze vj=mpj) ovaj intenzitet moze
izraziti i kao:

V2

anj = ®pj = — (2.17)
Pi

8to smo vec sreli kod jednakog kruznog kretanja i nazvali ga centripetalnim ubrzanjem.
PRIMERI. Kako izgleda zakon puta kod ravhomernog rotacionog kretanja tela a kako kod
jednako ubrzanog?

U prvom slucaju je:

O = a9 = const
dt

odnosno d¢ = odt, Sto jednostavnom integracijom daje:

¢ = ot +C1 = ot + Qg (2.18)
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gde je @g pocetni ugao, u trenutku t=0.

Kod jednako ubrzanog rotacionog kretanja postoji ubrzanje a.:

do

= const

Obzirom da je o konstantnog intenziteta i kolinearno sa ®, integracijom izraza do=oudt
dobijamo ugaonu brzinu, a jo§ jednom integracijom ugao rotacije:

o =at+Cq=at+ wg

(2.19)

5 + 0ot + Co = + 0ot + Qg

(2.20)
pri emu je mg poCetna ugaona brzina, u trenutku t=0.

Ocigledna je analogija oblika ovih izraza sa izrazima za put, brzinu i ubrzanje kod linijskog
kretanja.
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DINAMIKA MATERIJALNE TACKE

Deo mehanike koji se bavi izu€avanjem kretanja tela zajedno sa njegovim uzrocima naziva
se DINAMIKA.

Uzrok promene stanja kretanja ili deformacije tela je njihovo medjusobno dejstvo il
interakcija. Mehanicke interakcije tela de8avaju se ili neposrednim dodirom tela (na primer lokomotiva
vuCe vagone) ili posredstvom posebne materijalne sredine koja se naziva fizicko polje (Sunce priviaci
planete posredstvom gravitacionog polja).

3.1. Prvi Njutnov zakon. Inercijalni sistemi.

Osnovne stavove dinamike formulisao je Njutn (I. Newton, 1687 godine) u svojim
"Matemati¢kim principima prirodne filozofije", (Philosophie naturalis principia mathematica), u obliku tri
osnovna zakona kretanja.

Prvi Njutnov zakon ili zakon inercije glasi: Svako telo zadrZava stanje mirovanja ilf
ravnomernog pravolinijskog krelanja sve dok ga druga fela svofim dejstvom ne prinude da promeni fo
stanje.

Ovde se telo posmatra kao materijalna tacka, tj. iz razmatranja se iskljuCuje obrtno kretanje.
Medjutim, vide¢emo da isti princip vazi i za rotaciju tela - da telo bez spoljnjih uticaja tezi da zadrzi
ravnhomerno obrtno kretanje, ili mirovanje.

Dakle, svako drugo kretanje, sem ravnomernog, je prinudno kretanje, pod dejstvom drugih
tela, u interakciji sa njima.

Prvi Njutnov zakon nemogucée je eksperimentalno proveriti na Zemlji poSto je nemoguce
dovesti telo u uslove da na njih ne deluju druga tela (postojanje gravitacije, otpora vazduha, trenja...).
Ipak uopsStavanjem nekih Cinjenica moZe se uveriti u ispravnost zakona (uz ograniCenje posmatranja
tela po odredjenom pravcu ili ekvipotencijalnoj povrSini). Na posredan nalin ispravnost | Njutnovog
zakona pokazuje se slaganjem svih zakljuCaka koji se iz njega dobijaju sa eksperimentalnim
rezultatima.

Kada se govori o mirovanju ili ravhomernom kretanju postavlja se pitanje: u odnosu na Kkoji
referentni (koordinatni) sistem se to odnosi? Sam Njutn je podrazumevao da se tu radi o nekom
apsolutnom kretanju u apsolutnom prostoru: "Apsolutni prostor je po svojoj sustini nezavisan od bilo
Cega spoljasnjeg i ostaje uvek isti i nepokretan". Ovo je metafizicko glediSte i ne odgovara stvarnosti
u kojoj se svako telo nalazi i kreée. VeC¢ smo ranije istakli da je kretanje moguce definisati samo
relativno, u odnosu na druga tela.

Posmatranja pokazuju da | Njutnov zakon ne vazi u odnosu na svaki referentni sistem.
Razmotrimo nekoliko primera. Neka je za referentni sistem izabran vagon ili autobus koji se kreée
ravnomerno pravolinijski. Ako se zanemari tresenje i kloparanje u njemu ¢e vaziti zakon inercije. Tela
koja miruju ostaju u miru, ona koja se kreéu nastavljaju da se kre¢u uniformno. Medjutim, &im vagon
po¢ne da zaokreée, koci ili se ubrzava, zakon se naruSava, tela koja su do tada mirovala poCinju da
se krecu ili padaju bez vidnog delovanja drugih okolnih tela na njih.

Uzmimo zatim za primer Zemljinu kuglu kao referentni sistem. Zakon inercije ovde vaZzi
mnogo tacnije, ali i ovde neka paZljiva posmatranja fiziCkih procesa (oscilovanje klatna, tok morskih i
vazdusnih struja) otkrivaju odstupanja od | Njutnovog zakona, odnosno onog $to iz njega sleduje.

Ako se, medjutim, referentni sistem veze za Sunce, sa osama usmerenim prema odredjenim
zvezdama, u takvom sistemu zakon inercije vazi prakticno sasvim tac¢no.
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Referentni sistem u odnosu na koji vazi | Njutnov zakon naziva se INERCIJALNI SISTEM.

Kako je re€eno, heliocentricni sistem prakti€éno predstavlja inercijalni sistem. Takodje i svaki
drugi sistem koji se u odnosu na njega kre¢e ravnomerno i pravolinijski bi¢e inercijalan. Svaki sistem
koji u odnosu na neki od inercijalnih sistema ima ubrzanje, sam neée biti inercijalan, to su
neinercijalni sistemi. Ocigledno da ¢e samo kretanje zavisiti od toga iz kog sistema se posmatra, o
¢emu ¢emo detaljnije govoriti kasnije.

3.2. Drugi Njutnov zakon. Jedinice sile i mase.

Ako jedno telo deluje na drugo tada se ovo prvo ponaSa kao uzrok promene stanja kretanja
drugog tela. Kazemo da ta dva tela medjusobno interaguju. FiziCka veli€¢ina kojom se mere interakcije
izmedju tela naziva se SILA. Ovaj fizicki pojam nije pristupatan neposrednom posmatranju, veé¢ se
prisustvo sile manifestuje preko posledica koje ona izaziva u interakciji, bilo izmedju razliCitih tela bilo

m izmedju fizitkog polja i tela.

m, Interakcija tela se manifestuje ili preko promene
njihove brzine ili preko njihove deformacije, pa su to i
naini da se sile uporedjuju, odnosno mere (na primer,
jedan nacin merenja sile je preko dinamometra - elasti¢ne

opruge Cija je deformacija proporcionalna sili).
Eksperimentalno je utvrdjeno da dejstvo sile na
Slika 3.1. Primer delovanja sile dato telo zavisi od napadne tacke, intenziteta, pravca i
smera sile. Znadi, sila je vektorska veli¢ina. Po prirodi sile

mogu biti veoma razli¢ite: mehanicke, gravitacione, elektromagnetne i nuklearne sile.

Drugi Njutnov zakon se odnosi na interakcije tela i u formulaciji koju je sam Njutn dao glasi:
Promena stanja kretanja tela proporcionaina je sili koja na njega deluje i visi se u praveu u kome
sila deluje.

Promena stanja kretanja znali da telo menja stanje mirovanja ili ravhomernog pravolinijskog
kretanja, tj. da se menja njegova brzina, odnosno da telo dobija ubrzanje. Dakle, rezultat dejstva sile
je ubrzanje tela. Znadi sila F kojom neko telo deluje na posmatrano telo bi¢e proporcionalna ubrzanju
koje telo dobija:

1

F = k. (3.1)

gde je k-konstanta proporcionalnosti. Kako smo ve¢ istakli, sila je vektorska veli¢ina i to kolinearna
sa ubrzanjem kao svojom posledicom, pa je u stvari:

F=k-a (3.2)

Posmatrajmo dva tela razli¢itih dimenzija, od istog materijala, povezana elastichom oprugom,
kao na slici. Posle sabijanja opruge i oslobadjanja tela konstatovace se da su tela dobila razli¢ita
ubrzanja. Dakle, promena kretanja (pri dejstvu iste sile) zavisi i od nekih svojstvenih osobina tela. Ta
osobina tela karakteriSe se posebnom fiziCkom veli¢inom-masom (m).

Merenjem ste¢enih ubrzanja i masa tela, moze se utvrditi da vazi slede¢a proporcionalnost:

m,
m,

a,
a,

Dakle, sila je proporcionalna ubrzanju, ali i masi i to tako (pokazuju eksperimenti) da je:

F=m-a (3.3)
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Sto je matematiCka formulacija Il Njutnovog zakona. Ovo je vektorska jednalina, kojoj obzirom na
definicije brzine i ubrzanja odgovaraju sledece tri skalarne jednacine:

dv g2
rmyzmiﬁzma¥=ﬁ (34)
2
ma=mdz=m9£=F

Masa tela zavisi od veli¢ine tela i od njihove supstance. Njutn je smatrao da je masa mera
koli€ine materije u telu. Medjutim pokazalo se da je ovo miSljenje metafizicko, odnosno nekorektno.
Razvojem nauke je pokazano da je materija Sira kategorija od mase, obuhvata recimo i energiju.

Masa se moze definisati, kao i svaka druga fizicka veli€ina, na osnovu skupa objektivnih
zakonitosti u odnosu te veli€ine sa drugim fizickim veliCinama. U slu¢aju mase, jedna od tih
zakonitosti data je upravo Il Njutnovim zakonom u smislu pojma inertnosti tela. Inertnost tela
podrazumeva postojanje karakteristike tela - mase - koja se ispoljava €injenicom da razliCita tela pod
dejstvom iste sile dobijaju razlicita ubrzanja. Gornji izraz m,/my=Ila,/a,] omoguéuje da se mase
razli¢itih tela kvantitativno uporede. Masa izmerena na taj nacin naziva se inerciona masa posto se
meri na osnovu inercionih pojava.

Iz svega se moze zakljuéiti sledece: Ubrzanje @ koje telo dobije upravo je proporcionalno sili

—

F, a obrnuto proporcionalno masi tela:

(3.5)

o)
I
3|

Ovaj izraz, odnosno vektorska jednacina (3.3), ujedno predstavlja osnovnu jednacinu
dinamike.

Izraz (3.5) moze posluziti i kao definiciona formula za definisanje dimenzija i jedinica sile.
Rekli smo vel ranije da je masa osnovna fizicka veli¢ina i da je u medjunarodnom SI sistemu
jedinica mase 1 kg. U istom sistemu, jedinica za ubrzanje je 1m/s . Jedinica za silu mora tako da se
izabere da pod njenim dejstvom telo mase 1 kg dobija ubrzanje od 1 m/s®. Ta jedinica se naziva 1
Njutn odnosno 1 N. Dakle dimenzije sile su MLT?, a jedinica je 1 N = 1 kgm/s®.

3.3. Impuls (ili koli€ina kretanja).

Kao osnovnu karakteristiku mehaniCkog kretanja tela Njutn je uveo novu fiziku veli¢inu koja
je nazvana impuls ili koliéina kretanja, a koja je definisana kao proizvod mase i brzine tela:

p=mv (3.6)
Impuls je vektor kolinearan sa vektorom brzine tela, a intenzitet mu je jednak proizvodu mase i
intenziteta brzine. U opStem sluc¢aju, u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu ovaj vektor ima

tri komponente:

p, = mv, , p, = mv, i p, = my,
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Ako je m=const>0, $to se u klasitnoj mehanici uvek predpostavlja, tada je promena vektora [
prouzrokovana samo promenom vektora brzine V. Promena P ima znaCajnu ulogu pri odredjivanju

kretanja tela pod dejstvom sile.

Dimenzije i jedinice impulsa mogu se izvesti iz dimenzija mase i brzine, a jedinice nemaju
posebne nazive ni u jednom sistemu jedinica.

Na osnovu definicije impulsa Il Njutnov zakon se moze iskazati na sledeci nacin: -Promena
impulsa nastala u malom intervalu vremena podeljena sa tim intervalom vremena srazmerna je sili
koja dejstvuje na telo i deSava se u pravcu i smeru dejstva te sile. MatematiCki se to moze izraziti
na sledeéi nacin:

AP A(MV) =
AP _ AMY) _¢ (3.7)
At At
Ova jednacina predstavija pocetak diferencijalnog rac¢una, $to je bio vazan ¢inilac u razvoju
fizike i matematike toga doba.
Uvodjenjem elementarnog intervala vremena, pri ¢emu je sila u tom intervalu priblizno
konstantna, jednalina se moze pisati u slede¢em obliku:
. Ap .
lim e lim
A0 At A0 At dt dt

AMY) _ d@v) _dp _ -

Ako je masa tela konstantna, tada ova jednacina daje ranije navedeni izraz za Il Njutnov zakon:

—=m—=ma=F (3.8)

Sto je diferencijalna jednacina kretanja tela. Ovde je F rezultanta svih interakcija tela mase m sa
drugim telima, a & ubrzanje tela u odnosu na dati inercijalni sistem.

Vazi i obrnuto, ako je poznato F, promena impulsa se moZe odrediti integracijom:

t2
dp=Fdt , odnosno P, —p, = jr:dt (3.9)
tl

Vratimo se za trenutak na konaéne priraStaje impulsa i vremena i njihove odnose:

i—? =(F) odakle je (FYAt = AP (3.10)

Velicina (F)At, proizvod srednje vrednosti sile u intervalu vremena At, za koji se posmatra njeno

dejstvo, naziva se "impuls sile". To je vektorska veliCina srazmerna vektorskoj promeni impulsa u
odredjenom vremenskom intervalu.

3.4. Treéi Njutnov zakon: Zakon akcije i reakcije.

O sili smo govorili kao o uzroku promene stanja kretanja tela, ali nismo vodili ratuna o
izvorima sila, odnosno o drugim telima koja izazivaju tu promenu. Sila u opStem sluaju karakterise
medjusobnu interakciju dva tela i njena prava uloga u interakciji je odredjena Ill Njutnovim zakonom,
koji glasi: Uzajamna dejstva dvaju tela su medjusobno jednaka i suprotno usmerena, odnosno sila
akcije je po intenzitetu jednaka, a po smeru suprotna sili reakcije.
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| ovaj zakon potiCe iz uopStavanja iskustvenih Cinjenica. Na primer, posmatrajmo uzajamno
dejstvo dva tela masa m, i m, (Zemlja i kamen, Zemlja i mesec, dva tela vezana napregnutom
oprugom), kao na prilozenoj slici. Sile kojima jedno telo deluje na drugo jednake po intenzitetu, a
suprotne po smeru:

m = o

mo oz . 2 F. =-F, (3.11)

: |:_: B Jedna od ovih sila (recimo IEab) se naziva akcija, a druga
al ba

reakcija. Pod dejstvom ovih sila tela ¢e promeniti stanje
Slika 3.2. Akcija i reakcija kretanja (dinami¢ko dejstvo sila) ili izvriti deformaciju oblika
(statiCko dejstvo).

Il Njutnov zakon ima izvesna ograni¢enja. Ne moze se primeniti na sile koje zavise od
brzine kretanja tela, kakve su Lorenc-ova (Lorentz) sila i inercijalne sile. Takodje se u njemu ne vodi
racuna o konacnosti brzine prostiranja svakog dejstva (5to u Njutnovo vreme nije ni bilo poznato).

Po drugom Njutnovom zakonu, tela iz prethodnog primera dobijaju odgovaraju¢a ubrzanja:
a,=F,/m, i a,=F_,/m,. Na osnovu jednakosti intenziteta sila, m,a,=m,a,, je a,=(m,/m,)a, odnosno
a,=(m,/m,)a,. Dakle, oba tela menjaju istovremeno stanja kretanja, dobijaju ubrzanja, koja su obrnuto
proporcionalna njihovim masama.

Tre¢i Njutnov zakon moze se ilustrovati i u slu€aju statitkog medjudejstva tela, odnosno kada
nema kretanja tela. Zamislimo teg na masivnom postolju. Teg na postolje deluje silom svoje tezine

Q. sila akcije, a postolie na njega silom otpora ili reakcije R. Pri tome je vektorski zbir ovih sila

jednak nuli, na osnovu Il Njutnovog zakona, IEZ+Q=O. Ovaj izraz medjutim ne predstavlja ravnotezni

uslov dejstva dve jednake sile na jedno telo, jer ove sile dejstvuju na razli¢ita tela (teg i postolje).

Dakle, sva tri Njutnova zakona predstavljaju jednu celinu, koja se moze sazeti na slede¢i nagin:
Svako ubrzanje tela uslovljeno je nekom silom. Svaka sila je mera dejstva jednih tela na druga i sve
sile imaju karakter uzajamnog dejstva. Ovi zakoni uopS$tavaju sve iskustvene Cinjenice i €ine osnovu
klasicne mehanike, koja se ¢esto naziva i Njutnova mehanika.

3.5. Zakon odrzanja impulsa. Primeri.

Videli smo da je impuls (ili koli¢ina kretanja) proizvod mase Cestice i njene brzine:

p=mv (8.12)

Prvi Njutnov zakon izrazava svojstvo tela da u odsustvu sila imaju konstantnu vrednost brzine,
odnosno, kako je m=const., konstantnu vrednost impulsa:

. dp I

F=0 = E:O = p = mv = const (8.13)

Ovo svojstvo je specijalan slu¢aj jednog opStijeg fizitkog zakona - zakona o odrzanju
impulsa.

Posmatrajmo dva tela vezana elasticnom
oprugom Kkoja je u pocetku posmatranja sabijena,
kao na slici 3.3. Pri oslobadjanju tela se razilaze.
Na osnovu Il Njutnovog zakona razilaZzenje je
izazvano silama akcije i rekcije koje su medjusobno

m,

m,

jednake, ali su suprotnog smera, |31:-|32,

Slika 3.3. Zakon odrzanja impulsa

odnosno:
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Kako su mase tela konstantne, mozemo pisati:

d(m,v, +m,v,)
dt B

0

Ovo je tatno kada je izraz u zagradi konstantan, jer je izvod od konstante nula, pa se moze pisati:

m,v, +m,Vv, = p, +p, = const (3.14)

? Dakle, u slu¢aju kada na sistem ne deluju nikakve

1 g spoljasnje sile, odnosno kada je sistem izolovan, impuls

P m ~ N sistema od dva tela ne moze se promeniti samo pod
/ ! — N\ dejstvom sila njihove uzajamne interakcije.

\ F—> F 1,2 \ Ovaj zaklju¢ak moze se uopstiti na sistem od viSe

\ 13 \ tela. Zamislimo sistem od n-Cestica koje u opStem slucaju

interaguju i medju sobom i sa telima van ovog sistema.
Pri tome ¢emo sile podeliti na unutradnje (sa dva) i
spoljasnje (sa jednim indeksom), kao na slici 3.4. Prema Il
Njutnovom zakonu, da bi se opisalo stanje kretanja
sistema, za svaku cCesticu treba napisati odgovarajucu
diferencijalnu jednaCinu kretanja, ukljuCujuéi sve sile koje
na nju deluju. Na taj nacin dobiéemo sistem od n-
Slika 3.4. Sistem vise tela jednacina, sledeceg oblika:

|
[}

dmyv,) _dp, - =

at dt:12+1’3+ thy,th
dm,v,) dp - - = =
%Zd_::':u*":z,eﬁL Thn th
dim,v,) dp = - - =
%:d_;:FS‘l-FF&Z-F...-F o +F
dim . v,) dp = - - =
dnt n- = dtn =F,+F,+..+F 1 +F,
Sabiranjem ovih jednacina, imajuéi pri tome u vidu lll Njutnov zakon na osnovu koga se

odgovarajuc¢i parovi unutrasnjinh sila izmedju pojedinih €estica poniStavaju kao sile akcije i reakcije

(Fi'j = —iji ), dobijamo:

d(m,Vy +m,V, + Vs +..+m V) ir:
=2h
dt i=1
Ukoliko je zbir spoljaSnjih sila sa desne strane jednacine jednak nuli, za takav sistem kazemo da je
zatvoren, odnosno izolovan. Kada, medjutim, levu stranu ove jednacine izjedna¢imo sa nulom
proizilazi da je izraz u zagradi konstantan, odnosno da je:
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n
MV, + MV, + MgV +..+4m v, = Zmivi = Zﬁ. =P = const (3.15)
=1

Dakle, za zatvoren odnosno izolovan sistem Cestica ukupan impuls je konstantna veli¢ina. Ova
tvrdnja predstavlja zakon o odrzanju (o€uvanju) impulsa. Ovo je jedan od osnovnih zakona fizike.
Posledice ovog zakona su sledece:
a) Impuls zatvorenog sistema Cestica u trenutku t isti je kao na poCetku posmatranja u trenutku t;
b) Samo na osnovu ovog zakona se ne mogu odrediti brzine Cestica ni za najprostiji sistem od dve
Cestice (jedna jednacina a dve nepoznate veliGine);
c) Impuls pojedinih &estica moze se menjati sa vremenom, ali ne i impuls sistema u celini;
d) Ovaj zakon dozvoljava iskljuivanje unutradnjih sila pri razmatranju kretanja sistema, Cime se
pojednostavljuje prakti¢no reSavanje dinamike sistema.
Jednacgina (3.15), koja predstavlja zakon o odrzanju impulsa, bila je napisana u vektorskom
obliku. Njoj, kao i jednacini koja joj je prethodila, odgovaraju po tri skalarne jednadine:

odnosno:
n n
> my, =0, d>myv, =0 i myv,, =0
i=1 i=1

Dakle, ako je zbir komponenata spoljasnjih sila u nekom pravcu jednak nuli, za taj pravac
vazi zakon o odrzanju impulsa. Na primer, u blizini Zemljine povrSine na svako telo deluje sila
Zemljine teze u vertikalnom pravcu, ali u horizontalnoj ravni impuls zatvorenog sistema ¢e biti
konstantan. Ova €injenica Cesto olak8ava razmatranje kretanja tela.

PRIMERI:

a) Zakon o odrzanju impulsa se moze primeniti za procenu uzmaka oruzja (mase m,) pri ispaljivanju
zrna (m,). Ako se zna masa i brzina, v,, ispaljenog zrna (meri se balistickim klatnom, o ¢emu
¢emo govoriti kasnije uz zakon o odrzanju energije), impuls oruzja ili uzmak nakon ispaljivanja
zrna se dobija iz zakona o odrzanju impulsa sistema zrno-oruzje: p,=-m,v, (ukoliko je oruzje pre
opaljivanja mirovalo).

b) Primena zakona odrzanja u horizontalnoj ravni objasSnjava zasto se javlja uzmak kolica na kojima
osoba stoji, pri pokusaju da sidje sa njih. Silazak stvara impuls osobe usmeren na jednu stranu,
§to izaziva isti impuls kolica, ali usmeren na suprotnu stranu.

c) Istovetan je sluCaj uzmaka ¢amca u kome se kreCe osoba. Pomeranje osobe na jednu stranu
izaziva uzmak ¢amca na drugu stranu, Sto Cesto rezultuje nezeljenim kupanjem.

d) Nuklearni raspad jezgara na dva ili viSe delova je primer sloZenijeg sistema u kome vazi zakon
0 odrzanju impulsa.

e) Kretanje raketa se zasniva na ovom zakonu, impuls goriva pri isticanju proizvodi suprotan impuls
koji pokrec¢e raketu. Ovaj slu€aj je neSto komplikovaniji za opisivanje zbog istovremene promene i
mase rakete izazvane isticanjem goriva.

f) Svakako da ovaj zakon vazi i u slu€aju kada je ukupan impuls sistema razliCit od nule. Tada se

promene impulsa pojedinih delova sistema sabiraju sa impulsom celog sistema. Tako se pri eksploziji

projektila nastali delovi kreCu na sve strane ali i dalje sa ukupnim impulsom jednakim impulsu u

trenutku eksplozije.
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3.6. Zakon nezavisnosti dejstva sila. Slobodno i vezano kretanje.

Njutnovi zakoni mehanike odredjuju odnose izmedju kinemati¢kih (ubrzanje, brzina) i
dinamickih veli¢ina (rezultuju¢a sila). Drugim re€ima, nacin kretanja tela zavisi od prirode sila koje na
njega deluju. O tome éemo ovde govoriti.

Zakon o nezavisnosti dejstva sila nastao je na osnovu eksperimentalnog prou€avanja kretanja
tela i glasi: "Dejstvo svake sile na uoceno telo ne zavisi od ftoga da Ii se ono nalazi u miru ili u
kretanju (izuzimaju se Lorenc-ove sile), niti od broja sila koje na telo dejstvuju”.

Telo se ponaSa tako kao da na njega deluje samo jedna sila koja je rezultanta tih sila.
Rezultanta je vektorski zbir svih sila koje deluju na jedno telo. Prema tome Il Njutnov zakon glasi:

d2r no_ _
mWZZFi = FR (3.16)
i=1

Slobodno i prinudno (vezano) kretanje tela se razlikuju na osnovu eventualnih prostornih
ogranicenja kretanja. Telo koje pod dejstvom sila moze da se kreée u proizvoljnom pravcu i smeru

vrSi slobodno kretanje. Ukoliko na telo pored aktivnih sila, IE deluju dopunski uslovi koji ograni¢avaju
njegovo kretanje, ono vrSi prinudno ili vezano kretanje (kretanje tela na povrsSini stola, klatna

obedenog o neistegljivu nit, itd.). Ovi dopunski uslovi se opisuju pomo¢u tzv. sila reakcije veze, R.
Ove sile se takodje moraju ukljuciti u diferencijalnu jednacinu kretanja, pa je:

mﬂzznfi+zm:§k (3.17)

3.7. Odnos kinematickih i dinamic¢kih veli¢ina. Diferencijalna jednacina kretanja.
Zadaci dinamike.

Odnosi kinemati¢kih i dinamic¢kih veliCina kretanja dati su Il Njutnovim zakonom na ve¢ poznat
nacin:

=
—=— (3.18)
m

Ovo je diferencijalna jednacina kretanja drugog reda u vektorskom obliku. Ova jednacina je polazna
tatka za reSavanje svakog dinami¢kog problema, bilo da se radi o odredjivanju jednacine kretanja ili
trajektorije uz poznavanje oblika sila ili odredjivanje oblika sile ako je poznata jednalina kretanja
T=T(@).

Prakticno se to radi preko skalarnih jednacina. Gornjoj vektorskoj jednacini odgovaraju tri
skalarne jednaline:

F d’y F _ d’z F,
—_—=, —=-— i —_— = (3.19)

m dt> m dt> m
Ovo je sistem diferencijalnin jednalina kretanja drugog reda, Cije reSavanje predstavija osnovni
zadatak dinamike.

Integracijom jednaCina (3.19) mogu se dobiti tri funkcije x=x(t), y=y() i z=z(t) koje
predstavljaju kona¢ne jednaline kretanja tela. One omogucuju da se odredi polozaj tela i njegova
brzina za svaki trenutak vremena t>t,, ako su poznati m, F i tzv. pogetni ili grani¢ni uslovi (T, i V,
u trenutku t)) , u odnosu na dati inercijalni koordinatni sistem. Integracijom (dvostrukom) se u stvari
odredjuju familije krivih kao mogucih reSenja, a na osnovu pocetnih uslova se odredjuju integracione
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konstante, odnosno odredjuju konkretne trajektorije za dati sluaj. Pri tome nije potrebno poznavati
prirodu sila (gravitaciona, elektromagnetna, itd.), ve¢ samo njenu zavisnost od T, V i t:

F=FT.vy (3.20)
Sa druge strane, ako su poznati zakoni kretanja, odnosno konacne jednaline kretanja
T =T (t), dvostrukim diferenciranjem mogu se odrediti sile:

F=m—:7- (3.21)

Sto je po pravilu jednostavnije u odnosu na prethodni postupak.

Problemi odredjivanja zakona puta na osnovu poznavanja sila ili sila na osnovu zakona puta
predstavljaju osnovne zadatke dinamike. U opStem sluaju ovi problemi mogu biti veoma slozeni.
Ovde ¢emo se zadrzati na reSavanju dinamiCkih problema za neke jednostavnije sluCajeve kretanja.

3.8. Pravolinijsko kretanje materijalne tacke.

U ovom slu€aju kretanje se vrSi duz jedne prave linije i uvek se moze odabrati da to bude

jedna od koordinatnih osa, recimo neka je to x-osa. Pri tome F, i V, imaju isti smer, te je
potrebno resiti samo jednu diferencijalnu jednacinu oblika:

d?x dx
m—:Fx,—,t 3.22
o2 ( o ) (3.22)

Naved¢emo nekoliko primera pravolinijskog kretanja, za razli¢ite oblike sila.

3.8.1. Kretanje pod dejstvom konstantne sile: F=const.

Ovo je najjednostavniji primer kretanja i javlja se recimo pod dejstvom sile Zemljine teze, za
mala rastojanja od povrS§ine Zemlje. Ako koordinatni sistem izaberemo tako da je x-osa usmerena
vertikalno nadole, mozemo pisati:

F, = mg = const, F,=F,=0

Diferencijalna jednacina kretanja je oblika

mﬂ—m odnosno g(d—x)—
a dtdt’

MnoZenjem ovog izraza sa dt i jednostavnom integracijom dobijamo:

dx
—=0t+C, =vVv
dtg 1

Jo$ jednom integracijom zadnjeg izraza dobijamo:

x=%gﬁ44%t+cz (3.24)
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Ovo je opste reSenje diferencijalne jednacine kretanja. U zavisnosti od pocetnih uslova dobijaju se
razlicite vrednosti za C, i C,, pa se prema tome mogu razlikovati tri sluaja: slobodan pad, hitac u
vis i hitac na dole.

SLOBODAN PAD je slutaj kada telo pada iz mira, sa po¢etnom brzinom jednakom nuli, pa je:

t=0: v,(0)=0 x(0)=x, => ©C;=01i Cy=x,

odnosno
. 1 .
v,= — =gt i X=§gt +X, , y=z=0

Odavde se eliminisanjem vremena moze dobiti vrednost brzine koju telo stekne kada padne iz
polozaja x, u polozaj x, za rastojanje h=x-x.:

v=,J20(X—X,) = 4/2gh . (3.25)

HITAC U VIS je slu€aj kada telo u poCetku kretanja ima pocetnu brzinu usmerenu vertikalno nagore
(sa negativnim predznakom, jer je usmerena suprotno izabranom smeru x-ose):

t=0: v(0)=—v, x(0)=0 => C,=-vo i C,=0

odnosno

t X = 1gt2 t 0
Vo= —7 = - Ve ) - — Vol =Z=
a ° 2 d

Iz ovih izraza se moze dobiti vreme potrebno da telo dostigne maksimalnu visinu, kao i maksimalna
visina. Telo se prvo kreCe usporeno, zaustavi se i zatim slobodno pada. Vreme penjanja se dobija
izjednaCavanjem brzine odnosno prvog izvoda puta po vremenu sa nulom, a visina se dobija
zamenom tog vremena u izraz za Xx:

dx v,

Vo= —— =gt—VO=O => tmax=_

dt g
= Lalo)? yp(le)= Ve
™27y g’ 2

Znak minus oznacava kretanje nagore, odnosno nasuprot smera x-0se.

HITAC NA DOLE je slutaj kada je pocetna brzina usmerena na dole, odnosno u smeru x-ose:

t=0: v, (0)=v, , x(0)=x, => Ci=v,, C,=x,

odnosno

1
V=gt+v, i X = Egt2 + Vol + X,
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Izraz za predjeni put ovde ima tri ¢lana, prvi potice od sile F=mg drugi od inercije (po | Njutnovom
zakonu), a trec¢i od izbora koordinatnog pocetka, odnosno poéetnih uslova.

3.8.2. Kretanje pod dejstvom sile koja zavisi od brzine: F=F(v).

Primer za ovo kretanje bi bilo kretanje tela kroz otpornu, viskoznu sredinu. Sila otpora
sredine zavisi od brzine tela. Za male brzine je:

F=—kv (3.26)

Primer ovakve sile zapazamo pri voznji automobilom, ako pruzimo ruku kroz prozor. Pri maloj brzini
sila kojom vazduh deluje na ruku je mala, dok se sa povecanjem brzine i sila povecava; dakle
proporcionalna je brzini kretanja.

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da se kretanje vrSi duz x-ose. Diferencijalna jednacina
kretanja u ovom slucaju je:

m—- = —kv odnosno =-—V, =—-qV, , a=

Razdvajanjem promenljivih i integriranjem dobijamo:

dv,
j =—-a Idt odnosno In(v,) = —at+C,
\

X

Iz poCetnih uslova imamo za t=0: v,(0)=0, C,=In(v,) , pa je brzina:
v, = v, €™ = v, exp(—at) (3.27)
Kako je a>0, to je €™ <1 pa je v,<v,, odnosno kretanje je usporeno, brzina opada sa vremenom po

eksponencijalnom zakonu. Daljom integracijom dobijamo:

\'
X=v,] e®dt= ——2> &* +C,
(04
Iz pocetnih uslova dalje imamo: iz t=0, x(0)=0 => C,=v /a, pa je:
\'

Xx=—(1—-e™) (3.28)
o

Kako t raste, drugi ¢lan u zagradi tezi nuli, pa se za ukupan domet tela do zaustavljanja moze uzeti:

. %
xg = lim x= —=2%
t—>w o
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3.8.3. Linearno harmonijsko kretanje pod dejstvom sile F=F(x).

Primer za ovakvo kretanje bi bio kretanje pod dejstvom elasticne sile opruge izvedene iz
ravnoteznog polozaja. Nastala sila je direktno srazmerna udaljenju tela od njegovog ravnoteznog
polozaja, odnosno

F=F(X)=—-k'xi (3.29)
gde je k'=const., znak (-) oznaCava da je sila usmerena ka ravnoteznom polozaju, odnosno nasuprot

smeru porasta rastojanja x.
Diferencijalna jednacina kretanja u ovom slu€aju ¢e imati sledeci oblik:

2
y md—;( =—k'x
dt
E m
0O : - oy odnosno:
2
Slika 3.5. Linearno harmonijsko d_x +(o§x =0 (3.30)
kretanje dt?

gde je ®,” =k/m. Ovo je obiéna (ili homogena nepotpuna)

diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima i njeno reSavanje ne predstavlja
veéi matematicki problem. Ovu jednacinu treba zapamtiti jer ¢emo je kasnije Cesto sretati.
Da bi smo resili jednacinu (3.30) napisimo je u obliku koji sadrzi samo prvi izvod:

dv
—X = _p2x
dt

Neposredna integracija je ovde nemoguca jer u jednacini figuriSu tri promenljive veli¢ine: v,, x i t.
Zato ¢emo jednu za ftrenutak eliminisati i to neka bude t, a nadjimo vezu x i v,. U tu svrhu
iskoristimo sledec¢u transformaciju:

X

dv _dvxd_x_dvxv
dt  dx dt  dx *

Tada gornja jednacina dobija slede¢i oblik:
v dv, = -0, xdx
Odavde jednostavnom integracijom dobijamo:

19 )
—Vy =——wgX° +C
2x 2o 1

Ako je u trenutku t=0, x=x, i v,,=0, za C, se dobija: C,=®,’x,/2. U tom sluéaju za brzinu mozemo
pisati sledeéi izraz:




Kako je v, = dx/dt iz ove jednakosti integracijom dobijamo:

X
—J = QM+

I —dX =0, Idt = arcsin(
X2 — %2 Xo

gde je sa @ oznaCena konstanta integracije. Odavde se moze pisati:

, . { ( ZKRJ }
X =X, SiN(@t+Q) = XoSiNq 0| T+—— |+ ¢ (3.31)

Mg

gde je k=0,1,2,...0vakvo kretanje materijalne tatke je harmonijsko oscilovanje €ija je amplituda x, i
kruzna frekvencija ®,. Veli¢ina (o +¢) ja faza oscilovanja, a ¢ pocetna faza. Kretanje je periodi¢no,
ponavlja se na identiCan nacin posle odredjenog vremenskog intervala, T, koji se naziva period
oscilovanja. 1z izraza (3.31), period oscilovanja se moze prikazati na slede¢i nacin:

27 Im
o, Kk’

Sledi da T ne zavisi od pocetnih uslova kretanja, niti od amplitude. Takvo kretanje je IZOHRONO.
Brzina i ubrzanje za ovaj slu¢aj se dobijaju diferenciranjem gornje jednacine:

dx

V, = —— = X,W,COS(Mt+Q) (3.33)
dt
dvy _

a, = T = —X,0,SIN(®+P) (3.34)

Materijalna taCka koja vr8i ovakvo kretanje naziva se LINEARNI HARMONIJSKI OSCILATOR.

3.8.4. Kretanje pod dejstvom sile koja zavisi od vremena: F=F(t).
U opsStem slu€aju zavisnosti sile samo od vremena u diferencijalnoj jednacini je jednostavno

moguce razdvojiti promenljive (x i t) i izvrSiti integraciju. Postojate u principu tri skalarne
diferencijalne jednaline kretanja:

d?x d? d?z
m—-=F (1), m—=F (t [ m—-=F (t
e A a2 , (D i a2 , ()

Integracijom i uklju¢ivanjem pocetnih uslova odavde se mogu dobiti funkcije brzine i puta:

dx 1

—=v, =—|F@{dt+v 3.35

= V= [Rdte, (3.35)

x=1 H{F, (Ddt}dt + v, t+ X, (3.36)
m

i analogno ovome za y i z komponente, ukoliko postoje.
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Kao primer sile koja zavisi od vremena mozemo navesti silu koja deluje na telo male mase
obeSeno o masivan linearni harmonijski oscilator (tako da ono ne uti¢e bitho na kretanje samog
oscilatora). Prema izrazu za ubrzanje oscilatora (3.34) sila koja deluje na posmatrano telo bila bi
harmonijska funkcija vremena. Pogodniji primer za ovakvu silu, bez ikakvih ograni¢enja, bilo bi
kretanje naelektrisane Cestice u promenljivom elektricnom polju.

Predpostavimo, dakle, da na materijalnu taCku deluje sila oblika:

F = IE(t) = F, cosmt

Neka je sila usmerena duz x-ose, koja je vertikalna, i neka je u trenutku t=0, x=x, i v=v,,. Sila
Zemljine teze i otpora sredine se zanemaruju.
Diferencijalna jednacina kretanja, odnosno njena jedina projekcija na x-osu, ima slede¢i oblik:

d?x d dx, F
m——- = F,cos ot odnosno —(—) = 2cosot
t dt "dt m

Iz ovog izraza se integracijom za brzinu dobija sledeéi izraz:

dx

F Fo .
o =2 fcosw tdt =—2sine t+Cy
m

mo

a ponovnom integracijom konaéno dobijamo:

F
Xx=-——2 COSO)t+C1t+C2
2
mo

Uklju€ivanjem pocetnih uslova dobijamo za brzinu i predjeni put sledeée izraze:

F .
Vy = —>=Sinot + Vgy
mo

Fo

m0)2

X =

(I-cosot) + vyt + X,

Dakle, Cestica se kreée po pravoj duz x-ose i ima dve komponente kretanja: po inerciji brzinom v, i
istovremeno osciluje sa frekvencijom © pod dejstvom promenljive sile F=F cosmt.

3.9. Pravolinijsko kretanje medjusobno vezanih tela.

Za kretanje medjusobno vezanih tela samo uslovho mozemo tvrditi da je to kretanje
neslobodnih tela odnosno kretanje pod dejstvom mehanickih veza, o ¢emu ¢emo kasnije govoriti, jer
ceo sistem ovde moze slobodno da se krece.
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Razmotrimo  kretanje tela koja su
medjusobno povezana neistegljivom niti duzine |,
kao na slici 3.6. Zanemarimo pri tome sile trenja i
masu niti i kotura. Sile teze i reakcije podloge za
tela masa m, i m, su uravnotezene, a i inate su
normalne na pravac kretanja i ne utitu na

kretanje tela. Jedina aktivna sila je Q3. Posto je

kanap neistegljiv, sva tela ¢e imati iste brojne
vrednosti brzine i ubrzanja. Ovaj uslov se moze
izraziti tzv. jednainama veze:

Slika 3.6.Kretanje tri vezana tela

Yyi=Y.=0,%x=0
|X1'X2|+|X2|+|YS|=‘ =XytYs

Jednadine kretanja za pojedina tela imace sledeéi oblik:

dv
m,—=N
ldt 1
dv
sz:Na_ 2
dv
maa:Qa'N4

gde su sa N;, N,, N; i N, oznaCene sile zatezanja niti. S obzirom na jednaline veze i jednakost
intenziteta sila akcije i reakcije, sabiranjem ovih jednalina, kretanje celog sistema se moze predstaviti
u slede¢em obliku:

dv
(m1 +m, +m3)E:Q3 =mg

odnosno odavde je ubrzanje, a=dv/dt:

m3
a=—————g=const.
m, + m, +m,

Pri tome sile zatezanja niti N i N, imaju ulogu unutradnjih sila i ne utiCu na kretanje sistema. One se
mogu naknadno odrediti iz diferencijalnih jednalina kretanja, posto je prethodno odredjeno ubrzanje.
Takodje je odavde jednostavno odrediti brzinu i predjeni put tela.

3.10. Krivolinijsko kretanje materijalne tacke.

Do sada je bila razmatrana dinamika pravolinijskog kretanja. Kretanje po krivoj liniji, odnosno
krivolinijsko kretanje je u opStem sluCaju sloZenije jer se odvija u prostoru, odnosno u specijalnom
sluéaju u ravni. VeliCine kojima se kretanje opisuje mogu se u tom slu€aju razloziti na svoje
komponente duz koordinatnih osa (tri pri kretanju u prostoru i dve pri kretanju u ravni). Razmotrimo
neke jednostavnije slu€ajeve krivolinijskog kretanja.
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3.10.1. Kos hitac u vakuumu.

Kos hitac u vakuumu predstavlja kretanje materijalne tacke pod dejstvom sile Zemljine teze,
F=mg=const, sa datom pocetnom brzinom koja zaklapa neki ugao sa horizontalnom ravni. Izaberimo
koordinatni sistem tako da se kretanje vrSi u xOz ravni, kao na slici 3.7.

Diferencijalne jednacine kretanja duz pojedinih koordinatnih osa imace sledeéi oblik:

d?x d’y d?’z
dt? dt? | dt? g

Jednostavnom integracijom ovih jednacina dobijamo:

dx dy dz
—=v, =C,, —=v,=C, i —=V,=—0t+C
a7 Y dt ° ?
Ponovnom integracijom ovih izraza bice:
gt?
x=C.t+C, , y=C,t+C; i z=—7 +C,t+Cq

gde su C,, C,, C;, C,, C; i G4 integracione konstante koje se
odredjuju iz poCetnih uslova kretanja: t=0 => x=y=z=0 i v=v,,.
Sledi

Slika 3.7. Kos hitac

C,=v,cosa Cy=v,sina C,=0 i C,=Cs=C4=0

Konacéno, parametarske jednacine brzine ¢e biti:

V,=V,COSQ v,=0 V,=V,sina—gt
i puta:
t 2
x=v tcoso y=0 z=v tsinal— T

Eliminisanjem vremena t iz ovih jednadina moZzemo dobiti jednainu putanje kosog hitca u
eksplicitnom obliku (ako t izrazimo iz x i zamenimo u 2):

2

gXx

— (3.37)
2v? cos’

z = xtgo—

Ovo je jednacina parabole okrenute nadole i temena pomerenog u odnosu na koordinatni pocCetak, sa
osom simetrije paralelnom z-osi. Teme parabole T(x;,z;) odredjuje se iz uslova maksimuma funkcije,
odnosno izjednaCavanjem njenog prvog izvoda sa nulom:

dz
Zotga
dx 2V; COS”
2 2
V2o v
X = —>Sin2a i z; = —2sin‘a .
29 29

Domet x4 kosog hitca se dobija iz uslova da je z=0:
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9

0=x(tgor-—2——
J 2V2 cos’ a

odakle je

_ 2vicos’ atgar visin2a
g g

X, =0 i X, =X4

Dakle, domet zavisi od v, i od ugla a. Za dato v, domet je najveéi za sin2a=1, tj. za =45
Vreme potrebno da telo dostigne maksimalnu visinu sledi iz uslova:

_ Vv, sina

d :
gz _ Vsina—gt=0 odakle je t,
dt g

Ukupno vreme leta tela do njegovog pada na horizont sledi iz uslova da je x=x4, odnosno:

Vi _ 2v, .
vheosao=—=SIN2a , teje t=—"Siha = 2t

g

Ako je v, dato, kako je 0<u<180 , tada jednalina kosog hitca daje za razli¢ito o porodicu
parabola, pa ¢ak i pravih u specijalnim sluéajevima. Tako se za o=90° i a=—90° mogu dobiti iz
gornjih jednacina direktno izrazi koji opisuju hitac u vis i hitac na dole koje smo ve¢ sreli govoreCi o
pravolinijskom kretanju. Poseban slu¢aj kosog hitca je kada je ugao =0 i naziva se horizontalan
hitac. Za taj slu¢aj parametarske jednacine kretanja se dobijaju direktno iz gornjih zamenom ugla «,
odnosno njegovog sinusa i kosinusa, pa je:

| gt’
X=V,t , y= i z=—T.
Odavde se eliminisanjem vremena dobija jednacina trajektorije:
2
X
z = ——g (3.38)
2V,

Sto je opet parabola, ali sa temenom u koordinatnom pocetku i okrenuta nadole.
Za sve druge vrednosti oo dobija se porodica parabola koja je ograni¢ena - obavijena jednom
posebnom parabolom koja se naziva obvojnica i ima sledeéi oblik:

vi o gx?
z=-2 e (V.I.Smirnov, Kurs vise matematike, T-Il, str.40, 1948)
29 2v;

Ova obvojnica se jo§ naziva i parabolom sigurnosti jer ograniCava prostor u kome se, za dato v,,
kos hitac moze kretati. Ovo je posebno vazno u vojnoj tehnici, obzirom da kos hitac opisuje kretanje
projektila iz oruzja. Dakle domet projektila je najveci ako je ispaljen pod uglom od 45°. U realnosti,
zbog otpora vazduha, putanje projektila nisu pravilne parabole, veé takozvane balisticke krive.

3.10.2. Prostorni harmonijski oscilator.

Za razliku od linearnog harmonijskog oscilatora razmotrimo kretanje materijalne tacke u prostoru
pod dejstvom sile proporcionalne rastojanju od ravnoteznog polozaja, F=—kT, pri po¢etnim uslovima
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T()=T, i V(0)=V,. Diferencijalna jednacina kretanja u sistemu G&iji se koordinatni podetak poklapa
sa ravnoteznim polozajem materijalne tacke bice:

2=

d-r .
mEE;=—kr (3.39)

Prema ovoj jednacini vektor ubrzanja @ je kolinearan sa T, pa ¢e se kretanje odvijati u ravni
odredjenoj sa T i V,. Neka je to xOy ravan. Diferencijalne jednacine kretanja duz x- i y-ose bice:

d?x ) . d?y

—=—0 X i —=—a)§y gde je . =—

Svaka od ovih jednalina predstavlja linearno harmonijsko kretanje pod dejstvom sile koja zavisi od
rastojanja, pa su nam i njihova reSenja od ranije poznata, odnosno mozemo pisati:

x
|

= a, cos(o;t + ¢;)

y = a, cos(@.t + (Pz)
gde su a,, a, @, i ¢, integracione konstante, koje se mogu odrediti iz poCetnih uslova. Dakle,
kretanje predstavlja superpoziciju dva uzajamno normalna harmonijska kretanja iste kruzne frekvencije
®,-

Eliminisanjem vremena t iz ovih jednacina, dizanjem na kvadrat i sabiranjem, dobija se
jednacina trajektorije oscilatora u ravni u slede¢em obliku:

2 2
X -
Xt L 2Y coso, —00) = sin’ (9, ~0,) (340)
a; a, a.a,

y
//' - Ova jednagina u opstem slu€aju predstavlja jednacinu elipse,
O ?0 X slika 3.8. Centar elipse se nalazi u koordinatnom pocetku O
i prema njemu je u svakom trenutku usmerena sila F.
Ravan elipse, veli¢ina njenih poluosa, njena orijentacija u
prostoru i smer kretanja oscilatora po putanji odredjeni su iz

Slika 3.8. Trajektorija oscilatora pocetnih uslova kretanja, odnosno veliCine i smera poCetne
u ravni brzine V, i pogetnog polozaja T ..

3.11. Odredjivanje sile po obliku trajektorije.

Razmotricemo primer kretanja materijalne tatke mase m
po spiralnoj trajektoriji, prikazanoj na prilozenoj slici 3.9, Ccija
jednacina, u parametarskom obliku, glasi:

X = a cosmt
y = a sinwt
z = vt

Slika 3.9. Spiralna trajektorija
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gde su a, ® i v, odgovaraju¢e konstante. Potrebno je odrediti silu koja izaziva ovo kretanje, njen
intenzitet i pravac. Na osnovu diferencijalne jednaline kretanja, komponente sile su sledec¢eg oblika:

d*x
F, = m(dt_z) = —~man’cosmt = —m ®°x
d2
F, = m(?z) = —ma o’sinot = —m o’y
d’z
) O

Prema tome intenzitet sile je:

F= ,/F)%+F5+FZZ mco2\/X2+y2 = mo’a = ka

a pravac sile u odnosu na koordinatne ose dat je slede¢im izrazima

Fy X

cos(F,j) = = = - —
(F.i) F
F

. y y

F, = — = - —

cos(F,j) F .

I:z
cos(F,k) = =0

Dakle, sila ima konstantan intenzitet jer su m, ® i a konstante, i normalna je na z-osu jer je
cos(F,k)=0.

Operacije diferenciranja su jednostavnije od integriranja, pa je obitno lak8e nacdi silu iz
jednacgina kretanja, nego obrnuto naci jednacine kretanja iz sile.

3.12. Dinamika vezanog kretanja materijalne tacke. Klasifikacija mehaniékih veza.

Kretanje materijalne taCke pod dejstvom aktivne sile sa unapred datim ograni¢enjima na njen
polozaj i/ili brzinu naziva se prinudno ili ograniCeno kretanje (kretanje niz strmu ravan, voza po
Sinama, matemati¢kog klatna, itd.).

Uslovi (koji potiéu od drugih tela) koji ograni¢avaju slobodno kretanje materijalne tacke
nazivaju se u mehanici vezama. MehaniCke veze koje ograni¢avaju samo poloZaj materijalne tacke
nazivaju se HOLONOMNE ili kona¢ne. Takvo je na primer kretanje materijalne tacke u ravni
definisanoj jednaCinom @(x,y,z)=0. MehaniCke veze koje ograniavaju i polozaj i brzinu nazivaju se
NEHOLONOMNE ili kinemati¢ke veze.

Ukoliko se mehaniCke veze ne menjaju u toku kretanja, tj. eksplicitno ne zavise od vremena,
nazivaju se STACIONARNIM, u protivnom su nestacionarne.

MehaniCke veze, oc€igledno, unose promene u kretanju tela u odnosu na slu€aj da se telo
slobodno krece, pa se manifestuju dopunskim silama. Te sile se nazivaju sile reakcije veza, N. Ove
sile se principijelno ne razlikuju od drugih mehani¢kih sila, te ulaze i u diferencijalnu jednacinu
kretanja:
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~F+N (3.41)

Sila N nije unapred poznata, jer zavisi i od aktivnih sila ﬁ pa se obi¢no mora posebno odredjivati,
iz dopunskih uslova.

3.12.1. Kretanje matemati¢kog klatna.

NaveS¢emo neke karakteristitne primere kretanja neslobodne materijalne taCke, vezanog
kretanja. MatematiCko klatno je materijalna tatka, mase m, obeSena o neistegljivu nit duzine R (Cija
se masa zanemaruje). Kretanje ove tatke se odvija po luku kruga polupre¢nika R u vertikalnoj ravni,
kao Sto je prikazano na slici 3.10. U prirodnom trijedru diferencijalne jednacine kretanja duz tangente
i normale imaju sledeci oblik:

T,: mﬁ——mgsina (3.42)
o dt '

V2
mH =N - mgcosa =0 (3.43)

=1}
o

Pri tome je sa N oznacen intenzitet sile zatezanja niti, odnosno sila reakcije veze.

Kretanje duz binormale u ovom slu¢aju ne postoji jer u pravcu normalnom na ravan slike
nema sila, Fb,=0. Da bi pojednostavili postupak reSavanja posmatraéemo sluCaj kretanja pri malim
uglovima, a—0. Tada je:

X
sina = q, [0 =E ) odnosno S =X

pa se kretanje moze posmatrati duz x-ose. Diferencijalna jednacina kretanja po x-osi, odnosno ranije
po tangenti imaée sledeéi oblik:

Ova jednatina ima oblik jednacine kretanja pod dejstvom sile
F=-kx odnosno predstavlja jednacinu linearnog harmonijskog
oscilatora, koju smo veé reSavali. ReSenje ove jednaline je:

X = X,Sin(®t+Q) (3.44)

sa periodom T=2m/m,=2n(R/g)"® . Iz ovih relacija vidimo da
period malih oscilacia ne zavisi od pocetnih uslova
oscilovanja.

Iz jednacine (3.43) mozemo odrediti intenzitet sile
Slika 3.10. Primer vezanog kretanja zatezanja niti N, za male uglove (cosa=1)

v? v?
N=m-—+mg=m(—+
s g (R 0)
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Ovde treba ista¢i da se N menja sa vremenom, obzirom da je v promenljivo i ima najveée vrednosti
pri prolasku tela kroz ravnotezni polozaj (A,).

3.12.2. Dinamika jednakog kruznog kretanje materijaine tacke.

v Neka materijalna taCka, vezana za nit duzine R, vrsi u
A horizontalnoj ravni kretanje bez trenja po krugu, slika 3.11. U
tom slu¢aj se ne razmatra sila zemljine teze, jer ne utice na
kretanje tela, pa prema prethodnom primeru jednacina kretanja

(3.43) ima oblik:

Slika 3.11. Sila kod kruznog kretanja Pravac i smer ove sile su odredjeni na slede¢i nacin:

N =ma, =m(@ x V) = m(@ x & x R) = M{&(@- R) - R(®- )}

Kako je ® normalno na R, prvi ¢lan u zagradi je jednak nuli, pa ostaje:

N=md, =-mo’R=F, (3.45)

Znati, sila zatezanja niti N je centripetalna sila. Pod njenim dejstvom telo se kreée po kruznoj
putanji.

3.13. Sile trenja.

Trenje je fizitka pojava izazvana (medjupovrSinskim) molekulatomskim interakcijama izmedju
razli¢itih tela ili razli¢itih delova istog tela koji se na ma koji nac¢in dodiruju ili se relativno pomeraju.

Trenje se izrazava silom trenja, FT, koja se javlja u dodirnim tackama tela. Ova sila zavisi

od:

- prirode tela i agregatnog stanja,

- ugla¢anosti povrsine dodira,

- sila kohezije i athezije dodirnih tela

- relativne brzine kretanja, itd.
Uticaj sila trenja na kretanje tela odvija se po principu nezavisnosti dejstva sila, diferencijalna
jednacina kretanja je, dakle:

T & -
m—-=>F +F
dt? 21:

Sile trenja se mere kao i ostale sile u mehanici. Istezanje elastitcne opruge je mera
intenziteta sile. Pri ravnomernom pravolinijskom kretanju tela po nekoj podlozi, prema navedenoj
diferencijalnoj jednacini, sile trenja jednake su po intenzitetu, a suprotne po smeru od aktivnih sila
koje pokre¢u telo (jer je rezultuju¢a sila jednaka nuli). Sprava za merenje intenziteta sila trenja
zasnovana na ovom principu naziva se tribometar.

Suvo i viskozno trenje definiSe se prema zavisnosti sila trenja od toga da li su u dodiru dva
Cvrsta tela ili Cvrsto telo sa teCnostima i gasovima. Pri dodiru dva Cvrsta tela sile trenja uvek imaju
konac¢nu vrednost (nikada nisu jednake nuli), ¢ak i kada je relativna brzina jednaka nuli, ako na njih
deluje neka spoljasnja sila. Intenzitet F, zavisi od te spoljadnje sile. U pitanju je tzv. staticko trenje.
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Za razliku od ovog slu€aja, medjutim, pri dodiru Gvrstog tela sa fluidom, sile trenja zavise od
relativne brzine kretanja (kao i od debljine dodirnog sloja fluida) i nestaju kada su dodirne faze u
relativnom mirovanju. Takva vrsta trenja naziva se viskozno trenje. O tome ¢emo govoriti nesto
kasnije.

SILE SUVOG TRENJA. Suvo trenje je eksperimentalno prou¢avao Coulomb oko 1781.
godine. Rezultat tog izu€avanja su takozvani zakoni suvog trenja. Da bismo ih razmotrili zamislimo

dva ¢vrsta tela koja se dodiruju kao na slici 3.12. Ako spoljasnjom silom F poku$amo da pomerimo
telo 1 po telu 2, pomeranje se nece dogoditi pod dejstvom svake (male) sile F, ve¢ samo kada
njena vrednost premasi odredjenu graniénu vrednost F Veli¢ina ove grani¢ne sile zavisi od prirode

tela i od vrednosti normalne sile na podlogu N (=Q u ovom slu€aju). Sila koja se suprotstavlja

kretanju naziva se sila trenja, Fr, i po Il Njutnovom zakonu jednaka je sili -F, odnosno -F,

(suprotnog je smera). Sila F. raste istovremeno sa poveéanjem sile F od nule do njene grani¢ne

vrednosti F Granitna vrednost sile F u momentu pokretanja tela 1 po telu 2 je i maksimalna
vrednost S|Ie statiCkog odnosno suvog trenja, tj.:

- -F, (3.46)

—»
F Tmax
[
—>
F

U sluc¢aju da je F>Fo, telo 1 ¢e se kretati (klizati) po telu 2

|2 |

sa ubrzanjem koje zavisi od razlke F—F. U ovom sluéaju,

dakle pri kretanju, sila F. se naziva sila dinami¢kog trenja i
zavisi od relativne brzine kretanja. Eksperimentalna merenja
pokazuju da su sile dinamiCkog trenja manje od grani¢ne

Slika 3.12. Sile suvog trenja

vrednosti sile statiCkog trenja.

Podto statitko trenje zavisi od spoljasnje sile F (od nule do F.,,), to je neophodno
razmotriti samo zakone dinami¢kog trenja i grani¢nu vrednost sile statickog trenja. Coulomb-ovi
zakoni suvog trenja glase:

1. Staticka sila trenja F .., proporcionalna je normalnoj sili na dodirnu povrsinu: F...=uN, gde je
L, - koeficijent statitkog trenja. To je neimenovan broj koji karakteriSe prirodu i stanje dodirnih
povrSina.

2. Statitka sila trenja (opet grani¢na) F... u velikim granicama ne zavisi od velitine dodirne
povrSine tela. U sluaju malih povrsina sile trenja se poveéavaju usled deformisanja povrsine.

3. Sila trenja ima pri kretanju smer suprotan relativnoj brzini kretanja.

4. Sila dinami¢kog trenja (a time i odgovarajuéi dinamicki koeficijent trenja) zavisi od brzine kretanja
i ima oblik ilustrovan na slici 3.13. Koeficijent statiCkog trenja je veéi od koeficijenta dinami¢kog
trenja.

Trenje je pojava koja je nekada korisna (kretanje na Zemlji-hodanje) a Cesto i nepozeljna.
Nepozelijno trenje se moze smanijiti prevodjenjem u viskozno

F trenje ili u dinamicko trenje (sa manjim koeficijentom).

Fo Naveséemo ovde primer kretanja tela niz strmu ravan, u
prisustvu sile trenja. Neka se telo nalazi na strmoj ravni i neka
klizi niz nju, slika 3.14. Sile duz y-ose su uravnotezene.
Diferencijalna jednacina kretanja duz x-ose, usmerene niz strmu

0O v ravan, bice:

Slika 3.13. Zavisnost sile d L
dinamickog trenja od brzine —2i=F-F
d T

pri ¢emu su sile date sa:
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Slika 3.14. Sile na strmoj ravni

F = Q sino = mg sina
F. = LN = pu,Q cosa = p, mg cosal

pa diferencijalna jednaCina kona¢no ima slededi

oblik:
2
X .
- =a=((sina — u,cosa)
dt
Karakter kretanja zavisi od vrednosti izraza u

zagradi i razlikuju se sledeéi slu€ajevi:

Kada je 11,=0, ubrzanje a zavisi od o, odnosno a=gsina (a=g za a=90° i a=0 za a=0°).
Ako je >0 i pri tome sina>mscosa, ubrzanje je pozitivno, a>0, i telo se kreCe jednako ubrzano

duz x-ose.

Ako je p>0 i sinot =pcosa, tada je ubrzanje jednako nuli, a=0, i p=tgo. Telo se krece niz
strmu ravan konstantnom (po€etnom) brzinom v>0. Merenjem ugla o moze se odrediti koeficijent

statickog ili dinamickog trenja.

Ako je L>0 i sina<uccosa, telo Ce se kretati jednako usporeno, tj. brzina ¢e mu se
smanjivati jer je a<0. Ako je u poCetku mirovalo, telo se nece kretati.
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DINAMIKA RELATIVNOG KRETANJA MATERIJALNE TACKE

4.1. Relativnost kretanja.

Razmotricemo sada dinamiku relativnog kretanja materijalne tacke. Postavlja se pitanje kako
se kretanje moze opisati u neinercijalnim referentnim sistemima. Ovo je vazno jer su prakti¢no svi
sistemi na Zemlji, zbog njenog kretanja, koje je po prirodi kruzno, bilo da se radi o rotaciji oko
Sunca ili revoluciji oko sopstvene ose, neinercijalni.

Posmatrajmo kretanje tela mase m okacenog o elasti€nu oprugu za tavanicu lifta, ilustrovano
na slici 4.1. Kada lift miruje telo isteze oprugu dok se elasti¢ne sile opruge ne izjednate sa silom

Zemljine teze:

_Iiel = Q (: mG)

Trivijalno je reSavanje diferencijalne jednacine kretanja u slucaju
B 1_(1 ravnomernog kretanja lifta i daje V=const. Kretanje je jednako za
oba posmatrata, i onog u liftu (A) i onog van njega (B), Kkoiji

predstavljaju pokretni i nepokretni referentni sistem.
Ako lift medjutim po¢ne da se kre¢e ubrzano nadole, sa
ubrzanjem -éy, i telo ¢e se kretati ubrzano, a njegovo kretanje cCe,

Sy

=y

0] X u nepokretnom sistemu, biti opisano Il Njutnovim zakonom:
Slika 4.1. Kretanje tela u liftu

_may :_Q"'_Iil

gde je F1 nova vrednost sile elastiche opruge. Zbog pravolinijskog kretanja tela i lifta vertikalno duz
y-ose, vektorske oznake moZemo zanemariti. Intenzitet nove vrednosti sile je odredjen sa:

Fy =mg — ma, = m(g—ay) < Fy (4.1)

U specijalnom slu¢aju a,=g je F,=0, telo prividno gubi tezinu. Dakle, moZzemo zakljuciti da:

a) Dinamicki zakoni kretanja zavise od vrste koordinatnog referentnog sistema.

b) TeZinu tela treba razlikovati od sile teZze. TeZina tela je normalna komponenta sile kojom
telo deluje na podlogu i zavisi od kretanja podloge, a teza je sila gravitacije izmedju posmatranog
tela i Zemlje.

4.2. Inercijalni koordinatni sistemi. Galilejeve transformacije.
Galilejev princip relativnosti.

Predpostavimo da imamo dva inercijalna koordinatna sistema O i O', kao na prilozenoj slici
4.2. Neka se sistem O' kre¢e pravolinijski u odnosu na sistem O, brzinom v =const. Odredimo
kretanje tatke A u odnosu na oba ova sistema. Pri tome se uvodi slede¢a nomenklatura. Kretanje
take A u odnosu na sistem O je apsolutno, a u odnosu na Q' je relativno. Kretanje O' u odnosu na
O je prenosno kretanje. Ove definicije su uslovne i sisteme je moguc¢e zameniti.
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Medju vektorima polozaja tacke A u razliGitim sistemima, na osnovu vektorske algebre, vazi
sledeca relacija:

odnosno

X(t) = x,(t) + x'(t)

y() = y.(t) +y'(t) (4.3)
z(t) = z,(t) + Z'(t)

—

Predpostavimo da se intervali vremena izmedju dva
ista dogadjaja u sistemima O i O' poklapaju, tj. da je At=At'
odnosno t=t'. Tada se gornje relacije mogu pisati na slededi
nacin:

r=vV,t+T' i t=t (4.4)

Slika 4.2. Galilejeve [ransformacije Ovo Su GALILEJEVE TRANSFORMACIJE. One
omogucéavaju odredjivanje koordinata pokretanog tela u
proizvoljnom inercijalnom sistemu, ako su poznate u jednom

od njih u odnosu na koji se izabrani sistem kre¢e brzinom v, =const. Pri tome je vreme jednako u

svim inercijalnim sistemima.

Diferenciranjem prve jednaline dobijamo:

dr df, dr’
= +

— = — odnosno V=V, +V (4.5)
dt dt dt
Jo§ jednim diferenciranjem dobijamo:
v _av' ili a=a’ (4.6)
—=—li = .
dt dt

jer je izvod od v, jednak nuli, posto je konstanta. Dakle, ubrzanja u oba sistema bice ista. U
klasi¢noj mehanici (gde su rastojanja u razli¢itim sistemima ista, mase iste i signali posmatranja se
prostiru beskonaénom brzinom) i sile ¢e biti iste u svim inercijalnim sistemima:

F=F (4.7)
U svim inercijalnim sistemima zakoni dinamike su jednaki, bilo da sistem miruje ili se kreée
konstantnom brzinom. Nikakvim ogledima unutar sistema nije moguée utvrditi da li se posmatrani
sistem kre¢e ili miruje, svi sistemi su ekvivalentni. Ovaj zakljuak se naziva Galilejev princip

relativnosti.

4.3. Neinercijalni koordinatni sistemi. Inercijalne sile.

Neka su dati koordinatni sistemi O i O' i uoena tatka A kao na slici 4.2. Predpostavimo da
je sistem O' neinercijalan, tj. da se moze proizvoljno kretati u odnosu na nepokretni sistem O. Dakle
brzina kretanja O' u odnosu na O nije konstantna, promenljiva je, postoji ubrzanje. Predpostavimo, za
sada, da se sistem O' kreée samo translaciono u odnosu na O, bez rotacije. Treba naci
karakteristike kretanja tatke A u odnosu na oba sistema.

Polozaj tatke A u ova dva sistema povezan je relacijom (4.2) medju odgovarajuéim
vektorima polozaja:
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F=f,+F (4.8)

Brzina tatke u nepokretnom sistemu je V=V +V’, a kako V, nije konstantno, za ubrzanje
diferenciranjem dobijamo:
dv_dv, dv’ o

= +— i a=d,+a (49
dt  dt dt

Kretanje materijalne tatke u odnosu na neinercijaini sistem O' je odredjeno jednatinom T '=T '(t).
Diferencijalnu jednac¢inu kretanja koja odredjuje vekior polozaja T' mozemo dobiti iz osnovne
jednatgine dinamike, Il Njutnovog zakona za kretanje u inercijalnom sistemu:

mi=Y F (4.10)

1]
i

)
o)
Q.
o
=3
=:
3
Q

Ako u ovoj jednacini zamenimo d sa (d,+

odnosno:

(4.11)

Analizom ove jednagine mozemo zakljuéiti sledeée. Clan X F, predstavija rezultantu svih sila koje
poticu od uzajamnog dejstva uofenog tela sa drugim telima. PosmatraC u inercijalnom sistemu-O
moze da objasni kretanje tela pod dejstvom samo ovih sila, a na osnovu Il Njutnovog zakona. Za
njega druge sile ne postoje.

Medjutim, posmatra¢ u neinercijalnom sistemu O', za koga je kretanje materijalne tacke
drugacije, ne moze da objasni kretanje samo pod dejstvom ovih sila. Za njega na telo deluje i
dodatna sila (-md,), ¢ija velitina zavisi od mase tela ali i od zakona kretanja neinercijalnog sistema
O' u odnosu na sistem O. Ovakve sile, koje zavise od kretanja koordinatnog sistema nazivaju se
SILE INERCIJE ili INERCIJALNE SILE.

Cak i u sluéaju da je X F =0, odnosno da na telo ne deluju nikakve spoljaénje sile, i mada
se u inercijalnom sistemu kre¢e ravnomerno, ono ¢e se u neinercijalnom sistemu kretati ubrzano.
Uzrok za to su inercijalne sile.

Sile inercije razlikuju se od sila uzajamnog dejstva (mehaniCke, elastitne, gravitacione,
elektricne). Za njih vazi sledece:

a) Sile inercije nastaju kao posledica ubrzanog kretanja sistema i za njih ne vazi lll Njutnov
zakon.

b) Javljaju se samo u neinercijalnim sistemima, u inercijalnim ih nema.

c) Za svako telo u neinercijalnom sistemu ove sile su spoljadnje, za njih vazi Il Njutnov
zakon.

d) Sile inercije su proporcionalne masi tela.

Razmotricemo kao primer pravolinijsko jednako promenljivo kretanje. Neka je zT:i=o i neka
nema rotacije sistema O' (@ =0). Tada se kretanje opisano zadnjom jednacinom svodi na:
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: dt? °
y A
v >
A oy &» a) Posmatrajmo vagon na pravim Sinama i neka se u njemu
-ma, na horizontalnoj glatkoj (1,=0) plo¢i nalazi kugla A, kao na slici 4.3.
'IB 4% x’  Ako u jednom trenutku vagon dobije ubrzanje @, u smeru x-ose,
O @-@ 1 kako c¢e izgledati kretanje kugle? Za posmatrata na Sinama, A,
@) X kuglica ¢e mirovati, a za posmatraca u vagonu, B, izgleda¢e kao da

Slika 4.3. Inercijaina sila kod na nju deluje sila -ma,, jer se kuglica kre¢e unazad, nasuprot x-0se.

translatornog kretanja Posmatraé u vagonu kretanje kuglice objadnjava dejstvom sile F,,

koja joj saopStava ubrzanje -d, u odnosu na vagon, dakle sile inercije. Na osnovu Il Njutnovog
zakona on pomocu ove sile moze da izrauna zakon puta kuglice.

b) Neka je u posmatranom slu€aju kuglica vezana elsticnom oprugom za zid vagona. Usled
dejstva inercione sile -md,, opruga ¢e se istegnuti dok se njena elasti¢na sila ne izjedna¢i sa ovom

silom tj. F, = -F,. Ovaj eksperiment je ujedno i nacin za merenje sila inercije.
4.4. Sile inercije u rotirajuéim sistemima.

U sluéaju kada sistem O' u odnosu na sistem O moze proizvoljno da se krec¢e, ukljucujuéi i
rotaciju, opisivanje kretanja ée biti sloZzenije nego do sada. Razlozimo kretanje sistema O', kao na sl.
4.4, na translaciono i rotaciono i to tako da se translaciono kretanje opisuje vektorom T ., a rotacija
ugaonom brzinom @ oko z' ose. Vektor poloZaja uoene tadke A, za sve vreme kretanja, kao i
ranije, bi¢e dat sledecom relacijom:

F=TF,+T' (4.12)

Pri proizvoljnom kretanju vektor T' ¢ée se menjati i po
intenzitetu i po pravcu, dakle i njegove komponente i

orijentacije tih komponenata u prostoru (sistem 1 ', T',IZ’ se
takodje kreée), pa relaciju (4.12) treba pisati u sledecem

obliku:

T="7,+ x'T’+y'T’+z'IZ’ (4.13)

Slika 4.4. Rotirajuci neinercijalni sistem . . - Y
Na osnovu ovog izraza za brzinu materijalne tacke A

diferenciranjem dobijamo:

df  dF, {dx'?, dy’ -, dz'~,} i’ djf dk
= +— 1 +—=]'+ K't + <X +y' —+z (4.14)

dt dt | dt dt ©  dt dt 7 odt dt

Ovde je dT/dt =V - apsolutna brzina tatke A u odnosu na sistem O, dT J/dt=V, - apsolutna brzina
tatke O' u odnosu na O ili prenosna brzina translacije. Ostali ¢lanovi se mogu predstaviti kao:

v dif dy T'+diIZ’ (4.15)

Sto je brzina taCke A u odnosu na sistem O' odnosno relativna brzina, i kao prenosna brzina rotacije
samog sistema O' data sa:
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Vo= X Y dt “19
Ako se potsetimo Poasonovih transformacija, poslednji izraz mozemo pisati u sledecem obliku:
V, = X(@®x1)+Y(©®x])+2'(@®xk) (4.17)
a iznosedéi vektor @ ispred zagrade, dobijamo:
V. = éx(x'r’+y'j7’+z'|2’) = x T’ (4.18)
§to na osnovu odnosa vektora sa prilozene slike dalje daje:
V. = Ox(T,4p)=0xp (4.19)

jer je Fz'ﬂcT). Ovo je oc¢igledno tangenciona brzina i to brzina tatke A u odnosu na sistem O, koja

je posledica rotacije neinercijalnog-pokretnog sistema O'.
Kona¢no dobijamo:

V=V, +V_+V

(0] T

(4.20)
Vektorski zbir VO +T/T = \7p naziva se prenosnom brzinom, pa se na kraju moze za brzinu pisati:

V=V, +V (4.21)
IZVOD RELATIVNOG VEKTORA U ODNOSU NA NEPOKRETNI SISTEM:
Kako smo ve¢ videli, ovaj izvod je predstavljen izrazima u velikim zagradama izraza (4.14) i
ima dve komponente i to izvod u neinercijalnom sistemu i &lan @ XT'. Dakle izvod vektora T' u
odnosu na nepokretni sistem je:

(d?lj (dF'j : r
— =| — +oOxTr (4.22)
Takodje za proizvoljan relativni vektor § moZemo pisati:
(d—qj - (d—q) L Hx (4.23)
dt Jo \dt )g

Ovo je u opStem slu€aju izvod relativnog vektora u nepokretnom sistemu i daje vezu
izmedju apsolutnog i relativnog izvoda proizvoljnog vektora.

Na$ slede¢i zadatak bi bio da nadjemo ubrzanje materijalne taCke pri relativnom kretanju.
Ubrzanje ¢emo dobiti diferenciranjem izraza za brzinu (4.20) vodeci raCuna o relaciji (4.18):

v dv, do ., . [d?'j (d\?']
—=——+—XI +tOxX| — | +|— (4.24)
dt  dt dt dt Jo \dt Jg
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Ovaj izraz se dalje, na osnovu izvoda relativnog vektora u odnosu na nepokretni sistem datog
relacijom (4.23), moze pisati kao:

v dvg . ., . |(dF I v o,
—=——+4+0aXI tOx{— +OXI p+| — +0OXV (4.25)
dt  dt dt Jor dt Jor
odnosno:
d=d, taxr+oxV+ox(@xr)+a +oxV (4.26)
i konacno:
d=ad'+d, +taxr +ox(OxT)+20x V' (4.27)

Ovde ¢lan @, =d, +ax T +®Ox(OxT') predstavija prenosno ubrzanje. Ono ima dve komponente i
to d, koja predstavija ubrzanje translatornog kretanja i ostatak koji proistie iz rotacije sistema O' a
sastoji se iz tangencionog @, =axT' i normalnog ili centrifugainog ubrzanja d, = ®x (OxT’).
lzraz @, = 20x V' naziva se Koriolisovo ubrzanje, koje je prouzrokovano istovremenim relativnim

kretanjem uocene tacke i obrtnim kretanjem sistema O'.
Dakle, ukupno ubrzanje materijalne tatke A u sistemu O jednako je vektorskom zbiru
relativnog @', prenosnog &, i Koriolisovog &, ubrzanja:

a=a'+a, +a, (4.28)

Na osnovu jednaline (4.28) mozemo napisati i diferencijalnu jednaCinu kretanja materijalne
tatke u neinercijalnom sistemu. Pri tome podjimo od diferencijalne jednaCine u nepokrethom sistemu
Sto je Il Njutnov zakon:

ma=m@'+a, +d,) =
i=1

(4.29)

Odavde se jednostavno dobija diferencijalna jednacina za kretanje u neinercijalnom sistemu odnosno
odredjivanje funkcije T' =T'(t) koja opisuje relativno kretanje:

n
ma’'=> F-ma, -ma, (4.30)
i=1
ili u eksplicitnom obliku:
dz_r” n= dzfo — =y — — =y — oy
Mm—-=YF-m—>-maxT -MOX (OxT)—2mox Vv (4.31)
dt i=1 dt

U odsustvu spoljasnjih sila, EIEi =0, kretanje tela u inercijalnom sistemu ée biti inercijalno odnosno

ravnomerno pravolinijsko, a u neinercijalnom slozeno. Razlog za to su inercijalne sile izrazene sa
poslednja Cetiri ¢lana u jednacin (4.31).

Prva tri Clana zavise iskljuCivo od zakona kretanja neinercijalnog sistema u odnosu na
inercijalni (84,0, (), pa se zajedno nazivaju prenosna sila inercije:
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-mMax T -mox (& xT") (4.32)

Ovde prvi ¢lan -Md, potite od translatornog kretanja pokretnog sistema, drugi ¢&lan

-ma x T’ potite od promenljivog rotacionog kretanja sistema O' u odnosu na osu rotacije
(tangencioni), a tre¢i élan -mM® x (® % T") od rotacionog kretanja sistema O' oko ose rotacije i naziva

se centrifugalna sila inercije.
Cetvrti €lan potiCe od istovremenog kretanja neinercijalnog sistema O' (rotacije ugaonom

brzinom ®) i relativnog kretanja materijalne tatke u njemu i naziva se Koriolisova sila inercije, FC.

4.5. Centrifugalna sila inercije.

Razmotrimo prvo neke primere centrifugalne sile inercije. Neka je materijalna tatka A vezana za
osu stola koji moze da rotira i po kome se tatka krece bez trenja. Pri tome se taCka nalazi u Zljebu
ili je vezana kanapom koji je prisiljava da rotira, na stalnom rastojanju, zajedno sa stolom oko
nepokretne ose z' koja se poklapa sa z, kao na slici 4.5. Ako je rotacija ravhomerna, @ =const, o=0,
V,=0, V'=0i T'L®, diferencijalna jednagina relativnog kretanja imaée sledeéi oblik:

0=F-mox(®xT") (4.33)

jer je V'=0 i d'=d’T'/dt® =0. Posto je, zbog T' L@, (73><(6)><T')=—032?' diferencijalna jednacina
kretanja ce biti:

F+mosf =0 (4.34)

a) U odnosu na pokretni sistem O, materijalna tacka,
kanap i posmatraC se nalaze u miru, pa jednaCina (4.34)
predstavlja uslov za ravnotezu materijalne tacke u neinercijalnom
sistemu. Po zatezanju veze (kanapa) konstatuje se teznja tatke m

da se udalji od ose rotacije pod dejstvom sile Fcif u pravcu i

smeru vekiora T' sa napadnom tatkom u m. Ovo je
centrifugalna sila inercije, za koju ne postoji neposredan uzrok u
drugom telu, ve¢ je kako smo vec istakli rezultat kruznog kretanja
neinercijalnog sistema.

b) U odnosu na nepokretni sistem O, tatka vrsi jednako

kruzno kretanje pod dejstvom centripetalne sile lq:Cp = Tl. Sila lq:Cp

deluje na taéku u smeru suprotnom od T, a diferencijaina

Slika 4.5. Centrifugalna sila R )
inercije jednacina kretanja je mMa, = cp = -Mo T. Osovina (O) preko

sile zatezanja kanapa Tl, dakle, deluje na materijalnu tatku mase m primoravajuéi je da se krece
po krugu polupre¢nika T. Materijaina tacka, preko sile zatezanja kanapa, 'T'Z, deluje na osovinu (O)

silom istog intenziteta, ali suprotnog smera (sila reakcije 'T'z =-'T'1). Sila reakcije 'T'z usmerena je od
centra kruzne putanje. Obe ove sile su aktivne sile | deluju kao akcija | reakcija.
Napomena: Posto su m i @ konstantni, F, zavisi samo od polozaja tatke ili tela u obrtnom

sistemu-proporcionalna je sa T'. U krutom telu koje vrsi rotaciono kretanje, u razlicitim tatkama,
odnosno deli¢ima tela javljaju se razliite sile. Zbog njihove razlike u telu se javljaju mehanitka
naprezanja koja pri velikim ugaonim brzinama mogu da dovedu i do raspadanja tela.
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4.6. Koriolisova sila inercije.

Ve¢ smo istakli da Koriolisovo ubrzanje i Koriolisova sila potiCu od istovremenog kretanja
neinercijalnog sistema O' i relativnog kretanja materijaine tacke u njemu, brzinom V'.

Razmotrimo  slu¢aj kretanja slican  prethodnom
primeru, ali sa V'#0, kao na prilozenoj slici 4.6. Neka je
®=const, V,=0, V'>0 i ®LT’ Uotena tatka ¢e se zbog

Y

®_LV' kretati u x'Oy' ravni obrtnog sistema, pa ¢e se i
relativna brzina nalaziti u toj ravni. Diferencijalna jednacina
kretanja u pokretnom sistemu ¢e u tom slucaju biti:

ZF-mox(OxT)—-2moxV'  (4.35)

=/

ma

odnosno zbog uslova ® LT’ ovaj izraz mozemo pisati u
obliku:

Slika 4.6. Koriolisova sila inercije

2F 4 2mV x & (4.36)

ma’ = F+mo
Dakle, posmatra¢ koji se nalazi na obrtnoj plo¢i, O', uotava da se tatka A kre¢e pod dejstvom tri
sile:
e sile uzajamnog dejstva, F, sa drugim telima, koja ne zavisi od koordinatnog sistema,

2

e centrifugalne sile inercije ﬁéf =mon“T’, koja dejstvuje radijalno, u smeru vektora T',

e Koriolisove sile inercije IEC =-2mM®x V', koja potite od relativnog kretanja tatke A u obrtnom

sistemu O' brzinom V' (istaknimo da za V'=0 ova sila ne bi postojala, dok centrifugalna sila
inercije postoji nezavisno od V').

Pod dejstvom rezultante ove tri sile tatka A ée se kretati po odredjenoj putanji u sistemu O', a u
nepokretnom sistemu kretae se samo pod dejstvom sile F (IEC'f i I#:C ne postoje), dakle i po
drugacijoj putaniji.

Koriolisova sila inercije se predstavlja vektorom normalnim na ® i na V', dakle lezi u ravni
kretanja materijalne tacke. Njen intenzitet iznosi 2m @ v'sin(®, V') i biée jednak nuli kada je ©=0,
V' =0 ili ako su ova dva vektora medjusobno kolinearna.

Vi Razmotrimo sada dejstvo Koriolisove sile
na primeru kretanja kuglice po horizontalnoj ploci
koja rotira oko z' ose. Neka se kuglica kre¢e bez
trenja brzinom V' u pravcu i smeru vektora T',
kao u sluCaju a) na prilozenoj slici 4.7. U odnosu
na nepokretni-inercijalni sistem kretanje ¢e biti

c.)

> ravnomerno, po inerciji, duz pravca OA, jer obrtna

a'.) X ploa zbog odsustva trenja ne utiCe na kretanje
kuglice.

a.) Medjutim, u odnosu na pokretni sistem, s

b.) obzirom da plo€a "izmi¢e" kuglici u smeru kretanju

kazaljke na satu, kuglica se kreée slozeno po
krivoj liniji-slu¢aj oznacen sa a’). Ovo skretanje sa
prvobitnog pravca pripisuje se dejstvu Coriolisove
sile. Da bi se kugica prinudila da se kre¢e duz radijusa potrebno je na nju delovati dopunskom

Slika 4.7. Koriolisova sila u slucaju kretanja
kuglice po ploi koja rotira

silom IEr, kao u slu¢aju b). To moze da se postigne pomocu Zzljeba (ili Suplje kuglice na Sipki).
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Razmotrimo i slutaj c) sa slike kada se kuglica ne krece po radijusu T', ve¢ sa njim
zaklapa ugao o. Relativna brzina kuglice se u tom slu¢aju moze razloziti na radijalnu, V|, i

tangencionu komponentu, \7’,:

V' =V +V

Ovim komponenatama brzine odgovaraju sledec¢e komponente Koriolisove sile: FCr =-2Mo x \7'rT i

For =—2madx V., pri ¢emu je lako zakljuditi da je F., normalno na radijus, a F, usmereno duz

radijusa. Pri tome je: IEC =ﬁCr+ﬁCT_

4.7. Uticaj obrtanja Zemlje na tela na njenoj povrSini.

Zemlja predstavlja neinercijalan sistem jer se kreée ubrzano; kre¢e se po krivolinijskoj putanji
(elipsi) oko Sunca $to je revolucija i istovremeno vrsi rotaciono kretanje oko sopstvene ose. To ima
odgovaraju¢e posledice na tela koja se nalaze na njenoj povrSini. Od veceg interesa je rotacija oko
sopstvene ose zbog vecCe ugaone brzine.

Pretpostavimo da je Zemlja sfera polupreCnika R i da se obrée konstantnom brzinom 032

usmerenom od juga ka severu. Intenzitet ove ugaone brzine je:

2n 6.28 o
OF—=———=7,29x10"s (4.37)
T, 24-60-60s

Ova ugaona brzina izaziva centrifugalno ubrzanje koje u tacki na ekvatoru iznosi:
ay= ®,°R=5°(s?)x6360x10%m)=0,0337(m/s?) (4.38)

Ovo ubrzanje je relativno malo i predstavija svega 0,32% od
ubrzanja sile Zemljine teze (9,81 m/s?).

Intenzitet ubrzanja Koriolisove sile je a,=2m,v'sina, gde
je a-geografska Sirina mesta, a V' intenzitet relativne brzine
posmatranog tela pri kretanju po meridijanu Zemlje. Za v'=100
km/h ili 28 m/s, po horizontalnom putu na «=60° Sirine, bice:

a,=2x7,3x10°°(s")x28(m/s)x0,87=3,6x10°(m/s?)  (4.39)

ili svega 0,03% od g. Ovo jeste mali uticaj, ali se moze
znatno manifestovati pri  kretanju veéim brzinama ili pri
dugotrajnom uticaju na kretanje.

Slika 4.8. Zemlja kao neinercijalni
sistem

4.7.1. Zavisnost teZine tela od geografske S$irine.

Centrifugalna sila inercije moze, u zavisnosti od geografske Sirine, razli¢ito da utice na tezinu
tela na Zemljinoj povrsini. Na prilozenoj slici 4.9 prikazani su vektori sile teze Q i centrifugalne sile

inercije na materijalnu tatku A. Neka je u ovom sluCaju (I)Z =const, V'=0, d'=0 i @,=0. Dakle,
jednacina kretanja tela u neinercijalnom sistemu se svodi na:
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Q+moF =0 (4.40)

Rezultanta ove dve sile oznacena je sa Q _, odredjuje efektivnu teZinu tela i usmerena je izvan

a’?

centra Zemlje. Ovo, izmedju ostalog, uzrokuje i skretanje viska na povrSini Zemlje od pravca normale

na povrsinu.

Centrifugalna sila inercije se moze razloziti na dve
komponente, jednu u pravcu radijusa odnosno normale na
povrSinu, F,, i druge u smeru tangente, F,. Njihovi intenziteti su:

F, = F, cosa. = mw,’r'cosa = mm,’Reos’a

i F, = F4 sino. = mw,”Reosasino. = mo,’Rsin2a/2

—

Komponenta F, ima isti pravac a suprotan smer od Q te

Slika 4.9. Zavisnost teine

e smanjuje tezinu tela i to na slede¢i nadin:
tela od geografske Sirine

Q,'= Q-F, = mg—-m®,’Rcos’a = mg(1-w,’Rcos’a/g) (4.41)

odnosno posle zamene odgovarajuéih veligina je: Q,’=mg(1-0,004cos’a)) $to pokazuje da se teZina
tela moZze menjati za oko 4 promila, pri promeni geografske Sirine o od O° do 90° . Ova sila je
najve¢a na polovima, a telo je najlak8e na ekvatoru.

Komponenta F, deluje tangenciono u odnosu na povrSinu Zemlje i izaziva skretanje "viska"
od normale. Intenzitet ove komponente takodje zavisi od geografske S§irine i najveéi je za ugao
2a=m/2, odnosno o=45 . Odstupanje sile Q,' od normale, izazvano silom F,, je medjutim veoma
malo i iznosi 0,2° na geografskoj Sirini od 45°.

4.7.2. Uticaj Koriolisove sile na slobodno padanje tela.

Eksperimenti pokazuju da telo koje slobodno
pada skrece od vertikalnog pravca ka istoku i da to
skretanje (A) zavisi od visine (h) i geografske Sirine
(o) mesta posmatranja. Predstavimo Zemlju sferom
koja rotira oko ose, O, normalne na ravan papira,
kao na slici 4.10. Posmatra¢ u nepokretnom sistemu
tumacic¢e skretanje razlikom linijske brzine v, koju telo
ima i zadrzava tokom padanja, a dolazi u tatku A' sa
manjim radijusom odnosno manjom linijskom brzinom,
v,. Ta razlika brzina je:

Slika 4.10. Uticaj Koriolisove sile
na slobodno padanje gledano a
iz nepokretnog sistema

V-V, = 0,(R+h) - ®,R = ©h

i izaziva pomeranje tatke A' u polozaj A", za
rastojanje A u odnosu na radijus odnosno vertikalu u
tacki A.
Medjutim u pokretnom sistemu O' vezanom za Zemlju, posmatra¢ konstatuje da na telo
deluju i inercione sile i to centrifugalna sila inercije F, i Koriolisova sila F, kao $to je to prikazano
na slici 4.11.
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Razlika Q-F, izaziva vertikalan pad sa ubrzanjem g'<g. Koriolisova sila je normalna na
relativnu brzinu padanja tela, V', i izaziva pomak ka istoku. Na polovima ovog efekta nema.
Izra¢una¢emo ovaj pomak pri slobodnom padu tela. Diferencijalna jednacina kretanja u neinercijalnom
sistemu O' bice:

FC
dZF, ~ - — 2 — wld
— mdt2 =mg-mo, x(®, xT')-2m(o, x V')
Fy (4.42)

Prva dva ¢lana ove jednaCine sa desne strane ne
zavise od relativne brzine V' i obzirom da se i T’
malo menja moze se uzeti da je:

Slika 4.11. Uticaj Koriolisove sile na
slobodno padanje gledano sa Zemlje ~ _» _» -, _,
mg-mo, x(d, xr')=mg" (g<g') (4.43)

Na taj nacin diferencijalna jednacina (4.42) prelazi,
posle inverzije vektora u Koriolisovoj sili u sledeci oblik:

d2_’! i

m = mg'+2m(?j—';xaaz) (4.44)

dt2

Skracivanjem sa m i integracijom ove jednacine dobijamo, sa ta¢no8¢u do na integracionu konstantu:

oo U
d—= 't+ 21" x®, (4.45)

Ako ovaj izraz uvrstimo u poslednji ¢lan jednacine (4.44) dobijamo:

221
7 =0+ 2U(F x5,) + A xB,) <, (4.46)

dt

Kako je zadnji ¢&lan srazmeran sa kvadratom ®, a ®, je malo, mozemo ga zanemariti, pa
integracijom preostale jednacine dobijamo:

[ B
=Gt (§ xB,) 12 +Cy (4.47)
dt
Ovde u C, ulazi i konstanta iz prethodne integracije. Iz po€etnih uslova za t=0 je v,'=0 i C,=0. Jo$
jednom integracijom ovog izraza kona¢no dobijamo:

£3
=g %+(g xmz)—+C2 (4.48)

Ovo je vektorska jednalina i da bi smo videli Sta ona predstavlja uvedimo pokretni sistem kao na
slici 4.12. Kako su za ovaj sistem pocetni uslovi sledeéi: v,'=0, x,'=0, y,'=0 i z,<'=h, vektorska
jednacina (4.48) prelazi u sledece tri skalarne:
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ZA x' =0
t3
‘=00, — 4.49
y g z 3 ( )
t2
|=h_ rL,-
z g >

jer je vektorski proizvod (§'x®,), prema prilozenoj

slici, usmeren duz y'-ose i odredjuje skretanje tela ka
istoku (za severne geografske $irine).

Moze se takodje jednostavno pokazati da je, za
telo na geografskoj Sirini o, ovo skretanje proporcionalno

Slika 4.12. Skretanje tela pri

slobodnom padanju jo§ i sa cosa. Eliminisanjem vremena t iz skalarnih
parametarskih  jednaina  dobija se, jednostavno,
eksplicitna jednalina trajektorije tela u slede¢em obliku:
oL ( 3y f’z
Z’=h--g|—— (4.50)
2" \g'o,

Sto predstavlja takozvanu polukubnu parabolu.

4.7 .3. Uticaj Koriolisove sile na kretanje na Zemljinoj povrsini.

Na Zemlji, zbog rotacije, deluju inercione sile T=if i IEC. Kao &to smo veé istakli Koriolisova

C

sila posebno utite na oblik trajektorije kretanja i kao takva se manifestuje u raznim prirodnim
pojavama. Na primer reke koje teku duz meridijana od severa ka jugu, potkopavaju viSe desnu obalu

na severnoj hemisferi, a levu na juznoj. Ovo se lako da zakljuéiti sa slike 4.13. jer je FC data

vektorskim proizvodom V' i (T)Z te je normalna na oba ova vektora. Isto se deSava i sa ZelezniCkim

Sinama.

Slika 4.13. Koriolisova sila na
severnoj i juznoj hemisferi

S

Slika 4.14. Uticaj Koriolisove sile
na kretanje po Zemljinoj povrsini

Unutrasnjost Sina je, zbog dugotrajnog dejstva Koriolisovih sila, isnavana. 1akodje, promene pravca
vetrova i morskih struja nastaju kao posledica delovanja Koriolisovih sila, slike 4.13. i 4.14.
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4.7.4. Fukoovo (Foucault) klatno.

Francuz Fuko (Foucault) je obrtanje Zemlje eksperimentalno dokazao pomocu klatna, i to na
slede¢i nacin. Telo u obliku kupe obeSeno je o dugaCak kanap (za vrh crkvene kupole, iznutra) €ime
je postignut veliki period oscilovanja, kao i velika brzina V' pri prolasku kroz ravnotezni polozaj.
Duzim posmatranjem je ustanovljeno da se ravan oscilovanja klatha obrée u smeru kretanja kazalike
na satu (gledano odozgo, kao na slici 4.15.). Ugaona brzina obrtanja ravni oscilovanja zavisi od

geografske Sirine po relaciji: ®=m,sina.

Slika 4.15. Uticaj Koriolisove sile
na Fukoovo klatno

Iz nepokretnog sistema (Sunce) obrtanje ravni
oscilovanja klatna se objadnjava rotacijom Zemlje u supro-
tnom smeru. U pokrethom sistemu, medjutim, rotaciju
Zemlie je nemoguée konstatovati pa se obrtanje ravni
oscilovanja objasnjava dejstvom Koriolisove sile

Fc =2m(V'x®,). Gde je skretanje najveée? U blizini
centra odnosno ravnoteznog polozaja, jer je tu relativha
brzina tela, V', najveca.

Dakle, Il Njuthov zakon se u neinercijalnim
sistemima ne moze primeniti bez uvodjenja inercijalnih sila.
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ZAKONI ODRZANJA U PRIRODI

Njutnovim zakonima mehanike mogu da se opiSu najraznovrsniji oblici kretanja. Medjutim
javljaju se i poteskoce, kao na primer:

a) Kod nedovoljno poznatih zakonitosti i oblika sila, kao kod neelastitnog sudara.

b) Sile su esto slozene funkciie, F =f(F,V,t), pa je resavanje diferencijaine jednacine ponekad

ograni¢eno, ¢ak i kada znamo oblik funkcija, mada &esto ni to ne znamo.

Postavlja se pitanje, da li je kretanje moguée odrediti i na osnovu drugih prirodnih
zakonitosti. Jedna moguc¢nost je primena zakona odrzanja impulsa i energije. U prirodi postoji
nekoliko zakona odrzanja: impulsa, energije, momenta impulsa, broja bariona, naelektrisanja itd. Ovi
zakoni su obiéno posledica svojstava simetrije pa imaju i niz prednosti u odnosu na Njutnove zakone.
Te se prednosti izmedju ostalog ogledaju u sledeéem:

1) Zakoni odrzanja ne zavise od oblika putanje niti oblika sila, pa €esto mogu da dovedu do
opstijih i potpunijih zaklju¢aka o procesu, nego diferencijalne jednacine kretanja. (Na primer
zakon odrzanja energije daje zaklju¢ak o nemogucnosti realizacije "perpetuum mobile" prve
vrste).

2) PosSto ne zavise od karakteristika sila mogu se primeniti i na prirodne pojave gde sile nisu
poznate. Primer su elasti¢ni i neelasti¢ni sudari.

3) Zakoni odrzanja su invarijantni-nezavisni u odnosu na transformacije koordinata pa su posebno
vazni za ispitivanje novih, nepoznatih pojava.

4) Na oshovu zakona odrzanja mogu se reSavati izvesni problemi kretanja Cestica jednostavnije
nego na osnovu Njutnovih jednacina kretanja.

Dakle, mehanika se moze postaviti i drugacije nego $to je to Njutn uCinio, preko energije i
impulsa, kao Sto su to ucinili Hamilton i Lagrange.

Njutnova mehanika se ipak i dalje koristi i to iz nekoliko razloga:

e pojmovi impulsa i energije su sloZeniji od pojmova sile i ubrzanja,

e matematicki aparat analitit(ke mehanike je, u principu, daleko slozeniji nego u Njutnovoj
vektorskoj mehanici,

e dobro opisuje veliki broj primera kretanja.

5.1. Rad sile. Konzervativne i nekonzervativne sile.

Na isto telo mogu da deluju istovremeno razliCite sile. Ono se kre¢e pod dejstvom njihove
rezultante. Koliki je pri tome uticaj ili uCinak pojedinih sila moze se utvrditi uvodjenjem pojma
mehani¢kog rada.

Kada se materijalna tacka ili telo kreée pod dejstvom sile F=const po pravoj liniji i pri tome
predje rastojanje S, uéinak sile ili rad na tom rastojanju predstavlja skalarni proizvod sile i rastojanja
i izrazava se na sledeéi nacin:

A= F-3 =Fscos(F,3) = Fs.cos a (5.1)

gde je o ugao izmedju pravca kretanja i pravca dejstva sile. Rad sile dakle moze biti pozitivan, A>0
za o <p/2, jednak nuli, A=0 za o =7 /2 ili negativan (za sile otpora), A<0 za o >m/2. Rad je
skalarna veli€ina.
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Ukoliko je sila promenljiva i zavisi od polozaja tela, |E=|E(§), a pomeranje se vrsi duz krive
linije, tada se ukupni rad, u prvoj aproksimaciji, moze izraziti kao zbir elementarnih radova AAj na
kona¢nom broju delova puta ASj na koje se podeli S

F - As; -cos(r:i ,AS;) (5.2)

s

-AS; =

‘Mo
T

I
LY
I

AA. =

M=

A=

1

1

pri ¢emu su Asj dovoljno mali da se mogu smatrati pravolinijskim rastojanjima, Fj predstavlja srednju
vrednost sile na ~tom delu puta, a n predstavlja ukupan broj tih delova, As;.

Prava vrednost izvrSenog rada dobija se odavde kao grani¢ni slu¢aj kada Asj—0, a n—x
(jer se kriva linija ne moze podeliti na konacan broj pravolinijskih delova), pa je:

n s2 s2
A=1lmYF-As = [6A= [F-ds (5.3)
i=1 sl

As—0
sl

gde je sila ﬁ:lE(§) poznata funkcija poloZzaja. Oznaka OA oznatava da F-ds nije u opStem
slu€aju totalni diferencijal neke funkcije koordinata, 8A¢d(|3-§). Oznake s1 i s2 su pocetna i krajnja
tacka putanje S.

Neka na materijalnu tacku, koja se krece translatorno, istovremeno deluje viSe sila Cija je

rezultanta F. Elementarni rad SA rezultante F biée na osnovu distributivnog zakona za skalarni

proizvod:
n

SA = (iﬁi)m = > (F-A3) = iaAi (5.4)

i=1

Rad rezultante sila jednak je zbiru radova njenih komponenti. Dakle, rad je aditivna veli€ina, pa se
udeo svake komponente u njemu moze odrediti.
Dimenzije radu su prema definicionoj formuli:

[A] = [Fl[s] = ML2T2

U SI sistemu jedinica za rad je 1 Dzul = 1J = N.m.

Videli smo da rad zavisi od predjenog rastojanja. Ako rad sile F pri pomeranju materijalne
tatke iz proizvoljnog polozaja (I) u polozaj (2) nije jednak nuli i ne zavisi od oblika putanje i veliine
puta, takva sila se naziva KONZERVATIVNA.

Ukupan rad po zatvorenoj putanji, prema prilozenom crtezu,

moze se izraziti kao: A = A1-I-2 + A2-ll-1. Iz definicije rada je zbog

B znaka kosinusa promena smera putanje ekvivalentna promeni predznaka
rada:

A2-I-1 = - A1-11-2

A=A42-A11.2=0

A
Slika 5.1. Rad po Posto kod konzervativnih sila rad ne zavisi od oblika putanje
zatvorenoj putanji sledi da je rad konzervativne sile po zatvorenoj putanji L jednak nuli,

odnosno mozemo pisati da je:

<jT:-d§ = Aq-2 + Ao |1 = O (5.5)
L
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Iz ovog izraza matemati¢ki sledi da je podintegralni izraz F-dS =dA t. elementarni rad
konzervativne sile predstavlja totalni diferencijal odgovarajué¢e funkcije koordinata.

Kao primer konzervativnih sila navedimo centralne sile. Sila je centralna ako njen pravac
dejstva za vreme kretanja tela prolazi kroz jednu nepokretnu tacku u prostoru (C), slika 5.2., koja se
naziva centar sile, odnosno ako se moze izraziti kao:

F= iF(r)% (5.6)

Elementni rad centralne sile se moze izraziti na slededéi
nadin:

AA = ﬁ(r)Aé = F(I’)AS.COS(l_fyAé)

gde je As.cos(r:,A§)= As.cos(T,AS) = Ar Otuda je: AA =
F(r).Ar , odnosno:

Slika 5.2. Rad centralne sile

A= lim > F(r)Ar, :er(r)dr

Ari—0

Posto podintegralna funkcija zavisi samo od r, a ne i od oblika i veli¢ine puta, sledi da su centralne
sile konzervativhe. Centralne sile su gravitacione, elasti¢ne, elekirostatiCke, itd. Sile trenja posto
zavise od brzine, nisu konzervativne. One imaju uvek smer suprotan od smera kretanja pa je

cos(r:,d§)=cosn= -1. Skalarni proizvod sile i rastojanja je uvek negativan, pa je njegov integral na
proizvoljnoj zatvorenoj putanji razli¢it od nule, $to je karakteristika nekonzervativnih sila.
5.2. Snaga ili efekat rada.

VeliCina koja karakteriSe brzinu izvrSenog rada od strane sile naziva se SNAGA ili EFEKAT
RADA. Snaga P neke sile F brojno je jednaka radu izvréenom u jedinici vremena:

~ oA 57)
= .
odnosno iz definicije rada:
P = ﬁ%:ﬁv (5.8)
dt

gde je V brzina kretanja Cestice, a F sila koja na nju dejstvuje.
Ukoliko nam je poznata snaga neke sile, P=P(t), rad te sile se moze na osnovu jednacine
(5.7) izraziti kao:

t2
A= j P(t)dt (5.9)
t1

Dimenzije snage su, prema definiciji [P]=ML2T'3. Jedinica u Sl sistemu je W (vat)=J/s.
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5.3. Energija mehani¢kog kretanja.

Videli smo da je jedna od karakteristi¢nih veli¢ina pri translatornom kretanju impuls, p=mV.
Medjutim ova dinami¢ka veli¢ina ne moze biti prava mera za sve oblike kretanja. Kod izolovanog
sistema, ukupan impuls moze biti nula a da se tela unutar njega ipak kre¢u. Ova ¢Cinjenica nameée
potrebu definisanja nove fiziCke veli€ine koja bi bolje opisivala stanje kretanja fiziCkih tela i njihovih
sistema i posebno odnose medju njima, kao i transformacije mehani¢kog kretanja tela u druge oblike
kretanja materije i njihov kontinuitet. Ta veli¢ina je ENERGIJA.

Energija se definiSe kao sposobnost tela da vr8i rad. Mehanitka energija karakteriSe kretanje
tela i njegovu interakciju sa drugim telima. Iz iskustva je poznato da telo moze imati energiju ili usled
svog kretanja - kineti¢ka energija, ili usled svog polozaja u polju neke potencijalne sile - potencijalna
energija.

5.3.1. Kineticka energija.

Dejstvo sile F na Cesticu mase m manifestuje se kao promena njenog impulsa (odnosno
brzine od |\71| do |\72|. Rad sile se ulaze u promenu brzine, a mera te promene je kineticka
energija, Ek. KinetiCka energija se, dakle, moze izraziti pomocu rada sile na promeni brzine.
Elementarni rad sile je:

— 2
A=ﬁ.d§:m@-d§:mv-dv:d(m;’j (5.10)

pri ¢emu je iskoriSéena relacija d S/dt=V . Velitina mv2/2=Ek se naziva kinetitka energija tela koje se
kreée brzinom V. Integracijom izraza (5.10) sledi:
2 2

s2 V2
— . mv: mv
A=IF-ds:m_[v-dv:—2— 1
sl vl

= Exo — Ek1 = AEk
2 2

Dakle rad sile izvrSen na slobodnoj Cestici mase m jednak je promeni njene kineticke
energije. Ex zavisi od mase i kvadrata brzine Cestice. Za izraCunavanje Ek nije vazno na koji je

nacin Cestica stekla brzinu V, zna¢i Ek je funkcija njenog stanja kretanja. Na osnovu gornjeg izraza,
Ek ne moze biti negativna, Ex = 0.
Znamo da brzina, V, zavisi od izabranog koordinatnog sistema. Dakle, Ek Ce takodje zavisiti

od sistema - ima relativan karakter.
Kineti¢ka energija je aditivna fizicka veliCina. Za sistem od n-Cestica je:

2

E, :;Eki :Zmizvi (5.11)

i=1

Dimenzije i jedinice za kinetiCku energiju su iste kao i za mehanicki rad.

5.3.2. Potencijalna energija.

To je energija koja zavisi samo od polozaja Cestice u odnosu na druga tela sa kojima
interaguje, bilo neposrednim kontaktom (opruga), bilo posredstvom fizitkog polja (gravitaciono polje).
Fizitko polie je prostor u kome se manifestuje dejstvo jednog tela na druga bez neposrednog
kontakta i karakteriSe se ja¢inom polja. Potencijalna energija, U ili Ep, se meri radom sila interakcije
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potrebnim da bi se Gestica premestila iz jedne tatke prostora (sa vektorom polozaja T o) u drugu
tacku (T 1).

S obzirom da rad konzervativnih sila ne zavisi od oblika putanje, ve¢ samo od pocetnog i
krajnjeg polozaja, u slu€aju konzervativnih sila taj rad se moze izraziti kao razlika vrednosti iste
funkcije U(T) u potetnom i krajnjem poloZaju i definie se sa:

AA|=U(®P) - U(T,) = | F(F)-drr (5.12)
[AA| SEN|

Postavlja se pitanje koju tatku uzeti za T . Posto se izvrSeni rad posmatra kao razlika vrednosti
funkcije U, isti rezultat se moze dobiti za razliCite apsolutne vrednosti energije. Dakle, Ep moze biti

poznata do na odredjenu konstantu i fiziCki smisao ima samo razlika potencijalne energije za dva
polozaja, odnosno:

U(r,) - U(R,) = U(T,) + mjﬁ(r) -df - U(T,) - rTﬁ(f) -df = rjﬁ(f) -dr (5.13)

Dakle, rad sile interakcije vrdi se na ratun smanjenja funkcije U(T) pri pomeranju &estice od T{ do
T 2. Diferenciranjem izraza (5.13) dobijamo:

~dU(F) = F(F)-dr =dA (5.14)

Ovde je dA totalni diferencijal jer je sila konzervativna. Vidimo da funkcija U(T) ima dimenzije rada i
predstavlja veli€¢inu koja se naziva potencijalna energija Cestice. Usled neodredjenosti konstante
U(T o) referentni nivo potencijalne energije moze biti proizvoljno izabran. Uobi¢ajeno je da se u

centralnim poljima za referentni nivo uzme vrednost u T g—> o (gde je U=0). U tom sluéaju je:
r
U(F) = - [F()-dF = A (T—> ) (5.15)

Za ovakav referentni nivo potencijalna energija je uvek pri privlacenju Cestica negativna i jednaka je
radu sila interakcije potrebnom da &esticu iz beskonacnosti prevedu u tacku sa vektorom poloZaja T .
Prostor u kome deluje neka konzervativha sila naziva se potencijalno polje.

ODNOS SILE | POTENCIJALNE ENERGIJE

Svakoj tatki potencijalnog polja odgovara sa jedne strane F(T), a sa druge U(T). Izmedju
njih mora postojati odredjen odnos. Ovaj odnos sledi iz svojstava konzervativnih sila da rad sile ne
zavisi od oblika puta, ve¢ od polozaja i da se vrSi na ratun smanjenja potencijalne energije, odnosno
da je rad konzervativne sile totalni diferencijal odgovarajuce funkcije.

Pod navedenim uslovom, dakle za sluCaj konzervativne sile, kada je rad sile totalni
diferencijal, odnos sile i potencijalne energije sledi neposredno iz izraza (5.14). U tom slucaju
mozemo pisati da je:

F(T) = - au[) A (5.16)
dr

Ovo vazi za proizvoljan pravac u prostoru, a za pravce duz koordinatnih osa ¢e biti:
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AU du
dx Y dy dz

Dakle, moZzemo pisati, uz prelazak na parcijalne izvode:

AU . auq AU }
—k (5.17)

F(r)—F|+FJ+Fk——{gi 0"y ﬁz

Vektor sa desne strane se naziva gradijent skalara U(x,y,z) i oznacava sa gradU ili nabla - VU:

F(T) = - gradU = -VU (5.18)

Fizicki smisao vektora gradU dobiéemo iz sledeée analize. Neka je U(T )=U(x,y,z)= =const=C
jednacina povrSine Cije sve tacke imaju istu vrednost potencijalne energije - ekvipotencijalna povrsina.
Menjanjem C dobija se beskonaCan broj ekvopotencijala, koje se ne seku, kao $to je to ilustrovano
na slici 5.3. Kroz jednu tacku polja zbog jednozna¢nosti funkcije U(T) moze se povuci samo jedna
ekvipotencijala.

Ako Cestica uéini pomak OF po ekvipotencijali, izvrSeni rad mora biti jednak nuli:

U=C,
= —gradu.dr = —dU(T) =0
U=, /\ g (r)
U=Gy jer je U(T)=const, a dU=0. Ovo znadi da je gradUu.Ldr.
radU Dakle, vektor gradU je normalan na tangentu povuéenu na
(D g > ekvipotencijalu. Ako u tacki B povu€emo normalu u smeru u
B ﬁz kome U(T) raste, mozemo pisati da je:

gradU = |gradU|.N o
Slika 5.3. Ekvipotencijalne povrSine

i gradijent L . . _ L
Neka se Cestica pomeri duz normale za dN=dn.Ng, izvrSeni

rad je jednak:
dA = gradU.dn.Ng =dU # 0

Zbog pretpostavke da je dU>0, gradU ima smer u kome U(T) raste. Iz zadnjeg izraza je takodje:
du ~
d—: gradU. N o =|gradu| (5.19)
n

Intenzitet gradijenta je jednak izvodu potencijaine energije, skalarne funkcije U(T) po rastojanju n.
Dakle, gradU je vektor koji karakteride pravac i smer najbrze promene skalara U(T) u polju

konzervativne sile, F(T).
PRIMERI POTENCIJALNE ENERGIJE

Konkretan izraz za potencijainu energiju odnosno funkciju U(T) zavisi od zakona

konzervativne sile IE(?). Neka je, na primer, sila oblika ﬁ(?):—k?, §to je restituciona sila elasti¢ne
opruge, i neka se kretanje vr8i duz x-ose. Za nju je:



odakle je

x2 1 2 2
Ux,)-UX,;) =k jlxdx =5 k(x5 —z;) (5.20)

Obi¢no se za referentni nivo uzima vrednost energije u ravnoteznom polozaju, x1, gde je U(x1)=0, pa
je:

U(x) = %kx2 (5.21)

Dakle, potencijalna energija je srazmerna kvadratu rastojanja i ne zavisi od smera tog rastojanja.
Neka je u drugom slu¢aju u pitanju gravitaciona sila, F=mg. U slu¢aju da se telo mase m
krece neposredno u blizini povrsine Zemlje, gde je § konstantno i ako se za nulti nivo uzme

energija na samoj povrsini, jednostavnom integracijom, kao u (5.20), se za potencijalnu energiju tela,
na visini h, dobija slede¢i izraz:

U = mgh (5.22)

5.4. Zakon odrZzanja mehanike energije.

U opStem slucaju Cestica ima i kinetiCku i potencijalnu energiju. Njihov zbir je ukupna
mehaniCka energija. Na primer telo koje slobodno pada u gravitacionom polju, u blizini povrSine
Zemlje, ima ukupnu mehani¢ku energiju jednaku:

2

+ mgh (5.23)

Ova dva vida energije, kineticka i potencijalna, mogu prelaziti jedan u drugi. Kako je za slobodno
padanje tela sa visine hg njegova brzina na povrsini Zemlje jednaka:

v = 4/2gh,

sledi da je steCena kineticka energija jednaka:

mv'2  m(,/2gh,)?
2 = o ™"

o (5.24)
odnosno jednaka je pocCetnoj potencijalnoj energiji Cestice. Dakle, u slu€aju slobodnog padanje, ili
hitca naviSe, energija se transformiSe iz jednog vida u drugi, ali tako da je njihov zbir stalan:

mv?
E =

+ mgh = const. (5.25)

Ovo je ujedno u skladu sa zakonom o odrzanju energije, koji éemo upravo izvesti.
Posmatrajmo prvo slucaj jedne Cestice. Ako na nju deluje takva sila da je jedan njen deo

(IE) jednak izvodu potencijaine energije (konzervativne sile) a drugi (F’) nije, jednagina kretanja
Cestice glasi:
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dmv) = e_& _gradU (5.26)

Ako ovu jednacginu pomnozimo skalarno sa dr, dobijamo sledeéi izraz
mdv-dr -

=F'.dr —gradU -dr 5.27
at g (5.27)

Imajuéi u vidu da je df =Vdt i gradU.dr =dU, dolazimo do sledeceg izraza:

2
d( m;/ J +dU=F'.dr (5.28)

odnosno:
d(Ek+U) = 6A (5.29)

Ukoliko je rad OA spoljasnjih, nekonzervativnih sila jednak nuli sledi iz zadnjeg izraza da je:
E = Ek + U = const (5.30)

Razmotrimo zakon odrzanja ukupne mehaniCke energije za jedan sistem od n-Cestica, masa
m4, mo, ..mp. Neka ove Cestice uzajamno interaguju silama F{2, F13,..., Fn,n-1, i neka na svaku

od njih dejstvuje spoljasnja sila IEi, kao na slici 5.4.
Prema drugom Njutnovom zakonu, jednalina kretanja
svake Cestice sistema bie oblika:

m—1=>F+F (5.31)

gde su IEij unutradnje sile uzajamnog dejstva Cestica, a

IEi' rezultanta spoljasnjih sila na i-tu Cesticu. Oc¢igledno
je da éemo imati n jednacina oblika (5.31), po jednu za
svaku Cesticu.

Neka pod dejstvom ovih sila mehaniCki sistem
predje iz jedne konfiguracije u drugu, vrlo blisku. Svaka
gestica je pri tome napravila odgovarajuée elementarno pomeranje drj, a svaka sila je izvrsila
odgovarajuci rad koji predstavlja skalarni proizvod vektora sile i vektora pomeranja.

Pomnozimo svaku od jednagina (5.31) sa odgovarajuéim pomerajem dF . Dobiéemo drugi
sistem jednacina oblika:

Slika 5.4. Sistem od n cestica

dl dr, = SF, -, + F, -df (5.32)
j

Kako je dF;/dt = Vi iz jednatina (5.32) dalje sledi:

m,Vv; -dv; = ZF dF +F, -df

(5.33)

Sabiranjem srodnih €lanova ovog sistema, sledi:
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n n - n '
mv, -dv; = F;-dr, +
; .

i i
i=1 i=1 i=1

=l
n
o
=l

(5.34)

Leva strana ovog izraza predstavlja promenu kinetiCke energije sistema:

n

n 2 n
> my,-dv, = Zd( mizvi j => dE, =dE, (5.35)
i=1

i=1 i=1

Prvi &lan na desnoj strani jednacine (5.34) predstavlja elementarni rad konzervativnih sila
uzajamnog dejstva

r:ij -df, =D dA, =dA, =—dU (5.36)
j

ul
i=1 i=1
Ovaj zbir u opstem slu€aju nije jednak nuli iako je IEij= —IEji jer pomeraji ne moraju biti isti,
d?i ;tdfj
Drugi ¢lan na desnoj strani izraza (5.36) predstavlija rad spoljadnih sila koje dejstvuju na
sistem:

!

iﬁi .d

i=1

|

by ¥

=dA (5.37)

S

Dakle, imacemo da je dEx = dAy+ dAg = —dU + dAs. Ako uvedemo uobiCajenu oznaku T
za kinetiku energiju i U za rad konzervativnih sila tj. unutras$nju ili potencijainu energiju, a rad
spoljadnjih sila izrazimo kao proizvod rezultuju¢e spoljasnje sile Fri rezultujuéeg pomaka dr, izraz
(5.34) mozemo pisati u obliku:

d(T+U) = F’.dr (5.38)

Tako je elementarni rad izvrSen od strane spoljasnjih, nekonzervativnih sila F jednak prirastaju
kineticke i potencijalne energije sistema. Zbir u zagradi oznatava se kao ukupna mehani¢ka energija
sistema:

E=T+U

Kada na sistem deluju samo konzervativhe (potencijalne) sile, mehaniCka energija sistema je
konstanta kretanja. Ova tvrdnja predstavlja zakon o odrzanju mehaniCke energije sistema u polju
konzervativnih sila:

E=T+ U = const (5.39)

Pri prelazu iz jednog u drugo stanje mogu da se menjaju kinetiCka i potencijalna energija,
svaka za sebe, ali njihov zbir ostaje stalan. Ako se, na primer, kineticka energija sistema poveca za
AT, za istu vrednost mora da se smanji potencijalna energija, AU = —AT. Obratimo paznju na
Cinjenicu da zakon vazi samo kada su sile koje deluju u sistemu konzervativne ili potencijalne sile
(kod kojih rad zavisi samo od poCetnog i konatnog stanja, ne i od putanje). Kada postoje
nekonzervativne sile, na primer sile trenja, zbir kineticke i potencijalne energije nije stalan. O tome
govori termodinamika.

Zakon odrzanja mehanic¢ke energije pruza znacajnu pomoé¢ u reSavanju razliGitih problema
dinamike.
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PRIMER I: Cestica mase m = 1 kg. klizi bez trenja po paraboli¢nom Zljebu oblika z=B—Ax® ,
gde je B=25m i A=5m . Cestica pocinje da klizi sa nultom po¢etnom brzinom iz tatke sa
koordinatom x=0, videti sliku 5.5. Kolika je brzina Cestice u ta¢ki sa koordinatom x= 2m?

ReSavanje ovog zadatka po drugom Newton-ovom zakonu bilo bi veoma slozeno. Zakon
oc¢uvanja mehaniCke energije daje reSenje brze i jednostavnije.

Osnovno §to treba uraditi je izjednaliti mehaniCku energiju
na pocetku (Ej) i kraju (Ef) kretanja:

z(m)

(1)1

Ej = Ef odnosno Tj + Uj = Tf + Us

gde U oznaCava potencijalnu energiju Cestice u blizini Zemljine

(f) povrS§ine, u odnosu na povrSinu Zemlie gde je U(z=0)=0. Za
> osmatrani slucaj je:
0 x(m) p J | )
mv
Slika 5.5. Kretanje Cestice 0 + mgzj = + mgzf
po zljebu 2

Trazena brzina je odavde:

v =.29(z; - Z;)

Kako je: zj=z(x=0)=B=25m i z{=z(x=2)=B—4A=5m, to je traZzena brzina v = 19,8 m/s.

PRIMER 2. Telo mase m nalazi se na strmoj ravni ugla nagiba 6. Oprugom je prikateno za
nepokretni oslonac, slika 5.6. Predpostavimo da je telo povuceno iz ravnoteznog polozaja opruge za
rastojanje x1 niz ravan i puSteno. Ispitati kretanje tela sa energetskog stanoviSta, bez dejstva sile
trenja klizanja.

Sile koje vr8e rad su gravitaciona i elastitna sila
opruge. U polozaju xq1 kineticka energija tela je jednaka nuli,
pa je ukupna energija, u odnosu na ravnotezni polozaj:

2
X

E1 =T+U =0 + — mgx4sinB

U proizvoljnom polozaju na rastojanju x sa brzinom tela v,

bice:
mv?2 kx 2 ,
> + — mgxsin® = Eq = const.
Dakle, sva tri vida energije se menjaju ali je njihov zbir stalan.
Slika 5.6. Telo na strmoj ravni, PRIMER 3: Razmotriti kretanje slobodnog tela po
vezano oprugom strmoj ravni bez trenja i sa trenjem. Za sluCaj bez prisustva
sile trenja energija u proizvoljnoj tacki na strmoj ravni je:
mV2

+ mgy = mgh = const

2

Ukoliko se u obzir uzme i sila trenja kretanje ée biti
drugacije. Sila trenja je:

Ftr = p.mg.cosf

a rad te sile, ukoliko je konstantna je F.(AC), pa je
energija:

mv2

Slika 5.7. Slobodno telo na strmoj ravni

+ mgy + F.(AC) = mgh
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Zbir kineticke i potencijalne energije viSe nije konstantan jer se u obzir uzima i rad sile trenja. Deo
mehaniCke energije se "rasipa" pretvaranjem u toplotnu energiju. Zbog razmene energije sa okolinom
ovaj sistem nije izolovan i zakon ne vazi.

5.5. Opisivanje kretanja pomocu energijskih dijagrama.

Zakon odrzanja mehaniCke energije (E) moze se predstaviti graficki u obliku tzv. energijskih
dijagrama. Energijski dijagrami se dobijaju kada se na apscisnu osu nanese rastojanje posmatranog
tela od tela sa kojim ovo uzajamno interaguje, a na ordinatnu osu odgovarajuée vrednosti
potencijalne, kineticke i ukupne mehanicke energije.

UTE Posmatrajmo primer kretanja hitca naviSe u blizini Zemljine
’A ’ No;f‘ povrSine. Potencijalna energija je U(h) = mgh i ima oblik linearne
E 0} zavisnosti, kao na slici 5.8. Ako je poCetna brzina tela sa povrSine

Zemlje vg i T=mv02/2, onda je to i ukupna mehani¢ka energija E, jer

U je U(0)=0. Za svaku visinu je E = To i predstavljena je horizontalnom

! > linijom. Kineticka energija tela na proizvoljnoj visini h je data sa:
O h h,, h
Slika 5.8. Energijski dijagram T(h) = E — U(h) = To — mgh.

za hitac u vis.

Sva tri iznosa energije ilustrovana su na priloZzenom grafiku.

Maksimalna visina za dato vg je hmax = v02/29, posle Gega telo pocinje da pada. Brzina u

proizvoljnom trenutku je v=(v02—2gh)1/2 . Za neku drugu pocetnu brzinu, vg', vazio bi isti dijagram,
UTE samo bi Tg' i h'max bili razliciti.
) Primer energijskog dijagrama za kretanje tela mase m
pritvrSenog za oprugu ilustrovan je na slici 5.9. Potencijalna
\ E / energija tela je u ovom slu€aju
i T/
] ! ks®
i U | U=~
Smax @) Sy S
Slika 5.9. Energijski dijagram §to predstavija jednadinu parabole prikazane na grafiku. Sa

tela na opruzi grafika se vidi vrednost kineticke i potencijalne energije za

svako s. KinetiCka energija za datu vrednost s-a bice:

ks?
T=E-U=E- —
2
Kako je:
2 2
E - KS max _ KS tin
2 2

kinetiCka energija Ce biti:

pa je brzina tela data slede¢im izrazom:



ZADATAK I: Nacrtati energijski dijagram za kretanje niz strmu ravan sa trenjem.

ZADATAK |I: Konstruisati dijagram potencijalne energije dvoatomskog molekula u funkciji

medjuatomskog rastojanja, R, kao zbir privlane potencijalne energije oblika —1/R i odbojne oblika
2

1/R".

5.6. Sudari. Idealno elstiéan sudar tela.

Na osnovu zakona odrzanja energije i impulsa mogu se proucavati fizicke pojave kod kojih
su nepoznati i priroda i intenziteti ili samo intenziteti sila koje dejstvuju pri ovim pojavama. Takve
pojave su sudari tela - nagle promene stanja kretanja tela izazvane njihovim uzajamnim
medjudejstvom, u veoma kratkom vremenskom intervalu. Pri sudaru se definiSu slede¢i pojmovi:

1. Linija sudara je prava koja se poklapa sa normalom, na povrSine tela u tacki dodira, slika
5.10.a).

2. Centralni sudar je onaj kod koga linija sudara prolazi kroz centar mase, slu€aj b).

3. Ceoni sudar je onaj kod koga su vektori brzina pre sudara paralelni liniji sudara, slu€aj c).

4. Kos sudar je kada se pravci brzina razlikuju od pravca linije sudara, slu¢aj d).

AT
— 1
. E Vi
n n’ %7 %
2
a.) b.) c.) d.)

Slika 5.10. Sudari &estica

Sudar se uslovno deli na dve faze - stanje kretanja pre i stanje kretanja posle interakcije.
Ovo je ilustrovano na slici 5.11. Na gornjem delu slike prikazani su polozaji i brzine Cestica pre
sudara, a na donjem stanje neposredno posle sudara. Brzine Cestica posle sudara su oznaCene sa
primovima.

Ukoliko u sudaru dejstvuju samo elastitne sile nazivamo ga elasti¢nim, a ukoliko postoje i
neelastiCne sile (sile trenja, trajne deformacije, itd.), govoriéemo o neelastitnom sudaru. Sudar se

o T’?V T’z/} karakteride koeficijentom restitucije €=vp/vg, kao odnosom
\nqu \n'é normalnih komponenata brzine na udarnu povrSinu posle i pre
—, —, sudara. Pri tome je O<g¢ <1, a posebno se razmatraju sledeéi
Vi (D V2 slucajevi:
- &
my m,

€ = 1 - apsolutno elasti¢an sudar
Slika 5.11. Stanje sistema i

pre i posle sudara € = 0 - apsolutno neelastican sudar.

Za apsolutno elastiChe sudare vaze =zakoni odrzanja
mehanitke energije i impulsa, pre i posle sudara, a kod apsolutno neelastiCnih vazi samo zakon
odrzanja impulsa. Drugim re€ima, ako je ukupna mehani¢ka energija konstantna sudar je apsolutno
elasti¢an, u protivnom je neelastican.

Za slucaj elastitnog sudara dva tela, zakoni o odrzanju impulsa i kineticke energije glase:

myV4{ + moVo = mqVqy + moVyo’ (5.40)
i

1 > 1 > 1 2 2

—mqV{ + —movo = —mqv{ + — movo' (5.41)

2 2 2 2

gde su sa (') oznacene brzine posle sudara, koje se zapravo traze.
U slu€aju centralnog sudara moze se preci na skalarni oblik jednacine (5.40), pa sledi:
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m1(v1-v{) = m2(v2'-v2) (5.42)

mi(v1-v4?) = movo® o) (5.43)
Deljenjem jednacine (5.43) sa (5.42), dobijamo:

Vi + Vv = Vv + vo (5.44)
Ako (5.44) pomnozimo sa mq i saberemo sa (5.42) sledi:

2mqvq{ = m{v2' + m{v2 + maovo' — movo
odnosno
Vo' = 2myv, - (ml B mz)Vz
m, +m,

Slieno, mnozenjem (5.44) sa mo | sabiranjem sa (5.42) dobijamo za v1"

_ 2m,V, - (m, -m,)v,
m, +m,

v1'

U specijalnom sluéaju kada Cestica mo miruje, vo= 0, imamo slu¢aj takozvanog udara tela, za koji ¢e
biti:

b 2m1
vl = ———V, (5.45)
m, +m,
i
m, -m,
vii= ———V, (5.46)
m, +m,

Ako je m{=m2 tada je v1'=0 i vo'=vq, odnosno tada imamo potpun prenos energije i impulsa pri
udaru (primer za ovakav slu¢aj je Cest u bilijaru). U opStem slu€aju razlikujemo sledece sluCajeve:

zamq>mo je Vo'>VAq
mqy < mo vo'<vA
my << Mo—»o0 v1'=—v1

Odnos energije prve Cestice posle i pre sudara dat je sledeéim izrazom:

E' mv,?2 [v_l')z
E, myvi/2 v,

Energija predata pri centralnom udaru je: AE = Eq - E1". Ova energija se moze izraziti preko ranije
izvedenih relacija. |z izraza (5.46) sledi:

2
m,-m
E1! — ( 2 1] E]_
rnl + I"nZ
Na osnovu toga se za prenos energije, odnosno predatu energiju pri centralnom udaru dobija:
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AE = 4m1m2

= —= 5.48
(m, +m2)2 (649

Odavde je opet za mi=mp, AE = E4, odnosno sva energija se preda pri udaru. lzraz (5.48) moze
da se napiSe u funkciji odnosa masa (m41/m2) na slede¢i nacin:

A
al AE __a(myim,)
1 E  [L+(my/m,)P
05 Ovaj izraz se naziva frakcioni gubitak energije tela m1q.
Zavisnost frakcionog gubitka energije od odnosa masa
prikazana je na slici 5.12. Za mqi=mo AE/E ima
0 > . . o S .
001 01 1 10 100 ml/mz maksimalnu vredno.sF jednaku Jed|n|<?|. .Za V.eCI ili ma.r?jl
odnos , mi>>m2 ili mi<<mp frakcioni gubitak energije
Slika 5.12. Zavisnost frakcionog opada ka nuli, $to se vidi i na grafiku. Najveéi frakcioni
gubitka energije od odnosa masa gubitak ili transfer energije u sudaru je dakle za m{=mo i

iznosi 100%. Ova ¢Cinjenica ima, recimo, poseban znaCaj pri reSavanju problema usporavanja brzih
neutrona oslobodjenih u nekoj nuklearnoj reakciji. Za to se koriste lak$i elementi, najbolji je vodonik,
jer se pri sudaru sa protonom prenosi najviSe energije, zbog priblizno jednakih masa neutrona i
protona. lli, ako ho¢emo da zagrejemo neki gas ubacivanjem Cestica vece energije u njega, treba to
raditi sa istom vrstom gasa jer je pri tom prenos energije najveci. lli, ako hoéemo da zagrejemo neki
gas ubacivanjem Cestica veée energije u njega, treba to raditi sa istom vrstom gasa jer je pri tom
prenos energije najveci.

5.7. Kos sudar tela.

Kos sudar je u principu komplikovanije opisati jer
raspolazemo i dalje samo sa dve jednacine-zakone odrzanja
impulsa i energije a imamo u principu Cetiri nepoznate veliine i to
brzinu jedne i druge Cestice posle sudara i uglove njihovog
rasejanja u odnosu na prvobitne pravce kretanja, vi', vo', 61 i 6o,
slika 5.13. Zbog toga je kos sudar pogodno razmatrati u
koordinatnom sistemu centra mase. Centar masa je zamisljena
tatka Cije su koordinate definisane sa:

n
Slika 5.13. Kosi sudar Z mT

(5.49)

U odnosu na nepokretni, laboratorijski sitem (L) centar mase se kreée brzinom Vg, koja se dobija
diferenciranjem izraza (5.49) i koja, pri V=0, odnosno pri udaru, iznosi:

M
m, +m,

Y v, (5.50)

c

Sistem Ciji je koordinatni poCetak postavljen u taCku C i kre¢e se zajedno sa njom, naziva se sistem
centra masa (C). Brzine Cestica u ovom sistemu lako je izraziti na osnovu Galilejevog principa
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transformacija brzina. One su date slede¢im izrazima:

V, =V, -V My
1c — V1~ Ve T 1
m1+m2
V, =V, -V, =g (5.51)
m1+m2
vlclzvll_vc
\720|:\72I-\7c

Ako sa brzina predjemo na impulse &estica, mnoZzenjem sa odgovarajuéim masama, bice:

— a mm, _
P1c=—- P2c = ————V, =p
ml + m2
P1c' =myV1' —myVg (5.52)
Pac' = maV2' - maVe
pre sudara posle sudara gde je sa P oznaten impuls Cestice mq,
l_f’ pre sudara u (C) sistemu. Dobili smo da je
-~ 7 :ﬁC\ 6\ P 1c+P 2¢=0, odnosno da je ukupan impuls
o N\ —, u sistemu centra masa jednak nuli. Time se
My m; P 1-0 problem pojednostavljuje. Kako je:

Slika 5.14. Impulsi Cestica pre i posle sudara u C sistemu

- q - q - m =
my1V1'= P1'; mpVo'= P2'; myV¢ = m—l p; maVeg=p
2
posle sudara u sistemu (C) impulsi ¢e biti:
= 1 = 1 ml = = [ -

Pie =P1——P P =P, —P (5.53)
m2
Ako ova dva izraza saberemo, dobijamo:

= = o, m, ..
plc+p2c=p1+pz—(1+m—l)p

Kako je zbog zakona o odrzanju impulsa:

sledi da je:
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odnosno:
. .

Pie'=— P =P (5.54)

gde smo sa P' oznadili impuls ¢estice m{ posle sudara u "C" sistemu.

Iz (5.52) i (5.54) vidi se da je zaista zbir impulsa Cestica u C-sistemu pre i posle sudara
jednak nuli. Impulsi Cestica pre i posle sudara su medjusobno kolinearni, sl.5.14., a sa novouvedenim
oznakama P i P', na osnovu jednacina (5.53) i (5.54) dobijamo vezu izmedju odgovarajucih impulsa

u (C) i (L) sistemu:

1 = 1 ml = . =21 R
P=p,——P ' —P=P,—=P (5.55)
m2

U slu€aju kosog sudara nije moguée odrediti sve karakteristike kretanja. Na osnovu dobijene
veze medju impulsima u vektorskom obliku ne mogu se jednoznatno odrediti uglovi rasejanja
pojedinih Cestica. Medjutim, moguce je za predpostavljeni ugao rasejanja u C-sistemu odrediti uglove
rasejanja u L-sistemu. To je ipak veoma Kkoristan podatak jer omogucava razmatranje statistickih
dogadjaja, odnosno zakljuCivanje o ponaSanju skupa veceg broja Cestica koje se medjusobno
sudaraju, zasnovano na zakonitostima verovatnoce. Razmotricemo vezu medju uglovima rasejanja u
C- i L-sistemu, za jedan izabrani ugao rasejanja u sistemu centra mase.

Neka u C-sistemu pravac kretanja Cestice 1 posle
sudara zaklapa ugao O sa njenim prvobitnim pravcem. Ovaj
ugao zvaéemo uglom rasejanja, kao na prilozenoj slici. Dakle,
0=2(P1c" P 1c)=£(P " P).

Kako se u eksperimentu ne mere uglovi u (C) veé u (L)

D sistemu mora se uspostaviti veza izmedju uglova rasejanja u
ﬁ dva sistema. Neka je y ugao rasejanja u L- sistemu.
\ Predstavimo graficki prvu od jednacina (5.53), u obliku
(5.55), kao na dijagramu na slici 5.15. Vektor P koji je

s

A

Slika 5.15. Veza izmedu uglova
u L i C sistemu paralelan impulsu upadne Cestice u L-sistemu definiS8e pravac u

odnosu na koji se mere O i . Sa slike se lako nalazi veza
izmedju 0 i y, dakle izmedju uglova rasejanja u C- i L-sistemu, i to na sledec¢i nagin:

~ _ CE p'sind B sino
" OB OE+EB p'cosd+(my/my)p  (my/my)(p/p') +coso

tgy

Kako pri elastithom sudaru vazi zakon odrzanja kinetitke energije, to je:

pic + pgc — p'fc + plgc zi(i+in2 :l(i_Fin'z
2m; 2m, 2m, 2m, 2\m; m, 2\m;, m,

odakle je p = p', dakle impulsi p i p' su jednaki po intenzitetu. Na osnovu toga, kona¢no za vezu
uglova dobijamo:

sin®

gy = ——
m4/m, +cos

Ugao rasejanja O u C-sistemu moze da ima bilo koju vrednost u intervalu 0-2n. Sa uglom y u L-
sistemu to medjutim nije slu€aj, on je ograniCen u zavisnosti od odnosa masa Cestica, i to za:
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m4{ > m2 imenilac je razli¢it od nule i y < /2

m{ =m2 je y = 72

m4{ < m2 dozvoljene su sve vrednosti ugla .

Ova veza se odnosila na ¢esticu 1. Ucinimo isto i za Cesticu 2. Neka je ¢ njen ugao
rasejanja u C-sistemu i @ u L-sistemu. Ugao ¢ je lako izraziti preko 6: ¢ = n—0. Da bi odredili ugao
¢ nacrtajmo "trougao impulsa" u L-sistemu, kao na slici 5.16. U ovom sistemu vaZi slede¢a veza (na

osnovu zbira OA + AD=0D)

A P1=p1+ P2
Py > [_)Z’ U tacki O nanesimo duz p1 vektor OF =(m1/mo) P i
U 9 konstruiS$emo vektor FA. Iz ranijeg razmatranja i izraza
O 77 > D (5.55) sledi:
Mm"lF
m, P B B
3 FA=OA—-OF = p{' - (mimp) p = p'
1

Slika 5. 16. Trougao impulsa - - -
FD=OD-OF = p{-(mymo) p =P

U slutaju elastitnog sudara moduli vektora P i P' su jednaki, te je trougao FAD
jednakokraki. Kako uglovi trougla impulsa imaju slede¢i fiziCki smisao:

Z/AOF =y, /AFD =9 i ZADF = ¢

nalazimo da je:

¢ = > odnosno ¢ = 2¢ . (5.57)

Iz trougla OFA se lako odredjuju i brzine Cestice 1 i 2, posle sudara u L-sistemu, u funkciji
ugla rasejanja 6, posmatranog u C-sistemu. Kori§éenjem kosinusne teoreme dobija se:

1 1
Vi'= —p1' = —JOF? + FA’ —=2.0F - FAcos(n —0)
m, m,
Kako je medjutim:
m, . m,m,
OF = —p; FA = p=p I p=—""V1
m, m, +m,
bice:
m 2 m
vy’ = L vy |1+ —L | +2—LcosO
m, +m, mo mo
Na slican nacin odredjuje se i vo'"
' 1 1
v o 2 1 AF2 L FD2 _2.AF-FDcosO (5.58)

m, m, mp
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Kako je FD=AF=p kona¢no se dobija:

vo' = 2——=——vq.sin| — (5.59)
mq +myp 2

Formula (5.59) omoguéava da se odredi veliina prenosa ili transfera kinetiCke energije:

m,m
83T = To' = %mg(vg')2 = 4ﬁT1.Sin2(%j (5.60)
1 2

Maksimalan transfer energije odgovara uglovima rasejanja 6=m, odnosno rasejanju unazad.

5.8. Apsolutno neelasti¢an sudar.

Centralni sudar dva tela masa m1 i mo i brzina V1 i Vo naziva se apsolutno neelasti¢an

ako se posle sudara tela kre¢u kao celina zajednickom brzinom V. Na primer, dve "plasti¢ne"
kuglice. Kod ovakvog sudara vazi zakon odrzanja impulsa, ali ne i zakon odrzanja mehanitke
energije, pa se kretanje moze opisati samo pomoc¢u vektorske jednacine impulsa:

miV{ + maoVo = (mq + mo )V (5.61)

Kako vektori brzina kod centralnog sudara leze na istoj pravoj, vektorske oznake se mogu
izostaviti, pa je:
m,v, +m,v
vz — 1 22 (5.62)
m, +m,

U zavisnosti od vrednosti i orijentacije impulsa moguée je kretanje tela u smeru veceg
impulsa, u smeru oba impulsa (sustizanje) ili mirovanje - isti suprotno orijentisani impulsi.

Energija deformacije. Veé smo istakli da kod neelasti¢nih sudara ne vazi zakon odrzanja mehanicke
energije, jer se jedan njen deo, Edef, transformiSe u druge vidove energije i predstavlja tzv. energiju

deformacije. Prema tome, ukupna energija se moze izraziti na sledeci nacin:

1 > 1 > 1 2
Em1v1 + Emgvg = E(m1 + Mo)V + Edef (5.63)

U specijalnom slu€aju kada je vo=0, odnosno u slu¢aju udara, za energiju deformacije dobijamo:

m,m, 2 m, 1
Edef = v~ = Eq = E1
de
2(m, +m,) m, +m, 1+mq/myp

(5.64)
gde je sa E1=Ek1 oznaena kinetitka energija Cestice mq pre udara.

Dakle, ako udarom treba izazvati znatnu deformaciju tela (kovanje), onda masa tela koje se
deformiSe, mo, mora biti ve¢a od mase mq tela koje udara. Telo koje je potrebno deformisati stavlja
se na masivno telo (nakovanj) tako da je masa toga tela i nakovnja zajedno znatno veéa od mase
Cekica.

Na primer, ako je m{=mo, prenese se samo E{/2 energije. Ako je medjutim mq=1 g, a
mo2=1000 g, tada samo 0,1% ostaje kao kineticka energija sistema, a 99,9% se pretvara u druge
oblike energije-deformisanje, toplota.
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Balisticko klatno je uredjaj za merenje brzine taneta na principu apsolutno neelastiénog
sudara. Masivno plastiéno telo, drvo, mase m' obeSeno je pomocu neistegljivih niti i miruje, kao na
prilozenoj slici. U njega se ispaljuje tane mase m i nepoznate

N N trazene brzine v. Zakon o odrzanju impulsa pre i posle udara
ANER RN glasi:
N \
N \\
ISR mv =(m+ m') V
‘ |
iV ‘ S . . S .
ne Jh gde je sa V oznaCena zajedniCka brzina obe mase nakon
m — sudara. Kineticka energija sistema posle sudara je:
V
Slika 5. 17. Badisticko Katro P
E (m + m")V

i jednaka je potencijalnoj energiji podizanja klatna i metka za visinu h, dakle vazi¢e sledeca relacija:
Sto daje zajedno sa gornjim izrazom za trazenu brzinu:

vV = m%m' 129h .

Merenjem visine podizanja klatha moze se odrediti brzina projektila.
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OSNOVE DINAMIKE MEHANICKOG SISTEMA

6.1. Kretanje mehanikog sistema. Centar masa.

Pod pojmom mehani¢kog sistema podrazumeva se skup materijalnih ta¢aka ili tela u kome
kretanje svake taCke zavisi od kretanja i polozaja ostalih delova sistema. Na primer, Sunce i planete
¢ine jedan mehanicki sistem. Sile medjusobne interakcije delova mehani€kog sistema nazivaju se
unutradnje sile. Za razliku od njih sile interakcije delova sistema sa drugim telima ili sistemima
nazivaju se spoljasSnje sile. Vazno je istai da je na osnovu zakona akcije i reakcije vektorski zbir
svih unutrasnjih sila koje dejstvuju u sistemu jednak nuli.

Razmotrimo kretanje mehani¢kog sistema od rCestica Cije su mase m,,..m,..m, i vektori
polozaja T,,.. T,. T, u odnosu na dati koordinatni sistem. Da bi smo opisali kretanje svake
pojedinatne Cestice sistema potrebno je na osnovu drugog Njutnovog zakona za svaku od njih
napisati diferencijalnu jednacinu kretanja oblika:

22 n
i _ >R +F (6.1)

m;
dt? I

gde su sa FY, oznatene unutradnje sile kojima ostale Cestice sistema deluju na uotenu &esticu / a

F* predstavlja rezultantu spoljasnjih sila koje deluju na Cesticu /.

Posto sistem ima n Cestica, za opisivanje kretanja svih Cestica sistema potrebno je napisati n
vektorskih jednacina oblika (6.1), odnosno ukupno 37 odgovarajucih jednacina u skalarnom obliku. Na
taj natin se za opisivanje kretanja svih Cestica dobija sistem diferencijalnih jednacina drugog reda u
odnosu na promenljive x, y; i z, koji je potrebno reSiti. Zbog medjusobne zavisnosti kretanja pojedinih
materijalnih taaka ovaj sistem nije moguée resiti parcijalnom integracijom pojedinih diferencijalnih
jednagina. Otuda je opisivanje kretanja sistema na ovaj nalin prakticno veoma tezak, a u opStem
sluéaju matematicki neresSiv problem. Na primer u slu¢aju nebeskih tela problem je reSiv za sistem od
dva tela, a ve¢ za tri tela mora se pribegavati aproksimativnim metodama. Iz tog razloga se za
sistem sa viSe od tri tela, umesto opisivanja kretanja pojedinaénih ¢lanova sistema pribegava
opisivanju integralnih karakteristika kretanja sistema kao celine.

Jedna od vaznih i integralnih karakteristika mehani¢kog sistema materijalnih tataka je centar
masa ili centar inercije. Pokazatemo da je za sistem materijalnih taCaka, kao i za kruto telo,
translatorno kretanje celog sistema moguce opisati kao, odnosno poistovetiti sa kretanjem centra
mase.

Centar masa smo ranije ve¢ definisali. Ponovicemo, to je, za sistem od n Cestica u datom
koordinatnom sistemu, geometrijska taCka Ciji je vektor poloZzaja odredjen sledeéim izrazom:

m

¥ _ =l _
re=—, =
=1

Zn: m;T, (6.2)
i=1

S|~

S

gde su m; i T, masa i vektor poloZaja i-te materijaine tatke, a m ukupna masa sistema.
Dekartove koordinate centra mase biée projekcije vektora T, na koordinatne ose:
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n
X

c

1 18
=— 2. MX;, ¢ T m;y; Pz =
— 2. MiX y le y,

i=1

U slu€aju veoma velikog broja materijalnih tataka u konacnoj zapremini, V, odnosno kada je
prostorni raspored masa kontinualan, a ne diskretan, govorimo o neprekidnoj sredini ili telu. U tom
sluaju se vektor polozaja centra mase umesto preko sume definiSe slede¢im imtegralom:

T = L j? .dm (6.3)
m \Y

Analogno ovom izrazu se definiSu i komponente vektora polozaja centra mase na koordinatnim
osama.

Polozaj centra masa zavisi od rasporeda masa u sistemu, a ne zavisi od izbora koordinatnog
sistema. llustrovaéemo to pomocéu slike 6.1. Polozaji i-te taCke u dva sistema, Oxyz i O'X'y'z
povezani su relacijom

Fi=T,+ T}

Koriste¢i ovu i jednaCinu (6.2) dobijamo

#._l L ﬁ,_i n .
rc_m;miri—m;mi(ri r,)

odnosno T, = T.,T,. Dakle, zavrdetci vektora T, i T, se
poklapaju odredjujuéi jednu istu tatku C-centar masa sistema,
koji je nepromenjen u odnosu na raspored masa m; u bilo kom
sistemu.

Pod tezistem tela podrazumeva se napadna taCka
rezultante vektorskog zbira sila teze svih materijalnih tacaka koje

Slika 6.1. Centar mase

salinjavaju sistem.
Ukoliko se sistem Cestica, tj. telo nalazi u homogenom polju sila teze (Sto je uglavnom
sluaj) teziSte se poklapa sa centrom masa.

6.2. Zakoni kretanja centra masa.

Pomnozimo definicione izraze za x., y, i z, komponente vektora polozaja centra masa sa m i
diferencirajmo ih po vremenu. Dobi¢emo sledece izraze:

dx n dx.
m—E=>»m —
dt Z bt
dyc 8 dyl
m—==>»» m —-
dt Zl“ 't
dz 4 dz.
m—==>»m —-
dt Z 't

i=1

Leve strane ovde predstavljaju proizvod ukupne mase sistema m i komponenata brzine
kretanja centra mase po koordinatnim osama. Desna strana je zbir komponenata impulsa
pojedinacnih Cestica. Stoga mozemo pisati:

mv,=> mv,=)>p, (6.4)



Dakle, ukupni impuls mehani¢kog sistema jednak je impulsu tacke, Cija je masa jednaka
masi sistema i koja se kre¢e brzinom centra mase toga sistema.
Daljim diferenciranjem izraza (6.4) po vremenu dobijamo:

W, & dv, &dp O
dt _;m‘ dt_; TR

i=1

m

odnosno:

|

mi. =S F=F (6.5)

Dakle, centar mase sistema materijalnih tataka kreCe se kao materijalna tacka Cija je masa
jednaka ukupnoj masi sistema, pod dejstvom rezultante spolja$njih sila koje dejstvuju na sistem
(suma unutrasnjin sila sistema jednaka je nuli). Poslednja jednaina potpuno opisuje translatorno
kretanje sistema.

Za izolovan mehanicki sistem materijalnih tacaka je F=0 pa iz jednacine (6.5) sledi:

d(mv,) q
————=2=0 odnosno mv_ = const (6.6)
dt
Dakle centar masa izolovanog sistema materijalnih tataka nalazi se u jednako-pravolinijskom
kretanju ili u miru (zakon inercije) pa se centar masa zato naziva i centar inercije.
Zakon kretanja centra mase, jednacina (6.5), ne odredjuje i
kretanje pojedinih delova sistema i obrnuto. U izolovanom sistemu

ANy mogu da deluju unutradnje sile i da se pojedini delovi relativno
\.‘ pomeraju, ali to ne utiCe na kretanje centra mase.
N\ PRIMER 1: Putanja centra mase granate u vakuumu, Kkoja
. predstavlja kos hitac se ne¢e promeniti ako ona eksplodira u letu.
Slika 6.2. Putanja centra mase Putanja svakog nastalog deliéa ¢e biti razli¢ita, ali ¢e domet centra
mase biti isti, kao da do eksplozije nije doSlo. Ovo je ilustrovano
na slici 6.2.

PRIMER 2: Mladi¢ mase m,=80 kg i devojka mase m,=50 kg sede na raznim stranama ¢amca mase
M=280 kg i duzine L=6 m, slika 6.3. Camac miruje. Kada

YA oni promene mesta, koliko ¢e se pomeriti ¢éamac? Sistem
A & je izolovan. Zamena mesta menja polozaj centra mase
.Kk CM, | CM, 3, _ sistema. Da bi centar mase i dalje mirovao ¢amac se mora
—’H’—'X pomeriti prema kraju gde je bio mladié. Ovo se moze
" E "l pokazati izraCunavanjem polozaja centra masa u jednom i
Slika 6.3. OdrZanje polofaja drugom slu¢aju u odnosu na sistem vezan za sredinu
centra mase ¢amca. Imamo da je:
-m,L/2+m,L/2 -m,L/2+m,L/2
cml M + ml + m2 cm2 M + ml + mz

U brojiocu nema ¢lana sa M jer je masa amca simetricno rasporedjena. Dakle:

L(m,—m
AX = Xgnp—Xem =M =05 m.
M+m, +m,
Impuls centra mase f)c = m\7C ne moze, medjutim, biti karakteristika rotacionog kretanja sistema

kao celine. Ukoliko postoji i rotacija tela pri kretanju onda se kretanje tretira kao slozeno.
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DINAMIKA KRUTOG TELA

7.1. Translatorno kretanje krutog tela.

Pod pojmom kruto telo se podrazumeva mehanicki sistem sa velikim brojem materijalnih
tataka, kod koga je rastojanje izmedju svake dve taCke sistema stalno i nezavisno od polozaja i
kretanja tela. Translatorno kretanje krutog tela je takvo kretanja pri kome duz koja spaja dve
proizvoline taCke tela tokom kretanja ostaje paralelna samoj sebi, odnosno ne menja orijentaciju u
prostoru.

Na svaku tacku tela mogu delovati unutradnje i spoljasnje sile. Kretanje svake tatke krutog
tela odredjeno je diferencijalnom jednaginom kretanja sledeéeg oblika:

d(mv) n

z (7.1)

k=1

gde su m; i V, masa i brzina i-te materijaine tatke tela, a &lanovi na desnoj strani predstavljaju

rezultante unutrasnjih i spoljasnjih sila, respektivno, koje dejstvuju na i-tu tacku. Sabiranjem jednacina
(7.1) za sve materijalne taCke dobijamo:

s d(mv) s

> === 2 Fe (7.2)

i=1

jer je zbir unutradnjih sila, po svim Cesticama, na osnovu zakona akcije i reakcije, jednak nuli. Posto
su postupci diferenciranja i sumiranja nezavisni, jednacina (7.2) se moze pisati na slede¢i nacin:

diz \7:2 =R® (7.3)

i=1 i=1

odnosno, izvod ukupnog impulsa krutog tela jednak je rezultanti spoljasnjih sila koje dejstvuju na telo.
S obzirom da je u klasiénoj mehanici masa tela konstantna, jednalina (7.2) se moze pisati i
u obliku:

gy,
m.

i E = IE.QS (74)
i=1

Kada se kruto telo kreCe translatorno, onda je ubrzanje svih njegovih tataka isto, dV,/dt=&, pa se
moze izvuéi kao zajedniCki Cinilac ispred sume, koja u tom slu€aju predstavlja masu celog tela,
~m=m. Na taj nacin jednacina (7.4) se moze pisati u obliku:

a=R® (7.5)
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Izraz (7.5) predstavlja jednalinu translatornog kretanja krutog tela. Dakle, translatorno kretanje krutog
tela moze se tretirati kao kretanje materijalne tacke (centar mase) Cija je masa jednaka masi tela i
na koju dejstvuje sila jednaka rezultanti spoljadnjih sila, koje dejstvuju na telo.

7.2. Rotaciono kretanje krutog tela. Moment impulsa. Moment sile.

Neka kruto telo rotira oko nepokretne tatke O u odnosu na neki inercijalni sistem O'X'y'z
kao na slici 7.1. Ova tatka se naziva centrom rotacije krutog tela i u njega se moze postaviti
koordinatni pocetak nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz. Polozaj proizvoljne i-te taCke tela, mase
m;, odredjen je vektorom polozaja T;. Razmotrimo kretanje uogene i-te tacke pri rotaciji tela. Neka na
nju dejstvuju unutradnje sile Zlfl“k k=1,2,..n i k#i, i spoljasnja sila IEiS. Kretanje uocene

materijalne tacke odredjeno je diferencijalnom jednaCinom kretanja oblika:

a; _ >R +F (7.6)
0| R

gde je P; =MV, impuls materijalne tatke m,. Pod navedenim
uslovima materijalna tatka c¢e vrSiti slozeno kretanje po sferi
radijusa r, oko centra rotacije O. Dinamicki efekat dejstva sile Fis

pri rotacionom kretanju zavisi ne samo od sile, ve¢ i od poloZaja
nijene napadne tatke u odnosu na centar rotacije, odnosno od
Slika 7.1. Rotaciono kretanje vekitora polozaja T.. Takodje, dinamicki efekat sila pri rotaciji

I
krutog tela zavisice i od rasporeda mase tela u odnosu na centar rotacije.
Navedeni faktori se u jednalinu rotacionog kretanja tacke uvode
tako $to se jednacgina (7.6) vektorski mnozi sa vektorom polozaja T;, i to sa leva, odnosno tako da

je vektor polozaja prvi vektor formiranog vektorskog proizvoda. Na taj nain se dobija sledeca
jednacina:

Sodpy L Gee s
Fox P SR A F X (7.7)
dt =
Ova jednactina se takodje moze napisati u slede¢em obliku:
d n -
G xP) =T QR+ T (7.8)
k=1

jer je (dT,/dt)xP,=0, kao vektorski proizvod dva kolinearna vektora. U vektorskoj jednacini (7.8)
pojavljuju se dve nove fizitke velicine. Vektorski proizvod vektora polozaja i impulsa, T, x P;, naziva
se moment impulsa, Ei, i-te taCke, a vektorski proizvod vektora polozaja i spoljasnje sile, TI X T:f,
naziva se moment sile, |\7|i, u odnosu na centar rotacije O.

Moment impulsa ili moment koli¢ine kretanja materijaine tacke, Ei, u odnosu na centar
rotacije O, predstavlja vektorski proizvod vektora polozaja materijalne tatke, T, i njenog impulsa
p; =m;V;:

L, = T, xp (7.9)
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Intenzitet vektora momenta impulsa je L=rpsin(T,,P;) = rpsino, pravac mu je normalan na ravan

koju odredjuju vektori T, i P,, a smer mu se odredjuje po pravilu desne orijentacije, kao $to je

prikazano na slici 7.2.
Kao svaki vektor, vektor momenta impulsa ima tri

komponente u pravcima T, Ti k Dekartovog pravouglog
koordinatnog sistema:

L= Li+L,]+LK (7.10)

Ako su poznate komponente vektora T, i P;, komponente vektora

Li mogu se odrediti iz sledeée determinante (uz izostavljanje

indeksa i):
Slika 7.2. Rotacija oko i ] k
stalne tacke O L=|x y z (7.11)
Px Py P

Odavde se, standardnim postupkom za razvoj determinante, dobija L,=yp,—zp,, Li,=zp,—Xxp, i
Liz=Xpy_pr'

Moment sile u odnosu na centar rotacije, O, predstavlja vektorski proizvod vektora polozaja
T. materijalne tatke m; i sile koja na nju dejstvuje

M, =T xF° (7.12)

Moment sile je aksijalni vektor, pravac mu je normalan na ravan odredjenu vektorima T, i

I#:iS , sl. 7.2., a njegove komponente se mogu odrediti iz determinante sledeceg oblika:

M=

N X!

(7.13)

T < -
n

X
I:X

U opstem slu¢aju vektori P i F imaju razliCite pravce, usled ¢ega se vektori Ei i l\ﬁ/li ne
poklapaju po pravcu, kao §to je to ilustrovano na slici 7.2.

Definisatemo ovde i moment para sila ili spreg sila. Njega Cine
dve paralelne sile jednakog intenziteta i pravca a suprotnog smera, koje
ne leze na istoj pravoj (volan automobila). Na slici 7.3. prikazane su dve
F, takve sile, I#:1 i Iﬂ:2 koje dejstvuju u tackama sa vektorima polozaja T, i
T, u odnosu na centar rotacije O. Normalno rastojanje izmedju sila
naziva se krak sile—d.

Neka su, dakle, intenziteti sila medjusobno jednaki, F,=F,=F.
Ukupan moment je:

Slika 7.3. Spreg sila °

Sa slike je:



S obzirom da je Iq:1 = —IEZ, za ukupni moment sila ili spreg sila se dobija:

— — — —

M, = Tx(-F,) + FxF, + FxF, = T xF, (7.14)

Vektor M s je normalan na ravan u kojoj leze sile. Njegov intenzitet je Ms=r12ngin(?12,|32)=F.d, slika
7.3. Kao &to vidimo spreg sila ne zavisi od izbora centra rotacije.

7.3. Osnovni zakon dinamike rotacionog kretanja krutog tela.
Zakon odrZanja momenta impulsa.

Polazeéi od izraza (7.9) i (7.12) jednalina (7.8) moze se napisati u slede¢em obliku:

dL. N
d_t':?ixZFiﬁJrMi (7.15)

k=1

Ova jednacina predstavlja zakon kretanja i-te materijalne tacke krutog tela u odnosu na centar
rotacije O. Dakle, brzina promene momenta impulsa Cestice jednaka je zbiru momenata unutrasnjih i
spoljasnjih sila koje na nju dejstvuju.

Da bismo opisali rotaciono kretanje celog tela sabraéemo sve jednacine oblika (7.15), za
pojedine taCke. Njih ima ukupno n, koliko i materijalnih tataka. Na taj nacin dobijamo:

__ld_ti:Z{Fixzr:it}-i_ZMi (7.16)

i3t =i{ri ZF}+ZM 717)

Vektorski zbir momenata impulsa svih tataka krutog tela naziva se moment impulsa krutog tela, L,
u odnosu na centar rotacije O:

L =L (7.18)

Vektorski zbir momenata spoljasnjih sila koje dejstvuju na telo predstavlja ukupni ili glavni moment
spoljasnjih sila, M, u odnosu na centar rotacije O:

il\?li =M (7.19)

Sto se tice vektorskog zbira momenata unutradnjih sila uzajamnog dejstva materijalnih tadaka, T:,‘,i u

odnosu na centar rotacije, u jednacini (7.17), on je jednak nuli. UnutraSnje sile medju odgovarajuéim
tatkama su po treéem Njutnovom zakonu medjusobno jednake po intenzitetu i pravcu, a suprotne po
smeru, te izazivaju momente suprotnih orijentacija koji se u sumi medjusobno ponistavaju.

Na osnovu izlozenog jednadina (7.17) se moze pisati u sledeéem obliku:
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a _ M (7.20)
dt

Ova jednalina se naziva jednacinom momenta i predstavlja osnovni zakon rotacionog kretanja krutog

tela oko stalne tatke O, pod dejstvom momenta spoljSnjih sila M. Ovaj zakon se naziva zakon

promene momenta impulsa i glasi: izvod momenta impulsa tela koje rotira oko nepokretne tatke O

jednak je glavhom momentu svih spoljadnjih sila koje na telo dejstvuju, u odnosu na tacku O.
Jednacina (7.20) moze se pisati i u sledecem obliku:

dL=M-dt (7.21)

Velicina M -dt naziva se impuls momenta sile, a dL predstavlja promenu ili priraStaj momenta

impulsa u vremenskom intervalu dt pod dejstvom momenta spoljadnje sile M. Treba uoéiti da je
priraStaj momenta impulsa vektor kolinearan sa vektorom momenta sile.

Zakon odrZanja_ momenta impulsa. Ukoliko je moment sila koje dejstvuju na telo jednak nuli, M =0,
u odnosu na dati centar rotacije, onda prema jednacini (7.20) dobijamo:

dL =

—=0, odnosno L = const (7.22)

Jednatina (7.22) predstavlja zakon odrzanja momenta impulsa, koji glasi:

Ako je rezultanta momenta spoljasnjih sila kofe dejstvuju na telo, u odnosu na centar
rolacife jednaka nuli, moment impulsa tela u odnosu na tu tacku je konstantan.
Navedeni uslov da je moment spoljasnjih sila jednak nuli ne znali da nema spoljasnjih sila, veé
samo da je njihov rezultuju¢i moment jednak nuli. Na primer, u slu€aju dejstva centralnih sila, kod
kojih se pravac dejstva sile poklapa sa vektorom polozaja u odnosu na centar rotacije, moment sila
je jednak nuli zbog kolinearnosti vektora polozaja i sile. U tom sluéaju zakon odrzanja momenta
impulsa takodje vazi.

7.4. Rotacija tela oko nepokretne ose. Moment inercije.

Razmotrimo dinamiku obrtanja krutog tela oko stalne ose, tj. vezu sila koje deluju na telo i
njegovog ugaonog ubrzanja. Na slici 7.4. je prikazano kruto telo koje rotira oko stalne ose 00'. U
ovom slu€aju, za razliku od slu€aja rotacije oko stalne taCke (slika 7.2), telo rotira samo pod
dejstvom komponente M, momenta spoljasnjih sila M koji se odnosi na tacku 0. Komponente M, i
M, su kompenzovane momentima sila reakcije koje se javljaju u taCkama ucvrscenja ose. Na osnovu
jednacine (7.20) kretanje tela oko ose 00' odnosno ose
0, odredjeno je slede¢om jednacinom:

L=M (7.23)

gde su L, i M, projekcije vektora L i M na osu 0,.
Usled toga se L, i M, nazivaju moment impulsa i
moment spoljasnjih sila u odnosu na stalnu osu. Ove
veli¢ine opisuju rotaciju celog tela oko stalne ose i nije
teSko pokazati da one predstavljaju sume odgovarajuéih
projekcija, L, i M, vektora L, i M, na osu 0,, za sve
pojedinatne materijalne taCke tela. Dakle, L, i M, a time

Slika 7.4. Rotacija oko nepokretne
ose OO’
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i L, i M, predstavljaju skalarne veli€ine i kao takve ne zavise od izbora tatke 0 na osi 0,.

Posto je, medjutim, rotacija oko stalne ose samo specijalan slu€aj rotacije u odnosu na
stalnu tacku, a moment sile i moment impulsa su po definiciji vektorske veliCine, nadalje ¢emo i
moment sile i moment impulsa u odnosu na stalnu osu tretirati kao vektorske veli¢ine, §to one u
stvari i jesu.

Na osnovu jednacine (7.23), u slucaju rotacije tela oko stalne ose moze se naéi neposredna

veza izmedju momenta spoljanjin sila, M i ugaonog ubrzanja tela,
a . Na slici 7.5. prikazano je kruto telo koje moze da rotira oko ose

00', bez trenja, pod dejstvom rezultuju¢e spoljadnje sile F. Pri
rotaciji svaka materijalna tacka tela, m; se kreée po kruznoj putaniji

polupre¢nika T, sa centrom na osi rotacije. Sila F, koja dejstvuje
na uocenu tacku i koja lezi u ravni normalnoj na osu rotacije moze

se razloziti na svoje dve komponente: Iq:i = r:m + F,. Komponenta
sile F,, koja dejstvuje u pravcu polupre¢nika kompenzuje se silama
reakcije u osloncima ose i ne utice na kretanje tela. Pod dejstvom

sile F,, u pravcu tangente, materijalna tacka dobija ubrzanje o, pri

Slika 7.5. Moment inercije jedne o je:

materijalne tac¢ke krutog tela

—

Moment sile F, iznosi:

M, = FxF, = Fxm(axT) (7.24)

Vektor M, ima pravac ose 00' i smer navise, kao na slici 7.5. Kada se izraz (7.24) razvije,
dobijamo:

M. = mrfa (7.25)

Sabiranjem jednacina oblika (7.25) za sve tatke krutog tela, obzirom da je O isto za sve tacke,
dobijamo za ukupni moment sile:

M=>YM =ad>mr (7.26)
i=1 i=1
Veli¢ina
= > mr! (7.27)

naziva se moment inercije tela u odnosu na osu rotacije 00' i predstavlja zbir proizvoda masa i
kvadrata rastojanja pojedinih tataka u odnosu na uoCenu osu rotacije. Na osnovu (7.27), (7.26) i
(7.20) mozemo pisati:

M =1d = ac (7.28)
dt

Ovaj izraz predstavlja osnovnu dinami¢ku jednadinu rotacionog kretanja krutog tela oko stalne ose.

Ugaono ubrzanje koje telo dobija pod dejstvom spoljadnje sile F proporcionalno je momentu sila M
i obrnuto proporcionalno momentu inercije | u odnosu na osu rotacije.

Ako je moment sila jednak nuli, obzirom da je O.=d® /dt i da je I=const, iz izraza (7.28)
dobijamo:
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L =1® = const. (7.29)

Moment impulsa tela u odnosu na osu rotacije jednak je proizvodu momenta inercije u odnosu na tu
osu i ugaone brzine njegove rotacije. Jednacina (7.29) predstavlja takodje zakon odrzanja momenta
impulsa izrazenog preko momenta inercije i ugaone brzine kao karakteristika rotacionog kretanja. Pri
konstanthom momentu inercije tela i njegova ugaona brzina je konstantna, ® =const (za M =0). Ako
se, pak, moment inercije izolovanog tela ili mehani¢kog sistema menja, menja se i njegova ugaona
brzina i to tako da je njihov proizvod konstantan.

PRIMER I: ToCak poluprecnika R i momenta inercije | postavljen je na osu koja se obrée u stalnim
lezistima. Po ivici je obavijeno uze na kome visi telo mase m,, slika 7.6. Trenje u lezistima je
zanemarljivo. Razmotriti kretanje sistema i odrediti izraz za brzinu kretanja tela m,.

Obelezimo sa T silu zatezanja uzeta. Sile m,J i sila

reakcije P su uravnoteZene. Za linearno kretanje tela m, vaziée
Il Njutnov zakon:

mg—-T=ma (7.30)
Rezultujuéi moment sile T biée na osnovu jednacine (7.28):

RT = o (7.31)

Slika 7.6. Primer primene osnovne Kako je a = R-a, za ubrzanje se dobija slededi izraz:

jednacine dinamike za rotaciju

1
=g——————— (7.32)
1+(1/m,R?)
Ako sistem krece iz mira brzina tela m,, posle promene visine za y biée:
2=2 2 L (7.33)
vVi=2ay =2—————. )
1+(1/ m,R?)

Vidimo da je primenom dinamiCke jednacine rotacionog kretanja (7.28) moguce jednostavno reSavati
probleme rotacionog kretanja tela, kao §to se drugim Nutnovim zakonom reSavaju problemi
translatornog kretanja.

Ovaj primer nam moze posluziti i za ilustrovanje promene momenta impulsa krutog tela pod

dejstvom spoljaénje sile. Ako se disk okreée u datom trenutku vremena ugaonom brzinom ® , njegov
moment impulsa ée biti L=lo. To je vektor usmeren duz ose rotacije sa smerom iz ravni crteza. U

toku kretanja na disk deluje stalna sila T koja izaziva moment sile M=RxT. Moment sile je
takodje usmeren duz ose rotacije, iz ravni crteza. Na osnovu jednaéine (7.28) ovaj moment ¢e u

vremenskom intervalu dt izazvati promenu ili prirastaj momenta impulsa koji iznosi d L=M dt i koji je
u ovom slu¢aju kolinearan sa L. Posto je moment sile stalan u konaénom vremenskom intervalu At
prirastaj momenta impulsa ¢e biti A L=M At.

PRIMER II: Zakon odrzanja momenta impulsa ilustrovaéemo na takozvanoj klupi Zukovskog.
Na horizontalnom postolju koje moze da rotira oko vertikalne ose sa malim trenjem, slika 7.7, nalazi
se osoba, radi pojatanja efekta sa tegovima u rukama, Neka se postolju saopsti ugaona brzina
intenziteta ®, i neka osoba pri tome drzi rasireno ruke sa tegovima. Sta se dogadja kada osoba
privu¢e ruke uz telo?

89



Postolje ¢e pocCeti brze da se okreée. PoSto na sistem (postolje plus osoba sa tegovima) ne
deluje nikakva spoljasnja sila koja bi imala moment u odnosu na vertikalnu osu razliCit od nule,
vaZi¢e zakon odrzanja momenta impulsa, odnosno bice:

Lo, = Lo, (7.34)

gde se oznake (1) odnose na pocCetak kretanja, (2) na
kretanje sa skuplijenim rukama sa tegovima. Kako je |,>l,,
sledi da c¢e biti w,>m,, odnosno da ¢e se osoba brze
okretati. Isto je objasSnjenje i za ponaSanje osobe na
klizallkama koja se okreée oko svoje vertikalne ose na
/r /r ledu. Na osnovu zakona odrzanja momenta impulsa ona c¢e

(1) @) mod¢i, menjanjem svog momenta inercije oko vertikalne ose

da menja ugaonu brzinu rotacije.

Slika 7.7. Klupa Zukovskog

7.5. Odredjivanje momenta inercije. Stajnerov obrazac.

Moment inercije smo definisali izrazom (7.27). Da bismo odredili moment inercije tela
neophodno je poznavati osu rotacije i raspored masa u odnosu na tu osu. U slu¢aju da je telo
neprekidna homogena fizitka sredina na koju je moguée primeniti infinitezimalni racun, moment
inercije je moguce izraCunati na sledeéi nacin:

n

m
I=1im>» mr? = jrzdm (7.35)
n—oo -1 :

)

gde je r-rastojanje mase dm od ose rotacije. Ako se gustina tela izrazi kao odnos mase dm
elementa zapremine dV i elementa zapremine dV, odnosno p=dm/dV, moment inercije tela se moze
izraziti u obliku:

\Y)
1= [pridv (7.36)

pri emu se integracija vrSi po celoj zapremini tela.
NaveS¢emo primere izraCunavanja momenta inercije za neka pravilna geometrijska tela,
homogene gustine, u odnosu na karakteristicne ose rotacije.

Tanak Stap mase m i duZine L, ravhomerno rasporedjene mase, rotira oko ose normalne na
njegovu duzinu, slika 7.8. PosSto je masa ravnomerno rasporedjena, bi¢e dm/m=dx/L, odnosno
elementarna masa ¢e biti:

T x Jdx m
A dm = —dx
B C L
. ! L-l U odnosu na osu kroz taCku A
L moment inercije ¢e biti dat slede¢im

Slika 7.8. Moment inercije Stapa Izrazom:
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L-1 L-I

m m x3 1
= [x2dm=-" [x2dx =" =>mfL2-3L1+312} (7.37)
L - L3, 3
Konkretano, recimo za 1=0 ili I=L, odnosno za obrtanje Stapa oko jednog od svojih krajeva je:

I=(1/3)mL® ; dok je za obrtanje oko sredine $tapa, L/2: I=(1/12)mL>.

Homogen disk, polupre¢nika R i visine h, u odnosu na osu normalnu na njegov centar, treba
izdeliti na zone, kao §to je to prikazano Srafiranom povrS§inom na slici 7.9. Na taj nalin se mogu
formirati elementarne mase, dm, od kojih se svaka nalazi na datom rastojanju r od ose rotacije.
Svaka zona ima zapreminu:

dV = dS.h = 2w.r.dr.h

S obzirom da je r>>dr moze se smatrati da je ukupna masa dm
zone na rastojanju r, pa je moment inercije zone:

dl; = r’dm = r’pdV = 2znphridr

Sika 7.9. Moent inerdije diska Ukupni moment inercije ¢emo dobiti integracijom:

R4
| = 21ph Ir3dr = 2nphT

odnosno:
mR?
2

(7.38)

Za Supalj cilindar postupak je slican prethodnom. Na slici 7.10. je prikazan cilindar duzine L,
spoljadnjeg polupre¢nika R, i poluprecnika Supljine R,. Ako je cilindar homogene gustine p, pogodno
ga je izdeliti na elementarne zapremine cilindricnog oblika polupre¢nika r i debljine dr. Masa jedne
takve zapremine je: dm=pdV. Zapremina cilindricne ljuske je

dV= 2m.r.dr.L
Moment inercije Ce biti:

R2
| = jrzdm =2nL jprsdr
R1

Za p=const. integracijom se dobija:

f
=

R2 L
| = 2nlp [ ridr=""P R4 -R)
dr RL 2

R, rol

Masa cilindra je m = ©Lp(R,” — R,%), pa je konaé¢no:
Slika 7.9. Moment inercije

supljeg cilindra 1
| = > m(R,® + R, (7.39)

Ako je R = 0 onda je za pun cilindar, kao i za disk
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| = 1mR2 (7.40)
=5 .

Ako je, medjutim, cilindar vrlo tankih zidova R, = R, = R
| = mR? (7.41)
Primetimo da moment inercije ne zavisi od L, ve¢ samo od radijalnog rasporeda mase.

Za homogenu loptu, ako se osa rotacije poklapa sa osom lopte, istu je pogodno izdeliti na
niz tankih diskova, kao na slici 7.11. PolupreCnik diska je dat sa:

r= JR?-x2
Zapremina jednog diska je:
dV = mrfdx = n(R® — x%)dx
a njegova masa:
dm = pdV

Prema tome elementarni moment inercije, odnosno moment
inercije jednog diska je:

dl = 7T7‘)(R2 — x%)2dx (7.42)

Integracija od -R do R se mozZe zameniti sa dva integrala od
0 do R. Za moment inercije lopte dobija se slededi izraz:

Slika 7.11. Moment inercije lopte R
| = 2%" [(R? -x?)2dx = STi—SpRS
0

Kako je m = pV = (4npR%/3, sledi:
2 2
| = —mR (7.43)
5

Moment inercije ravne ploe, Sirine a i duzine b, oko ose normalne na plo€u koja prolazi
kroz njen centar, (bez obzira na na debljinu) ne¢emo izvoditi, ali éemo navesti konaéni izraz za
njegovo izraGunavanije:

| = 1 m(a® + b?) (7.44)
12

Ma kakav da je oblik tela, uvek se moze naéi rastojanje, K-krak inercije, od ose obrtanja, na
kome bi masa tela, ako bi tamo bila postavljena, imala isti momenat inercije kao i samo telo u
odnosu na istu osu.

| = mK®, dakle K = (I/m)" (7.45)
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Tako bi za Stap mase m i duzine L oko ose kroz centar bilo:

L= émﬁ ; K,= VL? /12 = L/2~/3)=0,289L

Korisna veza koja nam omogucava da izraGunamo momet inercije jednog Cvrstog tela oko
ma koje ose ako je poznat njegov moment inercije oko neke paralelne ose naziva se teorema o
paralelnim osama ili Stajnerov obrazac (a negde i Lagranzeov). Obi¢no se uzima da je poznat
moment inercije oko ose koja prolazi kroz centar mase tela. Neka P predstavlja proizvoljnu tacku
Cvrstog tela na rastojanju d od centra mase, a x osa spaja P i c.m., slika 7.12. Neka kroz c.m. i
kroz P prolaze paralelne ose normalno na ravan crteza.

Moment inercije |, oko ose kroz centar masa je:

l, = ijdm (7.46)
a oko paralelne ose kroz P:

| = Irzdm

Veza r i R na osnovu priloZzene slike data je kosinusnom
teoremom:

Slika 7.12. S'/lajnerov obrazac

¥ = R® + d®> — 2dRcosO (7.47)

ili posto je Rcosb = x za element dm:

2 = R? + d® — 2dx (7.48)

q
1

Kada se r zameni u izraz za |, dobijamo:
| = Idem , & Idm —2d jx dm (7.49)

Prvi &lan na desnoj strani je |, drugi élan je md® , a treéi nula iz definicije x koordinate
centra masa, jednacina (6.3), poSto se centar mase poklapa sa koordinatnim pocetkom

Xem = (1/m) IX dm =0 (7.50)

Dakle, mozemo pisati da je:
I =1, + md® (7.51)

Moment inercije Gvrstog tela oko bilo koje ose jednak je zbiru njegovog momenta inercije oko
paralelne ose, koja prolazi kroz centar masa, i proizvoda mase tela i kvadrata rastojanja izmedju osa.
Ovo je Stajnerov obrazac.

Posledica je da je moment inercije oko ose kroz centar mase manji od momenta inercije oko
ma koje druge paralelne ose.
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7.6. SloZeno kretanje krutog tela.

Kao §to smo veé istakli, slozeno kretanje krutog tela moze da se opiSe tako Sto c¢e se
posebno opisivati njegovo translatorno kretanje preko kretanja njegovog centra mase, a posebno
trenutno rotaciono kretanje oko centra mase ili neke od osa koja prolazi kroz centar mase.
Razmotrimo kretanje tela, slika 7.13, u Cijem se centru masa, C, nalazi koordinatni sistem 0, takav
da su mu ose uvek paralelne osama nepokretnog sistema 0'. Uo¢imo proizvoljnu ta¢ku tela mase m,
njen polozaj u nepokretnom sistemu odredjen je sledec¢im izrazom:

Tt = T(0) + T, (7.52)
Translatorno kretanje centra mase opisano je funkcijom T .(t) i odredjeno je jednaginom:
d’r, -
m 2° =F (7.53)
dt

gde je F rezultanta spoljasnjih sila koje
dejstvuju na telo.

Funkcija Tt) karakteriSe trenutno
rotaciono kretanje materijalne tacke. Ako
predpostavimo da se u uoCenom trenutku
rotacija vrSi oko 0z ose, tada je trenutno
rotaciono kretanje celog tela oko uoCene ose
odredjeno ve¢ poznatom jednacinom promene
momenta impulsa, u odnosu na z-osu:

aL, _ M, (7.54)
y’ dt

Dakle, poznavanjem spoljasnjin sila koje na
telo dejstvuju i njihovih momenata, slozeno
kretanje tela ¢e biti potpuno odredjeno i
kretanje svake tatke bi¢e opisano jednacinom
(7.52). Isti zaklju¢ak vazi i ako se ne ograni¢imo na rotaciju oko stalne ose (0z), ve¢ ako je u pitanju
rotacija oko stalne tacke-centra mase.

Razmotricemo neke opste zakljuCke u vezi sa slozenim kretanjem krutog tela. Pretpostavimo
prvo da je kretanje samo translatorno. Koliki mu je moment impulsa u odnosu na centar mase u tom
slutaju? Neka se telo kreée brzinom V, radi jednostavnosti duz x-ose. Tada je brzina svake tatke
ista i jednaka brzini centra mase V=V, slika 7.14. Moment impulsa Cestice mase m, moze se
izraziti na slede¢i nacin:

Slika 7.13. SloZeno kretanje krutog tela

L, = rpsin® = myrsind = myvy; (7.55)
Ukupan moment impulsa za celo telo je:
L = vZmy,
Medjutim iz definicije centra mase ima¢emo
xmy;, = my,, =0

jer smo koordinatni pocetak postavili bas u centar mase tela. Prema tome ukupan moment impulsa
je:
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L=o0 (7.56)

Dakle, kada se telo kre¢e translatorno moment
impulsa oko ose koja prolazi kroz centar mase
normalno na pravac kretanja je nula. Brzina promene
momenta impulsa, d L /dt je takodje nula, pa je i
Mcm=0. Drugim reCima, kada se telo krece
translatorno linija dejstva rezultante spoljadnjih sila

Slika 7.14. Moment sile i moment impulsa ~ Prolazi kroz centar mase tela. R
pri translatornom kretanju krutog tela Pokazali smo ranije da je L=l.®. Moment
impulsa tela koje vrsi sloZzeno, istovremeno translatorno
i rotaciono kretanje, poSto translacija ne doprinosi, moze se jednostavno pisati kao:

L..=l.0 (7.57)

gde je |, moment inercije u odnosu na osu kroz centar mase.
Takodje je:

M= — =, — =1. o (7.58)

Moment impulsa tela je konstantan ako je rezultanta momenata spoljasnjih sila oko centra
mase jednaka nuli. Pri tome je i ugaona brzina konstantna.

Dakle, ako linija dejstva rezultante spoljasnjih sila prolazi kroz centar mase tela, telo se ili ne
obrée, ili se obr¢e konstantnom ugaonom brzinom.

Obzirom da se u slu€aju slozenog kretanja centar masa kao centar rotacije, odnosno u
specijalnom slu€aju rotacije oko ose koja prolazi kroz centar masa ta osa, translatorno kreée u
odnosu na nepokretni sistem 0', slika 7.1., izve§¢emo izraz za promenu momenta impulsa u odnosu
na pokretnu osu.

Razmotrimo najpre moment impulsa jedne
Cestice, mase m, pri rotaciji oko stalne ose, 0z,
normalne na ravan u kojoj se Cestica kre¢e, a zatim
oko njoj paralelne ose kroz tatku A koja se krece. Na
slici 7.15. je prikazana Cestica mase m, brzine V u
polozaju T u odnosu na stalnu tatku 0. Moment

—

impulsa, L, ¢&estice u odnosu na osu 0z dat je
slede¢im izrazom:

L=7xp (7.59)

Slika 7.15. Moment impulsa jedne Cestice -
Vektor L usmeren je duz z-ose, a intenzitet mu je dat

sa:
L = r.p.sin@ = m,.v.r.sinB

gde je 0 ugao izmedju vektora T i vektora P. Posmatrajmo sada drugu osu koja prolazi kroz tacku

A i krece se zajedno sa njom ostajuéi paralelna sama sebi proizvoljnom brzinom V,. Neka je polozaj
tacke A definisan vektorom G, a vektor S neka definie poloZaj Cestice mase m; u odnosu na tacku

A. Moment impulsa Cestice u odnosu na osu kroz A bice:

L,=3xpP ( 7.60)



Kako se i osa i Cestica kre¢u to Ce oba vektora i S i P biti promenljivi i po veli¢ini i po
pravcu. Brzina promene momenta impulsa sa vremenom ce biti:
dL, dGExp) . dp ds

— F 2 7.61
dt at at TP (7.61)

Sa slike je medjutim T = ( +S, odnosno S = T — (, pa je:

gs_dr_dg
dt dt dt
Zamenom u jednadinu (7.61) dobijamo:
dl, . dp df _ dj .
_gx P . 7.62
a o d PP 762

lzvod impulsa po vremenu, d P /dt, je zapravo jednak rezultanti sila koje deluju na Gesticu pa je prvi
¢lan

:MA

wnl
X
el

Q.|Q-
=

jednak momentu sile oko ose koja prolazi kroz A, dakle oko pokretne ose.
Clan dT/dt je po definiciji brzina &estice pa je njen vektorski proizvod sa P jednak nuli,

zbog paralelnosti V i P. Jednacgina (7.61) se prema tome svodi na:

di, ~ dj .
=M, -— 7.63
dt AT P (7:69)

Ova jednagina je izvedena za jednu Cesticu. Sli¢na jednalina moze da se napiSe za bilo
koju Cesticu. Kada se posmatra celo telo jednaCine za sve Cestice se mogu sabrati. Leva strana
zbira predstavlja brzinu promene ukupnog momenta impulsa. Zbir momenata sila na desnoj strani je
rezultanta spoljadnjih momenata, jer se momenti unutradnjih sila potiru. Clan dq/dt=V , je jednak za

sve Cestice i kako je ZP; = Zm;V = mV,, jednacina (6.2), bice:

(7.64)

gde je V. brzina centra masa tela.

L, je ovde moment impulsa sistema u odnosu na pokretnu osu, a M , rezultanta momenta
spoljasnjih sila u odnosu na ovu osu.

llustrovaéemo slozeno kretanje tela i vezu translatornog i rotacionog kretanja na sledec¢em
primeru.

PRIMER: Za kotrljanje valjkastog tela bez klizanja naci vezu izmedju linearne brzine tela i ubrzanja

njegovog centra mase i ugaone brzine i ubrzanja tela. Ovi odnosi se lako, geometrijski, mogu izraziti
uz pomo¢ slike 7.16. Sa slike je:
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ds=Rd6

Deobom ovog izraza sa dt dobijamo:

ds_ odo
dt dt

odnosno v=R®. Diferenciranjem ovog izraza dobijamo i da
Slika 7.16. Kotrljanje bez klizanja je a=Ra.

7.7. Kineti€ka energija, rad i snaga tela pri rotaciji.
Posmatrajmo obrtanje jedne Cestice, mase m; oko stalne ose ugaonom brzinom ®, na

polozaju T, od ose. Linijska brzina estice, kao &to je poznato data je sa V= ® xT,. Kinetitka
energije te Cestice je

~m.Vv: =%m.r. ® (7.65)

Ukupna kinetiCka energija tela sastavljenog od n Cestica, pri rotaciji oko stalne ose, ugaonom
brzinom @, biée data sledeé¢im izrazom:

n 1 l n
2 2 21 .2
Ex =.Z§miri 0% =3 2Mi” o
i=1 i=1
Kako je izraz u zagradi moment inercije tela u odnosu na datu osu rotacije, I, to je:

2

= :%I-w (7.66)

Istaknimo slicnost ovog izraza sa izrazom za E, kod linearnog kretanja: m—I, v—o,
Ek=mv’/2. Sta se dogadja ukoliko telo istovremeno vrsi i rotaciono i translaciono kretanje?

Neka telo rotira oko ose koja prolazi kroz njegov centar mase ugaonom brzinom @ i pri tom
se krece translatorno brzinom V. Ukupna brzina pojedina¢ne Cestice bice:

V=V.+V,=V,_+ OxT,

U tom slu€aju kineticka energija tela bi¢e data sledec¢im izrazom:
1 n 1 n n 1 n
2 2 o = - 2 2
E, :EZmivi =§chmi +V,| @ meiri] +§co > mr,
i=1 i=1 i=1 i=1

Sumiranjem naznacenih izraza, imajuéi u vidu definiciju centra mase, dobija se:

= :%mvi +\7C(6)><mfc)+%l-m2
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Kako je predpostavljeno da telo rotira oko centra mase bi¢e T =0, pa ostaje:

2
c

Ek:lmv +1I~032 (7.67)
2 2

gde je V., brzina centra mase i |, moment inercije u odnosu na osu koja prolazi kroz centar mase i
oko koje telo rotira.

Dakle, rotaciona energija je samo vid mehani¢ke energije i ravnopravno sa drugim vidovima
uCestvuje u zakonu odrzanja ukupne mehani¢ke energije.

PRIMER I: Ve¢ smo razmatrali uz definisanje pojma momenta sile primer sa tegom i masivnim
tockom, slika 7.6., pa ga sada pogledajmo sa energijskog aspekta. Na racun potencijalne energije
tela mase m, pored porasta njegove kinetiCke energije pri padu dolazi i do rotacije masivhog tocka,
mase m, i momenta inercije |, pa za ovaj sluaj zakon odrzanja mehani¢ke energije ima oblik:

1
m,gh = 5 mv> + 5 lo?

KoriSéenjem veze, v=0R, izmedju brzine padanja tela i ugaone brzine rotacije totka, odavde sledi za
brzinu padanja tela mase m, analogan izraz ranijem:

V2=2—g 7 h
1+1/mR

Dakle, primenom zakona odrZanja ukupne mehani¢ke energije na navedeni sluaj dobija se isti
rezultat kao i pri kori¢enju diferencijalnih jednacina kretanja, ali u ovom slu¢aju znatno jednostavnijim
matematickim postupkom.

PRIMER II: Odrediti iz zakona odrzanja mehaniCke energije brzinu centra mase tela pri kotrljanju niz
strmu ravan, slika 7.17., zanemarujuéi trenje. Sa slike je predjeni put AB=s. Iz zakona odrzanja
energije, u tatkama A i B, je:

(Ek+Ep), =(EK+Ep)g

N

odnosno:

0 + mgs.sin® = —mv® + —,0® + 0
2 2

Kako je w=v/R, jednostavno mozemo dobiti za brzinu u B
mg 9 S sledeci izraz:

Slika 7.17. Kotrljanje niz strmu ravan V= 2gs - sin®
1+(1,/mR)?

Da bi sagledali rad kod rotacionog kretanja posmatrajmo dejsstvo spoljasnje sile F u
napadnoj tacki P na telo koje se obrée oko stalne ose 0, normalne na ravan crteza, slika 7.18.

Obrtanje tela za mali ugao d¢ odgovara pomeraju tatke P za ds=rd¢ i rad sile F u tom slucaju
iznosi:
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dA= F.dS = F.ds = F.r.do

— —
F Kako je F..r intenzitet momenta sile M, to je elementarni
rad jednak:

o

— p dA = M -do (7.68)
-

Slika 7.18. Rad kod rotacionog kretanja a za konano ugaono pomeranje imamo:
02
A= [Mdg (7.69)

ol

Ovaj izraz se odnosi na celo telo. U slucaju dejstva viSe sila ukupan rad je jednak radu
rezultante momenata sile.
Na osnovu jednacine (7.28) moment sile se moze dalje transformisati na sledeé¢i nacin:

do _do do_do.

dt do dt  do

(0]
M=la=1l0o— jer je a =
dt

odnosno, mozemo pisati da je:

Mdo=Ilodm
pa je:
02 ®»2 l 1
A= [Mdo = |lodo ==los-=lo? (7.70)
(le' ¢ (OJ; 5 P2 7510

Rad koji izvr§i rezultanta momenata spoljasnjih sila jednak je poveéanju kineticke energije
tela, slicno teoremi o radu i energiji za translatorno kretanje.
Snaga tela koje rotira ugaonom brzinom ® definide se slede¢im izrazom:

p_d_Wz_M'd(p:M.g) (7.71)
dt dt

Dakle, snaga tela pri rotacionom kretanju brojno je jednaka skalarnom proizvodu momenta spoljasnjih
sila, M i ugaone brzine ® .

7.8. Rotacija tela oko slobodne ose. Slobodne ose rotacije.

Do sada smo razmatrali kretanje tela oko stalne ose, koja je ucvrS¢ena u dve tacke.
Medjutim ako osa nije uévrSc¢ena, ili je uévr§¢ena samo u jednoj tacki, polozaj ose ¢e se menjati u
odnosu na neki nepokretan koordinatni sistem, u zavisnosti od raspodele masa tela oko ose. Do
pomeranja ose bi doSlo ako osa ne prolazi kroz centar mase ili uopSte ako je rezultanta
centrifugalnih sila razli€ita od nule.

To se moze pokazati ako telo rotira oko fiksirane ose od elastitnog materijala - do¢i ¢e do
deformacije osovine, §to je ilustrovano na slici 7.19.
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L
e ]
F=0
_:fRzo
——

Slika 7.19. Deformisanje elasti¢ne ose rotacije pri razlicitim rasporedima masa

U slu€aju a) doéi ¢e do savijanja ose, ako centar mase tela ne lezi na osi, pod dejstvom
rezultujuée centrifugalne sile. U slu€aju b) centar mase lezi na osi rotacije, ali je raspored masa
takav da se javlja spreg centrifugalnih sila koji ¢e deformisati osu. Samo u slu¢aju c) kada osa
prolazi kroz centar mase i kada su rezultujuci IECf=0 i M +=0 telo neée vrsiti nikakvo dejstvo na osu.

Osa rotacije Ciji se polozaj u prostoru odrzava u odsustvu bilo kakvih spoljasnjih sila (na
lezizta ose) naziva se slobodna osa rotacije.

Slobodna osa mora prolaziti kroz centar mase tela. Kroz centar mase prolazi
beskonatno mnogo osa, medjutim uslovi rotacije nece biti jednaki za svaku od njih i zavisic¢e
od momenta inercije, |, za svaku od njih. Teorijski se dokazuje da za svako telo postoje tri
uzajamno normalne ose koje prolaze kroz centar mase i koje predstavljaju slobodne ose
rotacije, a nazivaju se glavne ose inercije. Kod geometrijski pravilnog tela glavne ose inercije
se poklapaju sa njegovim osama simetrije, slika 7.20.

Slika 7.20. Glavne ose inercije

Slika 7.21. Promena ose rotacije

Momenti inercije za glavne ose rotacije su u opstem slu¢aju razliciti, 1,#l,#l;. U odsustvu
spoljadnjih sila stabilnost rotacije oko glavnih osa inercije je razli¢ita i najveéa je oko osa sa najveéim
i najmanjim momentom inercije.

Za slu€aj 1>l,>l, rotacija oko osa sa I, i I; je stabilna, a sa |, je labilna. To se moze
pokazati na cilindricnom telu koje se obrée uz pomo¢ centrifugalne masine, slika 7.21.Telo se u
pocetku obrée oko ose sa najmanjim momentom inercije |. Ako bilo kakvo spoljaSnje dejstvo izvede
telo iz ravnoteze, spreg centrifugalnih sila ¢e ga prevesti u rotaciju oko ose sa najve¢éim momentom
inercije.

Telo pri stabilnoj rotaciji, bez dejstva spoljadnjih sila teZzi da zadrzi stalnu orijentaciju ose
rotacije u prostoru. Ovo je posledica zakona odrzanja momenta impulsa, jer ako je M =0, onda je

L =1 ® =const, odnosno ® =const.
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U prirodi su retko ispunjeni uslovi za rotaciju tela oko slobodne
ose. Spoljadnje sile, gravitacija, trenje, itd. izazivaju promenu ose
rotacije. Da bi se ipak omogucila slobodna rotacija, rotacija oko
slobodne ose, primenjuje se u praksi (osovine motora, ziroskopi,..)
takozvani Kardanov zglob, prikazan na slici 7.22. Masivan to€ak, 0, je
postavijen tako da mu je omogucena rotacija oko sve tri glavne ose.
Pri velikim brzinama toCak zadrzava orijentaciju rotacije bez obzira na
polozaj rama sistema.

Slika 7.22. Kardanov zglob

7.8.1. Kretanje Cigre. Ugaona brzina precesije.

Cigra je simetriéno kruto telo koje se obrée velikom ugaonom brzinom oko slobodne ose-ose
simetrije, Cija je jedna tacka stalna i to je u stvari vrh Cigre, odnosno tacka kojom se oslanja o
podlogu. TaCka oslonca nalazi se ispod centra masa Cigre, kao $to je to prikazano na slici 7.23.

Sila zemljine teze, (_j dejstvuje momentom

'\/l:th:hXQn (7.72)

- —

gde je h=T, vektor polozaja centra mase. Vektor M lezi u horizontalnoj ravni. Stalno dejstvo
momenta M na osu &igre izaziva prirastaj momenta impulsa:

dL = Mat (7.73)

[ S Vektor d L je paralelan sa M i normalan na E usled Cega

R T Ce rezultuju¢i vektor momenta impulsa &igre biti konstantnog
| " intenziteta, jednakog poéetnom intenzitetu vektora L. Na taj

nadin ée se pravac vektora L menjati, a time i osa G&igre,
opisujuci jednu konusnu povrSinu (izvrnutu kupu) sa vrhom u

osloncu &igre. Vektor L ¢ée rotirati oko vertikalne ose z
(paralelne sa ubrzanjem §) ugaonom brzinom (?)p. Ovo
kretanje se naziva precesija, a (7)p ugaona brzina precesije

i
S :a Cigre. Ugaonu brzinu precesije ¢emo odrediti uz pomoc¢ slike
7.23 i relacija (7.72) i (7.73).

Intenzitet momenta sile Q bice:

Slika 7.23. Kreta;zje Cigre

M= hQsina
PriraStaj momenta impulsa, prema slici 7.23 biée

dL= (R.d0) = L.sino.o,dt = Mdt

gde je ®,=d0/dt ugaona brzina obrtanja vektora L oko z-ose, odnosno ugaona brzina precesije
Cigre. Iz navedenih jednacina dobija se za ®, sledeCi izraz:

. hosina _hQ _hQ -
P Lsina L lo '
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Odavde sledi da je za velike ugaone brzine ¢gigre (®) njena precesiona brzina (w,) mala,
odnosno njena osa rotacije je stabilna u prostoru. Kada se ® smanji pojavljuje se zapazena precesija
njene ose rotacije.

Moment sile, moment impulsa i ugaona brzina precesije su vektorske veli¢ine. Na osnovu
relacije (7.74) i slike 7.23 nije teSko izraziti vezu izmedju navedenih veli¢ina u vektorskom obliku

M=0o,xL (7.75)

Za sluaj da je ® , normalno na L, intenzitet vektora M je:
M=ol =0l (7.76)

Dakle ®, je srazmerno momentu spoljaénje sile koja deluje na telo. Obrnuto, ukoliko je telo
prinudieno da se kre€e precesiono ono razvija moment sile srazmeran brzini precesije. Ova
proporcionalnost M i ®, koristi se za mnoge uredjaje automatske kontrole ili zirostabilizatora.

7.8.2. Ziroskopi i primena.

Ziroskop smo veé definisali kao telo koje se obrée oko stalne tatke u prostoru koja je
ujedno i centar mase tela. Konstrukciono najjednostavniji, demonstracioni, Zziroskop sa polugom
prikazan je na slici 7.24. Ako se masivni disk zarotira i osovina postavi na oslonac 0, ceo sistem ce
se ravnomerno okretati oko tacke O pri &emu prvobitna osa rotacije diska ostaje horizontalna-telo
nece pasti, kako bi se ocCekivalo. Razlog za to je precesiono kretanje ziroskopa. Ovde vaze sve
relacije i rezonovanje kao za Cigru s tim Sto je precesiju jednostavnije opisati zbog ortogonalnosti

vektora L, i ose precesije, ®,, sa momentom spoljasnje sile M, =T x mJ. Veza ovih veli¢ina

M=0o,xL (7.77)
zbog njihove ortogonalnosti je :
M=o,lo (7.78)
odnosno odavde je:
M
0, = — (7.79)
lo

Dakle, dejstvo odredjenog spoljasnjeg momenta sile na telo koje rotira oko svoje ose izaziva
precesiju tela ugaonom brzinom ,, datu gornjim izrazom.
Sa slike se vidi da je promena pravca

vektora Eo takva da se on pomera u smeru
dL, =M,dt pravca vektora M, Ova dva vektora, zbog

- ) kretanja i vektora M, nikada ne postanu

0 kolinearni. Kod primera gde se kolinearnost

g 7 postigne, precesija prestaje. Kod Ziroskopa to
- nije slucaj.

Poseban primer Ziroskopa je Zziroskop
sa Kardanovim prstenovima, prikazan na slici
7.22. U tom sluCaju centar masa tela, kada
spoljadnji okvir miruje takodje miruje i ne

Slika 7.24. Princip Ziroskopa
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postoji moment sile koji bi izazvao precesiju. Zbog toga se smer rotacije masivnog diska zadrzava
veoma dugo. Ovaj uredjaj se naziva direkcioni ziroskop i upotrebljava se u navigaciji kao komplement
magnetnom kompasu.

Zirokompas je poseban tip Ziroskopa sa Kardanovim prstenom kod koga je za jedan od
prstenova obeSen odredjen teret koji se u pocetku nalazi uspravno ispod centra mase. Zbog obrtanja
Zemlje "vertikala" se lagano menja u prostoru. Teret dejstvuje na Zziroskop momentom koji stalno
odrzava osu ziroskopa kolinearnom sa osom Zemlje.

Najkorisnija osobina Ziroskopa je da on razvija ugaonu brzinu ®, proporcionalnu momentu M,
§to smo veé istakli. Obrnuto, ako je ziroskop prinudjen na precesiju on razvija moment sile
srazmeran ugaonoj brzini precesije-m,. To se koristi za kontrolu ili upravljanje raznim sistemima. Taj
princip koristi i zirostabilizator koji se upotrebljava za smanjivanje bo¢nog ljuljanja broda.

PRIMER: Demonstracioni Ziroskop polupre¢nika r=4 cm se nalazi na poluzi duzine /=12 cm i rotira
ugaonom brzinom ®»=100 rad/s Kolika mu je ugaona brzina precesije?

M mgl 1
0‘)p = — = —g | =— mr2
lo lo 2
odakle je:
291
®, = = 14,7 rad/s.
2
o r

Dakle, ugaona brzina precesije ziroskopa je 14,7 rad/s.
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Vil
GRAVITACIJA
8.1. Njutnov zakon gravitacije.

Problemi odnosa i kretanja nebeskih tela predstavljali su oduvek najveCu zagonetku za
Coveka. Tek je poljski fizicar i astronom Nikolaj Kopernik (1473-1543) ukazao na moguénost da se
Zemlja i ostale planete kre¢u oko Sunca. Johan Kepler (I571-1630) je, na osnovu analize astronomskih
podataka, prvi formulisao zakone kretanja planeta oko Sunca, kao najmasovnijeg tela u planetarnom
sistemu i tela koje se prakticno nalazi u centru mase sistema.

Odlu€ujuéi korak ucinio je Isak Njutn (1642-1724) formuliSuci zakon gravitacije - interakciju koja
uslovljava kretanje planeta oko Sunca.

Njutnov zakon univerzalne gravitacije tvrdi da je interakcija izmedju dva tela priviana i
centralna, tj. da deluje samo duz najkraCeg rastojanja koje spaja dva tela.

Sila univerzalne gravitacije izmedju dva tela (Cestice) masa m, i m,, kojom telo mase m,
deluje na telo mase m,, proporcionalna je veli€¢inama masa a obrnuto proporcionalna kvadratu
njihovog medjusobnog rastojanja r, ozna¢enog na sl. 8.1.

m, -m
-y _1r2 2 T, (8.1)

=

Posto je masa pozitivna veli¢ina, znak minus ukazuje da je gravitaci- ona sila uvek priviagna.
Konstanta univerzalne gravitacije, y, ima istu vrednost u celom kosmosu. Eksperimentalno je
izmerena i iznosi:

v = 6,67x10"" Nm’kg?® (m°/kgs®)

ml
Ovo je otigledno veoma mali broj, pa je i F

malo ukoliko mase tela nisu velike (recimo kao planete).

Sila bi mogla biti velika ako je r veoma malo, medjutim

tada deluju druge jaCe sile tako da je gravitacija
Slika 8.1. Njutnov zakon gravitacije maskirana.

Da bi se eksperimentalo odredila konstanta
univerzalne gravitacije y - bilo bi potrebno izmeriti silu
privlatenja dva tela poznath masa na poznatom

rastojanju. Medjutim, zbog malog intenziteta sila, prakticno ih je nemoguée meriti u laboratoriji,
pomocu obiénog dinamometra. Prvo merenje v izveo je lord Kevendi§ (Cavendish) 1798. godine. Taj
metod se saCuvao i do danas. Uredjaj za merenje ¥ naziva se torziona vaga i prikazana je na slici
8.2.

Na tanak vodoravan Stap, duzine L, postave se dve kugle mase m i sve se okali o tanku
kvarcnu nit sa fiksiranim ogledalom. Kada se ovim kuglama prinesu dve vece kugle, masa M, na
rastojanju d od centara, na male kugle, na svaku posebno, deluje sila
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F=y ——
Y ] 5
Dejstvo para sila F  izaziva
pojavu momenta sila tj. sprega u odnosu
] na kvarcnu nit odnosno na taCku veSanja:

L
M, = FL = yde—2 (8.2)

Ovaj moment uzrokuje uvijanje kvarcne
niti za ugao ¢. U tom polozaju M, je
iziednaten sa  elasticnim  torzionim
momentom:

M = k.o (8.3)

gde je sa Kk oznaCena konstanta
proporcionalnosti karakteristicna za datu
nit. U tom polozaju je:

m
Slika 8.2. KevendiSova torziona vaga ko, = q2 L (8.4)

Kada se velike kugle premeste sa druge strane malih kugli doéi ¢e do otklona —¢, i u tom polozaju
¢e biti:

mM
kg, = —-y—5 L (8.5)
d
Iz ova dva izraza sledi da je:
k _ 2
_ (9, -¢,)d (8.6)
2mML

Torziona konstanta, k, niti se odredjuje iz perioda slobodnih oscilacija sistema bez prisustva
veéih masa - M. Veza perioda T i konstante k data je slede¢im izrazom:

mL?
2k

T=2n (8.7)

O ovome ¢emo jo§ govoriti kasnije. Savremena merenja 7y KevendiSovom metodom dala su
slede¢u vrednost:
¥ = (6,673 + 0,003)xI0"" Nm°kg™
PRIMER: Uspostaviti vezu izmedju gravitacionog ubrzanja na povrSini Zemlje (g) i mase Zemlje,

odnosno g i y. Kolika je masa Zemlje ako je njen polupre¢nik R=6,37xI0° m. Na telo mase m na
povrini Zemlje mase M, na rastojanju R, deluje sila:
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F=vy R
Ova sila je sila Zemljine teze i ona saopstava telu ubrzanje g. Dakle, mozemo pisati da je:
F y M
g = — = —_—
m R?

Odavde se za M dobija:

R2
M = g— = 6xI0* kg
Y

Dakle, gravitacija je odgovorna za privlatenje i kretanje nebeskih tela, ali i za teZinu tela na povrSini
Zemlje.

8.2. Gravitaciono priviagenje materijalne tacke prstenom i Supljom sferom.

U prethodnom primeru smo precutno uzeli da je sva masa Zemlje smeStena u njenom centru
i da interaguje sa telom mase m na rastojanju R. U navedenom razmatranju vide¢emo da smo bili u
pravu.

lako je zakon gravitacije otkrio sa svoje 24 godine, Njutn nije mogao to da objavi Gitavih 19
godina dok nije dokazao da se inetarkcija sfernih tela moze raCunati kao da je sva masa smestena
u njihovom centru. Za to mu je bilo potrebno da pronadje metode diferencijalnog racuna.

Posmatrajmo najpre privlatenje jednog tankog
prstena mase m i Cestice, mase m', na njegovoj osi,
kao na slici 8.3.

Intenzitet sile dr: izmedju Cestice i elementa
mase prstena dm je:

dm-m

dF =
Y )

(8.8)

Kada se posmatra ceo prsten onda ¢e se, zbog
simetrije, komponente sile normalne na x-osu ponistiti.

Slika 8.3. Gravitaciono polje prstena Rezultujuéa sila ¢e biti zbir, odnosno integral
komponenata duz x-ose i usmerena je ka centru
prstena:

m'cosO mm'cosO mm'
F = decose =y —Zjdm =y —— =7 —C0s°0 (8.9)
S S r

Vidimo da prsten ne privlaci Cesticu kao da je sva masa sakuplijena u njegovom centru.
Posmatrajmo sada Suplju sfernu ljusku polupre¢nika R sa tankim zidovima. U tom slucaju
sferu mozemo izdeliti na niz prstenova, kao $to je to prikazano na slici 8.4. Obzirom da gravitacionu
silu koja potiCe od jednog prstena znamo, integracijom po celoj sferi dobicemo ukupnu silu. Sila dF
?\d‘? kojom prsten mase dm (Srafirana povrSina na slici) i
Sirine Rd¢ deluje na &esticu m', bice:

m'"-dm - cosO

- (8.10)

iy ! dF = v
dr S
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Polupre¢nik prstena je Rsing, a provrSina prstena je 2nRsinpRdo. Ako sa & ozna¢imo masu po
jedici povrSine tela, tada je masa prstena, dm data sledeéim izrazom:

dm=2n8R%sinpd@
Primenom kosinusne teoreme na trougao sa slike, mozemo pisati sledecu relaciju:
s? = R* + ¥ — 2rRcos (8.11)
ako ovaj izraz diferenciramo, bice:
2sds=2rRsinpd

jer su R i r konstantni. Odavde je:

_ sds
Rsinpdp = —
r

Sa slike takodje imamo relaciju:
s.cosO = r - Rcos@

Ovaj izraz i kosinusna teorema (8.11) daju nam

2 -R2 412
2rs

cosf =

Ako odgovarajuce veliCine zamenimo u izraz za dF, imaéemo:

- _ Ym'mdR s?-R? +r?
r2 SZ

ds (8.12)

gde su sve veliCine konstantne, osim s. Ukupna sila dobice se integracijom ovog izraza po
promenljivoj s, u granicama od r-R do r+R. Kada se izvrSi integracija dobijamo:

r+R ]
Fo de:Mm

2

r-R r

Ukupna masa ljuske je: m = 4nR®3, pa je konagno:

F=vy—; (8.13)

To znaCi da tanka sferna ljuska privliaCi spoljnu Cesticu kao da je sva masa ljuske
skoncentrisana u njenom centru.

Sta se dogadja ukoliko je Gestica m' sme$tena unutar sferne ljuske? Za taéku u ljusci,
razmatranje je identicno do integracije. Granice integracije su ovde od R-r do r+R, a integral daje:

F=0
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Dakle, gravitaciona sila na tacke u unutradnjosti sfere jednaka je
nuli. Ovo se takodje moze lako pokazati uz pomo¢ slike 8.5.
Neka je probna masa smesStena u tacku P. Zamislimo dva
konusa koja na povrSini sfere isecaju povrsSine A, i A, masa m; i
m,. Mase m, i m, srazmerne su povrSinama A, i A, a ove
kvadratima pre€nika r, i r,. Kako su sile kojima ove mase deluju
na probnu masu u P obrnuto srazmerne kvadratima rastojanja,
njihova rezultanta je nula. Cela ljuska se moze podeliti na ovaj
nacin i pokazati zaista da je sila u tacki P jednaka nuli.

Slika 8.5. Gravitaciono polje
u supljini

8.3. Gravitaciono priviaéenje pune homogene sfere.

Puna sfera se moze izdeliti na niz koncentriénih ljusaka. Kako svaka ljuska privlagi spoljasnju
Cesticu kao da je sva masa u njenom centru, to isto vazi i za celu sferu.

Dakle, sfera mase m dejstvuje na C&esticu izvan nje, ili na drugu sferu mase m' silom
intenziteta:

gde je r- rastojanje centra sfere od Cestice (ili centara sfera).

Kolika je sila u tacki koja se nalazi u unutrasSnjosti pune homogene sfere, na rastojanju r od
centra, ako je R - polupre¢nik sfere, dakle r<R.

Videli smo da je sila kojom homogena sferna ljusk deluje na materijalnu tacku u njenoj
unutradnjosti jednaka nuli. Dakle na Cesticu ¢e delovati sila koja potiCe samo od mase unutar sfere
radijusa r. Kako je sfera homogena ta masa je m=mr’R® i njeno dejstvo na &esticu mase m' na
rastojanju r je:

(mr3/R3)-m' m-m'
F=y 2 =Y R? -r
Dakle, sila je wupravno srazmerna prvom stepenu

rastojanja tatke od centra sfere. Kada je r=R tada je F=ymm'R?
a kada je r=0, F=0. Ako bi Zemlja bila homogena i ako bi se
kroz njen centar napravio tunel, gravitaciona sila u tunelu bi se
sa rastojanjem od centra Zemlje menjala prema grafiku na slici
8.6. Maksimum sile bi bio na povrSini Zemlje, sila bi linearno
opadala do nule prema centru, i opadala kao 1/ ka
beskona&nim rastojanjima.

_ Zadatak: Koliki bi bio period oscilovanja tela koje se kre¢e u

(@) R r tunelu kroz Zemlju, kao u prethodnom razmatranju.

Slika 8.6. Jacina gravitacione sile
u zavisnosti od rastojanja

8.4. Gravitaciono polje, rad i potencijalna energija.

U slu€aju gravitacionih sila (kao i elektriCnih i magnetnih) tela deluju jedna na druge bez
neposrednog kontakta. Da bi se objasnilo uzajamno dejstvo razdvojenih tela uvodi se pojam fiziCkog
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polja kao jednog oblika ispoljavanja materije, posredstvom kojeg se ostvaruju uzajamna dejstva
udaljenih tela.

Svako telo mase m stvara u prostoru gravitaciono polje kojim dejstvuje na bilo koje drugo
telo, mase m,, koje se nadje u tom polju, silom koja je proporcionalna m,, tj:

F=m®G (8.14)

- F 1 m-m, m
G = — = ——'Y > r0= —'Y—
m, m,

T (8.15)

—_

r

Dakle, jatina gravitacionog polja je gravitaciona sila po jedinici mase u taCki gde se nalazi
probno telo.

Lako je zakljuCiti da je za Zemlju gravitaciono polje jednako ubrzanju zemljine teze, koje smo
ranije ve¢ sreli.

Vektor G je kolinearan sa F. Njegov intenzitet zavisi od mase tela koje stvara gravitaciono
polije i od polozaja taCke u kojoj se odredjuje njegova jaCina. Polje se Cesto definiSe kao prostor u
kome svakom poloZaju odgovara po odredjenom zakonu samo jedna vrednost G i to bez obzira da
li je u toj tacki prisutno drugo telo ili ne. Probno telo mp sluzi nam samo kao indikator (instrument
za merenje) postojanja gravitacionog polja.

Sa druge strane i telo probne mase mp stvara svoje polje i deluje na telo m silom:

F,=m.G, (8.16)

p

jednakog intenziteta, ali suprotnog smera od F. Moze se zakljuciti da je G p;té.
Polie je homogeno kada su mu u svim tatkama intenziteti isti i vektori G medjusobno

paralelni, a centralno je kada se pravci svih vektora G seku u jednoj tacki. Polje usamljenog tela je
centralno.
U prisustvu viSe tela rezultujuée polje je:

G =26 =Z—i=—ZyR—;"i (8.17)

gde je I?Qi rastojanje od datog tela do posmatrane tacke.

Za predstavljenje polja uveden je pojam linija sila polja. To su linije u ¢&ijoj se svakoj tacki
tangenta poklapa sa pravcem vektora G .

Kod izolovanog tela linije su radijalne prave. Za dva i viSe tela linije polja su krive linije.
Linije polja se ne mogu seéi.

Intenzitet polja se pomoéu linija izrazava preko fluksa. Fluks linija sile gravitacionog polja
predstavlja broj linija sile polja kroz jedinicu normalne povrSine, Oc€igledno je da ¢e u slu€aju
izolovanog tela kroz istu povrSinu na veem rastojanju proéi manje linija sila (radijalnih pravih), Sto
znaci da Ce polje biti slabije. To je u saglasnosti sa definicijom gravitacionog polja.

Rad gravitacione sile je po definiciji skalarni proizvod gravitacione sile F i predjenog puta
dS. Razmotrimo sluéaj kretanja materijalne tatke mase m, u polju dejstva gravitacione sile mase m
kao na slici 8.7. Elementarni rad je:

Za sferno telo mase m>>m, je:
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dA = F.dS =m,.G d3

Za sferno telo mase m>>m, je:

m-m, _
F=—y 2 I
Kako je T.ds = dT to sledi:
Slika 8.7. Rad gravitacione sile dA = —y m- mp .df
I,.2
Ukupan rad od tatke 1 do tacke 2 bicée:
Ldr 11
A = —y mm, j—z =—ymm | ——— (8.18)
1 r r, r

Znaci rad zavisi od radijalnih rastojanja r, i r,, a ne zavisi od oblika i veli¢ine puta tela. Ovo
je osobina konzervativnih sila Sto znali da je gravitaciona sila konzervativna. Ovo svojstvo se
izrazava i na drugi nadin:

{F-dr =dm,G-dr =0 (8.19)
L L

— —

Cirkulacija vektora F, odnosno G, tj. integral ovih vektora, po zatvorenoj putanji L, jednak
je nuli zbog konzervativnosti.

Potencijalna energija tela u gravitacionom polju definiSe se kao u paragrafu 5.3.2. Na osnhovu
izraza (8.18), s obzirom da je rad gravitacione sile A,, jednak promeni potencijalne energije probnog
tela, sledi:

1 1
A‘12 = U‘1 — U2 = —AU = —'y mmp(———) (820)
r1 rZ

Za elementarno pomeranje je odavde dA=—-dU. Iz jednaline (8.20) je rad promena
potencijalne energije tela, pa je prakticno irelevantno u odnosu na koji referentni nivo U,(r)=0 se
racuna. Za ref. nivo se moze uzeti povrSina Zemlje, pa je pri r,=R, i r,=r:

ol
U=ymm|—-=

R, r
ili
U=ym,m R, =ym,m,
R,-r R,-r
gde je h=r-R,. Za h<<R; je R,r = R/ i
m.m,
U=y > N=m,g.h (8.21)
RZ
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Obzirom da R, varira sa geografskom S&irinom, referentni nivo se moze izabrati da je na
beskona¢nom rastojanju. Tada je:

(8.22)

Zavisnost potencijaine energije priviatenja dva sferna tela poluprecnika r, i r,, od njihovog
rastojanja prikazana je na slici 8.8. Na osnovu izraza za U potencijalna energija za beskona¢no
rastojanje je U, = 0, a na minimalnom rastojanju na koje mogu da se priblize je:

Ui mm,
_ Unin =—Y'T
0O r ro rop
Dakle potencijalna energija je negativna odnosno vezivna, a
ot lop za svako r posebno data je izrazom (8.22).
Slika 8.8. Gravitaciona potencijalna Gravitacioni_potencijal. Potencijalna energija tela zavisi

energija dva sferna tela od njegove mase i razlidita je za razlidita tela. Medjutim,

koli¢nik potencijalne energije tela u nekoj tacki polja i mase
tog probnog tela ne zavisi od njegove mase, predstavija potencijalnu energiju po jedini¢noj masi, i
naziva se gravitacioni potencijal:

mm m
=—y— (8.23)
m.ry N

VA= ﬁ:—y
mP

Potencijal polja je, dakle, skalar, kao odnos dve skalarne veli€ine i njegov intenzitet zavisi od
polozaja taCke u kojoj se posmatra u prostoru. Njegova brojna vrednost jednaka je radu gravitacione
sile da se telo jedinicne mase dovede iz beskonaénosti u posmatranu ta¢ku polja.

Geometrijsko mesto taaka sa istom vrednoSéu potencijala naziva se ekvipotencijalna
povrSina. Jednalina ekvipotencijale je u opStem slucaju funkcija koordinata V(x,y,z)=const. Usamljeno
sferno telo ima bezbroj sfernih ekvipotencijala.

Razlika potencijala u dve tatke polja naziva se napon ili pad potencijala gravitacionog polja.

Vg — V, = AV = V,q (8.24)

Gradijent potencijala.Videli smo da se u svakoj tacki polja jednoznaéno mogu definisati dve
njegove karakteristike G A | V. PoSto se radi o istom polju moze se olekivati neka povezanost
medju njima. Podsetimo se da je Gy=ym/t* i V,=—ym/r.

Nadjimo izvod potencijala po koordinatama u pravcu normale na ekvipotencijalu:

av_dv_ 1(_ m) _,m
dn _dr dr\ )T
Po definiciji ¢e onda biti:

— 7, =—1n, =gradV = -G (8.25)

dv .. dv

dn ° dn

Izvod potencijala po normalnom pravcu na ekvipotencijalnu povr§ naziva se gradijent

potencijala, gradV. Gradijent potencijala je vektor usmeren ka najveCem porastu potencijala i jednak
je vektoru jaCine polja sa suprotnim znakom, odnosno:

- oV. oV. 0V~
G = —gradV = —( I+ ]+ kj (8.26)
oX oy oz
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8.5. Keplerovi zakoni.

Keplerovi zakoni opisuju kretanje planeta Sunéevog sistema i kao $to smo videli formulisani
su pre Njutnovog zakona univerzalne gravitacije. Zakoni glase:

1) Orbite planeta su elipse sa Suncem koje se nalazi u jednom od dva fokusa (zize).

2) Kretanje planeta po orbitama je takvo da su im sektorske brzine konstantne, odnosno radijus
vektor planete za iste vremenske intervale prebriSe iste povrSine.

3) Kvadrati perioda vremena obilazaka planeta oko Sunca proporcionalni su tre¢im stepenima velikih
poluosa njihovih elipti¢nih putanja.

Drugi Keplerov zakon je direktna posledica zakona odrZzanja momenta impulsa u polju
centralnih sila. Neka se planeta kreée po elipsastoj putanji sa Suncem u jednoj zizi, slika 8.9.
PovrSina koju radijus vektor planete prebriSe u
odgovaraju¢em vremenskom intervalu

predstavljena je Srafiranom povrSinom i iznosi:

dS = = (f, x dfiy) (8.27)

N |~

Sektorska brzina, koju smo ranije ve¢ definisali
kao prvi izvod ove povrS§ine po vremenu,

e e EEEEES i

i jednaka je:
| S _ .  1f. dfp L,
; _=VS:_ rpX— :—ICOHSt
t 2 dt 2m
Slika 8.9. Drugi Keplerov zakon
jer je Ep=m?px\7p_.... X(dT /dt). Dakle, sektorska brzina planete je konstantna jer je moment

centralne gravitacione sile M =0 zbog kolinearnosti vektora ?p i F. Time je ovaj zakon dokazan.
Prvi i treéi zakon nisu tako o€igledni pa ih je potrebno detaljnije razmotriti. U tu svrhu ¢emo

razmotriti kretanje dva tela usled gravitacionog privlatenja i to, zbog jednostavnosti, u polarnim

koordinatama, r i O, kako je to ilustrovano na priloZzenoj slici. U ovom sluéaju polozaj tela mase m

,, (planeta) u odnosu na koordinatni sistem sa centrom u
0-pol, odnosno na centar tela mase M (sunce),
odredjuje se pomodéu rastojanja tela, r, i ugla 6 koji
vektor poloZzaja T zaklapa sa unapred izabranom osom,
p-osa. Putanja tela moze se odrediti na osnovu zakona
odrzanja energije i momenta impulsa. Podjimo od
Cinjenice da je M>>m, odnosno da je, na osnovu
zakona odrzanja impulsa, brzina tela M veoma mala i

polarna osa posmatrajmo samo kretanje tela mase m. Tada se
brzina kretanja tela m moze razloziti na radijalnu i
Slika 8.10. Polozaj planete u normalnu komponentu, kao na slici 8.10, te prema
polarnom koordinatnom sistemu ranijim oznakama mozemo pisati:
vr=ﬂ, vn=rd—e i VV=vi+vS
dt dt

Moment impulsa tela m, odnosno planete, je u ovom slu€aju:
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L = rmv, = mr? 2—? = const (8.28)

Koriste¢i ove oznake kineticka energija planete se moze pisati u sledeéem obliku:

m v2 ( de) mi , ( L )2
E = — r—| ¢=—<V; +| — (8.29)
2 dt 2 mr

Ukupna energija sistema bice jednaka zbiru kineticke i potencijalne energije tela m, odnosno:

E=E + U= — (g)2+(i)2 + U@ (8.30)
T 2 |\dt mr '

Odavde se jednostavno moze izraziti dr/dt i dobija se sledeci izraz:

= J2(E-U(M)/ m-(L/mr)’ (8.31)

U ovom izrazu se promenljive po r i t mogu razdvoijiti, radi buduée integracije, te se dobija:

dr
dt = (8.32)

J2(E-U@®) I m—(L/mr)?

U ovom izrazu je dobijena veza izmedju dr i dt, medjutim nama je potrebna veza r i 6. Ova veza se
moze jednostavno izraziti na osnovu zavisnosti d© od dt, iz definicije momenta impulsa:

do L L
—=0 = 5 odnosno de = 5 dt
dt mr mr
Na osnovu ove relacije jednacinu (8.32) mozemo pisati u sledeéem obliku:
L-dr
do = (8.33)

r2 . \2m(E - U(r) — (L / 1)

Odavde integracijom mozZemo dobiti vezu r i O:

dr
0 = j - (8.34)
o~]2M(E - U(r)) (L/n2r
Ako se podsetimo da je dr/r’ = —d(1/r), posle grupisanja &lanova sa L/r, dobiéemo sledeéi izraz:
d(L/r
( ) (8.35)

I a2ME - U(r) — (L /1)?

Da bi smo izvrSili naznagenu integraciju neophodno je jo§ da eksplicitno izrazimo €lan U(r) u gornjem
izrazu. Ovaj Clan je potencijalna energija u gravitacionom polju, te ga mozemo pisati kao:
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Na osnovu ovoga jednacina (8.35) dobija sledeéi oblik:

J' d(L/r)
o~J2MmE —2mk /1 — (L /1)’

(8.36)

Ovaj se izraz moze jednostavno transformisati, dodavanjem i oduzimanjem (mk/L)? izrazu u velikoj
zagradi, u sledeci oblik koji je pogodniji za dalju integraciju:

diL/r+mk/L)
- j (8.37)
o~J2ME + (mk /L) — (L/ 1 + mk / L)
Ako uvedemo smene: x=L/r+mk/L i a’=2mE+(mk/L)* dobijamo sledeéi tabli¢ni integral
X X,
I = arccos( ) — arccos(—) (8.38)

a? +x? a

Ako smo koordinatni sistem izabrali tako da je za x,=a, 6=0 sledi arccos(x,/a) = arccos1=0, te se
dobija da je:

X L/r+mk/L
0 = arccos(—) = arccos (8.39)
a J2mE +(mk / L)?
Inverzijom ove funkcije dobijamo:
L/r+mk/L
cosO = (8.40)
J2mE +(mk / L)®
Ovu jednacinu treba reSiti po r. lzrazimo prvo L/r na sledeéi naéin:
Lr = \/ZmE +(mk / L)? -cosO — mkiL
Odavde se dalje jednostavno dobija slede¢a veza:
L —-L* / mk
r = =
mk/ L++/2mE +(mk /L) -cos®  1-+1+2L2E/ mk? -cosO
Uvodjenjem smena:
2 2L°E
p=_Lt i e= | —+1 (8.41)
mk mk2

kona¢no za jednadinu trajektorije tela u polarnom koordinatnom sistemu dobijamo sledeéi izraz:
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r = P (8.42)
1-e-cosO

Ova jednaCina predstavlja krivu drugog reda-konusni presek, gde je p-fokusni parametar, a e-
ekscentricitet trajektorije. U zavisnosti od vrednosti parametra e, za p>0, moguce su razliCite
trajektorije kretanja ili orbite. Trajektorije mogu biti krug, elipsa, parabola i hiperbola, $to je ilustrovano
na slici 8.11. Razlikuju se dva tipa trajektorija i to krug i elipsa, koje odgovaraju vezanom kretanju,
odnosno sluCaju kada je ukupna energija tela negativna, i parabola i hiperbola, u slu¢aju kada je
ukupna energija kretanja tela jednaka ili ve¢a od nule, odnosno kada je kineticka energija veca od
apsolutne vrednosti potencijalne i kada telo mase m moze da se udalji na beskonatno rastojanje.
Dakle, razlikujemo:

parabola 1

hiperbola e=0  krug ] vezano kretanje
O<e<1 elipsa J E<0
X
elipsal g
g perihel e=1 parabola ] infinitno kretanje
e>1  hiperbola J E>0
Slika 8.11. Konusni preseci
Dakle, | Keplerov =zakon je dokazan samom

Cinjenicom da je putanja planeta elipsa, za E<0, odnosno O<e<l1.

Il Keplerov zakon ¢emo dokazati uz pomo¢ slike 8.12. Neka se planeta kreée po elipticnoj
putanji. Za svaku taCku elipse, kao Sto je poznato vazi sledec¢a relacija za odnos rastojanja tatke od
ziza:

r+r,=2a (8.43)
M M Ly gde je sa a oznaena velika poluosa
elipse. Ekscentricitet elipse je odnos
b N7 duzi OF, prema velikoj poluosi:
roon P
] e - —
M F, O F, M a
Iz polarne jednaline elipse za
,_/ karakteristicne tacke perihel (0=0) i
K afel (0=m) elipse dobijamo sledeée
a izraze:
Slika 8.12. Karakteristi¢ne tacke elipse
F.M = P i FM = P
l+e 1-e

Kako je:
F:M + F,M' = 2a

velika poluosa se moze izraziti na sledeci nacin:

(8.44)



Na slican nacin ¢emo izraziti i malu poluosu. Za taCku K na crtezu vazi sledeca relacija: F.K = F,K
= a. Duz OF, mozemo povezati sa malom (b) i velikom (a) poluosom elipse pomoc¢u duzi F,K:

2
OF, = F,K?*-b? = a-, l-(Ej
a

Odavde se dobija i drugi izraz za ekscentricitet elipse, izrazen preko odnosa njenih poluosa:
2

OF b

e= —1 = . [1-|=
a a

Kombinovanjem ovog izraza sa izrazom (8.44), moze se mala poluosa elipse izraziti preko e i p
elipse:

(8.45)

Ako se podsetimo kako su e i p uvedeni preko ukupne mehaniCke energije sistema E i momenta
impulsa L, za a i b mozemo pisati sledece izraze:

k _ L
—— | b=

2[E| \J2m/E|

Sada se mozemo vratiti Il Keplerovom zakonu. Podjimo ponovo od definicije sektorske brzine:

a=

gde je dS povrsina koju prebrise vektor polozaja T, za vreme dt. Za jedan period rotacije planete
oko sunca, T, radijus vektor prebriSe ukupnu povrSinu elipse S. Ako, dakle, integralimo prethodni
izraz, za jedan period T, kako je povrSina elipse S=nab, bice:

T s
jdt = 2—m IdSodnosno T= 2_m -rab
L L

0

Zamenom izraza za a i b kona¢no dobijamo slede¢u vezu T i a:

T = %%JE: 27'[3\/%\/3.>3

T? « &°

odnosno:

Sto je i trebalo pokazati. Napomenimo da ovo izvodjenje vazi za m<<M, odnosno uz pretpostavku da
se telo mase M prakticno ne pomera. Kako ovo nije sasvim ta¢no, u izvodjenju je umesto mase m
trebalo koristiti takozvanu redukovanu masu sistema p=Mm/(M+m), ali to ne bi uticalo na konacni
zakljucak.
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PRIMER: Odrediti | i Il kosmiCku brzinu za telo mase m koje se lansira horizontalno sa povrSine
Zemlje. | kosmicka brzina, v,, je najmanja brzina koju treba saopstiti telu da bi se kretalo oko Zemlje
po krugu polupreénika R, odnosno da bi postalo Zemljin satelit. Za kretanje po krugu vaze slededi
uslovi:

K L
~2E| - fam[E]

Odavde je L=k(m/2|E|)"”. Kako je 2|E|=k/R sledi L=(kmR)"’. Po definiciji momenta impulsa je, sa
druge strane, za kruznu orbitu L=mv,R, §to kombinovanjem sa prethodnim izrazom za L daje za prvu

kosmic¢ku brzinu:
v, = 1/% = JyYMR = JgR = 8x10° m
m S

e=0, a=b=R

Identi¢an rezultat je moguce jednostavnije dobiti izjednacavanjem centripetalne sile za kruzno kretanje
sa gravitacionom:

2
mv mM
1 T odakle je opet v, = /R .
R R2

Il kosmiCka brzina je najmanja brzina koja omogucuje telu da napusti Zemlju, po paraboli€noj putanji.
U tom slu€aju je e=1 i E=0, pri ¢emu je E ukupna mehani¢ka energija odnosno zbir kineticke i
potencijalne energije u gravitacionom polju Zemlje:

mv% mM
E= —5-y—=
2 R
odnosno:
2YM
V, = YT = 2y, = 112x10° 2
S

Obe ove brzine su ogromne i mogu se posti¢i jedino koris¢enjem raketnog pogona, odnosno
kretanja tela sa promenljivom masom, o ¢emu ¢emo upravo govoriti.
8.6. Kretanje tela sa promenljivom masom.

Najveci broj sistema u klasi¢noj mehanici ima konstantnu masu pa se Il Njutnov zakon
uobi¢ajeno daje u obliku F=ma umesto opstijeg oblika:

o

F= (8.47)

Q_|D-
~—+

koji se odnosi kako na tela sa konstantnom, tako, u principu, i na tela sa promenljivom masom. Da li
je ba$ tako?

Primeri kretanja tela sa promenljivom masom bi bili padanje kapi kiSe kroz vlaZzan oblak
kondenzujuéi nove koli¢ine vode i sudarajuéi se sa drugim kapima, pri ¢emu joj masa raste; ili raketa
koja se ubrzava na racun odbacCenih sagorelih gasova silama reakcije, dakle masa joj se smanjuje.

U oba ova slu¢aja delovi sistema se kre¢u nekom relativnom brzinom u odnosu na sistem
tako da Il Njutnov zakon u obliku:
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p-dp_dmv) _gdm . dv (8.48)
t dt dt dt

ne opisuje dobro kretanje jer ta relativna brzina kretanja nije uzeta u obzir. Svakako da ée kretanje
zavisiti i od te brzine i da se ona mora uklju€iti u razmatranje.

Da bi se izvela dinamitka jednalina za proizvoljno kretanja tela sa promenljivom masom,
posmatracemo promene u kretanju tela od trenutka t neposredno pre pripajanja dela mase dm masi
m, do trenutka t+6t, neposredno nakon pripajanja, kao $to je to ilustrovano na prilozenom crtezu. Za
sluéaj spajanja-povecanja mase sistem se sastoji od dva razdvojena tela m i dm, slika 8.13.a), koja
se kre¢u brzinama V i U, u odnosu na neki inercijalni sistem.

Nesto kasnije, u trenutku t+0t, deo tela mase dm "zalepio" se za glavni deo mase, m, slika
b). Telo sada ima novu masu m+8m i novu brzinu V+3V. U skladu sa Ill Njutnovim zakonom maniji

deo tela deluje na vecéi silom akcije R -1, @ ve¢i na maniji silom reakcije R 10- Ove dve sile su po
intenzitetima medjusobno jednake.

§§
=

a) 1 b) t+i¢
Slika 8.13. Kretanje tela sa promenljivom masom

Jednadina kretanja manjeg dela ..« ;o po weinuoy data sa:

lim {5(t+6t)—r)(t)}

R, = (8.49)

5t—0 ot

Kako je P (t+8t)=0m(V+dV) i P ()=8mU, zamenom u izraz (8.49) i zanemarivanjem ¢&lana koji
sadrzi proizvod dve beskona¢no male velicine, 6V m, konacno dobijamo:

R, = limoMV-0 _ G _gdm (8.50)
3t—0 ot dt

Jednacina kretanja veceg dela tela, na koje deluje sila R -, kao i rezultanta svih spoljagnjih sila F,
je:

= - . Jdp(vecegtela) . mV+dV)-mv . mdV dv

R, +F=Ilim p(veceg tela) = lim ( ) =lim —=m—
3t—0 ot 3t—0 ot -0 Jt dt

Kako je R »=R |, , iz ove jednagine kona&no dobijamo:

dv dm
F=m— V-U)— 8.51
™ + (V )Clt (8.51)
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Ova dinami¢ka jednacina odredjuje kretanje veceg (i glavnog) dela tela, m, sa promenljivom masom.
Ona prelazi u Njutnovu jednaginu F=d(mV)/dt tek kada je V>>U, tj. kada glavni deo tela (glavno
telo) ima veliku brzinu u odnosu na brzinu kojom prima (predaje) svoje delove, mereno iz spoljasnjeg
inercijalnog referentnog sistema.

PRIMER: Kretanje rakete. Razmotrimo kretanje rakete sa prilozenog crteza, na osnovu ranije
izvedene jednadine. Neka je brzina rakete V, brzina sagorelih gasova U i relativna brzina gasova u
odnosu na raketu: W=U-V=-(u+v)K =-wk .

Jednadina kretanja rakete ce biti:

dv. _dm -
m— +w—=F
dt dt

sam=m+ m, + mg, gde je m, - masa kabine, m, - masa zidova rezervoara i m, - masa goriva.

Ovde je samo m, a time i m promenljivo. Pretpostavimo da je brzina sagorevanja, odnosno isticanja,
goriva konstantna:

Az dm  dmg

<y

pri ¢emu znak minus oznaava smanjenje mase goriva. Masa
goriva u trenutku t je odavde my(t)=my(0)—ct, pa diferencijalna
jednacina kretanja ima sledeéi oblik:

o
2
S
(@)
[ 0)- t]d—V -wec=F
la, m,+m_,+m,(0)—c at wC =

Slika 8.14. Jednostepena raketa Ovde je sila F rezultanta sile gravitacije i sile otpora atmosfere i

posto je svaki Clan sa leve strane jednaline znatno veéi od nje,
radi jednostavnosti, F se moze zanemariti. To, nakon razdvajanja promenljivih i integracije od 0 do t,
daje sledeéi rezultat:

ct
mk + mz + mg(o)

v—v, = -w-In{l-

Za vreme za koje se svo gorivo potrosi, T=my(0)/c, maksimalno dostignuta brzina rakete ce biti:

m, (0)

rnk + mz + mg(o)

v=yv, —winil-

U raketnoj tehnici se uzima da je my,=my(0)+m, a odnos my(0)/m, se naziva strukturni faktor i
oznaCava sa €. Tako izraz za brzinu prelazi u:

em 1
v=v, - wilnil-——2—¢= v, + wn
m, +m, l-em,/(m, +m,)
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Kod savremenih raketa je priblizno w=4x10° m/s, £=0,8 i m,/m,=1/100, &to za v,=0 daje v=6,28x10°
m/s. Ovo je jo§ uvek manje od prve kosmiCke brzine, pa se za njeno dostizanje koriste takozvane
dvostepene rakete. Pri tome se prvim stepenom postize odredjena brzina v,, a drugi stepen moze da
dostigne i znatno veée brzine. Optimalan odnos masa | i Il stepena je 9:1. Time se postize do
v,=10,2 km/s. Za jo$§ vecle brzine, preko druge kosmiCke brzine, koriste se trostepene rakete.
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IX

OSNOVE MEHANIKE NEPREKIDNIH SREDINA

9.1. Mehanika elasti¢nih tela. Hukov zakon.

Pod dejstvom spoljadnjih sila realna tela se deformiSu-menjaju dimenzije. Ako deformacija po
prestanku dejstva sila iS¢ezne telo nazivamo elasticnim, u protivnom je plasticno. Dejstvo spoljasnjih
sila na elasti¢no telo izaziva u njemu kao reakciju protivdejstvo elasti¢nih sila, koje teze da ga vrate
u prvobitan oblik.

Pri dejstvu spoljadnje sile F na telo, slika 9.1, u
svakom preseku tela, njena normalna komponenta I#:n i
tangenciona komponenta Iﬂ:t su izjednatene sa odgovarajuéim
komponentama unutrasnjih elasti¢nih sila. Kazemo da se telo pri
takvim uslovima nalazi u napregnutom stanju. To stanje
karakteriSe se fizickom veli¢inom Cija je brojna vrednost jednaka
odnosu elasti¢ne sile F i povrSine popreCnog preseka S i naziva
se napon:

Slika 9.1. Dejstvo spoljasnje sile

na elasticno telo F AF
o= — i o=— (9.1)
S S
odnosno normalni i tangencioni napon:
F, - AF,
G, = — ili o, = (9.2)
S AS
[
F, - AF,
C, = — ili G, = (9.3)
S AS

Ovako definisan napon naziva se srednji napon. Smanjivanjem povrSine AS do elementarne dolazimo
do napona na elementu povrSine tela:

. AF dF
o= lim—=— 9.4)
AS—0 AS dS
Veli¢ina deformacije tela bilo po obliku ili zapremini izrazava se relativnom deformacijom, kao
odnosom apsolutne deformacije AV i prvobitne veli¢ine tela V:
AV
60=+— (9.5)
V

i o€igledno je neimenovan broj.
Engleski fizitar Huk (Hooke) je eksperimentalno ustanovio da je napon proporcionalan
relativnoj deformaciji tela:
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c=Ed (9.6)

gde je E-modul elasti¢nosti tela. Ova relacija predstavlja Hukov zakon, koji vazi za relativno male
deformacije. Napon G, pri kome ovaj zakon direkine proporcionalnosti prestaje da vaZi naziva se
granica proporcionalnosti. Postoji nekoliko tipova deformacija i mi ¢emo ih u daljem tekstu navesti.

9.2. Deformacija istezanja. Granica elastiénosti.
Deformacija istezanja se odnosi na promenu linearne dimenzije tela i javlja se kada na telo

deluje samo normalna sila, kao na slici 9.2. Neka se, u ovom sluaju, Zica, istegne za duzinu A /.
Tada je:

Al
6= — (9.7)
E— 1
e |
c, = E.0 (9.8)
Ovde je E,Jangov (Young) modul elastiCnosti za duzinske odnosno
| longitudinalne deformacije. Jednaéina (9.8) se moze pisati i u obliku:
Al
F=ES— =kA/l (9.9)
: l
l 1
A
1 dakle, apsolutno izduzenje je proporcionalno spoljasnjoj sili. Ako je
— Al=1, tada je E,=F/S=0, iz ¢ega sledi da E, ima dimenzije napona.
F Prema tome Jangov modul je jednak naponu koji bi duzinu Zice

udvostru€io, ukoliko bi za tako velike deformacije vazio Hukov zakon.
Reciprotna vrednost E,, tj. e=1/E, je koeficijent elasti¢nosti Zice.

Rastezanje odnosno sabijanje Zice menja istovremeno i njen poprecni presek. Ako je d-
dijametar zZice, ova promena se izrazava popre¢nom relativnom deformacijom:

Slike 9.2 Istezanje

5d = ad (9.10)
d

Odnos poprecne (transferzalne) i uzduzne (longitudinalne) relativne deformacije naziva se Poisson-ov
koeficijent:

p=—/— = ——-— (9.11)

Recipro€na vrednost 1 naziva se Poasonov broj.

Dijagram napona je grafik zavisnosti c, od 3. Porastom
napona i shodno tome porastom relativne deformacije do tacke A
na grafiku vazi Hukov zakon proporcionalnosti, iz Cega se moze
odrediti Jungov modul, E, = tgo, slika 9.3. Daljim porastom od A
do tatke B telo je jo§ uvek elasticno, ali po nekoj drugoj-
nelinearnoj zavisnosti. Od tatke B do C deformacija je plasti¢na.
Po prestanku dejstva spoljasnje sile telo se ne vra¢a u prvobitan
oblik. Ireverzibilna promena oblika tela se naziva elsticni
Slika 9.3. Zavisnost napona od histerezis. U taCki C dolazi do kidanja tela. Vrednost napona u

relativne deformacije tacki A se naziva granica proporcionalnosti-c,, a u tacki B
granica elasti¢nosti-c..
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9.3. Deformacije smicanja i torzije.

Smicanje je elastitna deformacija pod dejstvom sprega tangencijalnih sila i manifestuje se
paralelnim pomeranjem slojeva tela, kao $to je to prikazano na slici 9.4. Donja uévr§éena ravan tela
je ravan smicanja a izmedju bilo koja dva sloja vlada tangencioni napon jednak:

F
—> G, = — (9.12)
X _F S
/ /
X / / gde je S dodirna povrsina slojeva. Relativna deformacija za
X / E— // svaki sloj se izrazava na slede¢i nacin:
AX. AX
—L = — =190 =0 (9.13)
X X

Slika 9.4. Smicanje

za male vrednosti 6. Po Hukovom zakonu relativna
deformacija je srazmerna tangencionom naponu, pa mozemo pisati:

6,= — =G— =GB (9.14)

AX
X

w|m

gde je sa G ozna¢en modul smicanja tela i istih je dimenzija kao i Jungov modul.
Jungov modul, modul smicanja i Poasonov koeficijent povezani su za jedno telo sledecom
relacijom:

E

y

= — (9.15)
2(1+p)

Torzija (uvrtanje) je specijalan sluaj smicanja i Cesto se javlja kod osovina raznih maSina.

Primer torzije jednog valjkastog tela prikazan je na slici 9.5. Neka moment M sprega sila Fi-F
deluje u nivou gornjeg bazisa, dok je donji bazis tela ucvr&¢en. UoCimo jedan element valjka, sloj na
rastojanju r od ose valjka debljine dr. Pod dejstvom momenta sprega dM=rdF dolazi do uvrtanja ovog
sloja. Ako bi se ovaj sloj razvio u jednu ravan konstatovalo bi se da je on posle deformisanja od
pravougaonika preSao u trapezoid, pa se moze zakljuciti da je u stvari doSlo do njegovog smicanja.
Za ovakav sloj napon ¢e biti izrazen sa:

_dF dF
T dS T 2nrdr

(9.16)

a relativna deformacija je:

Primenom Hukovog zakona za deformaciju
smicanja na ovom sloju dolazimo do sledeceg
izraza:

dF 5 (0)
2nrdr /

odnosno

Slika 9.5. Torzija
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G2n(p rdr

dF =
l
Moment sile dF u odnosu na osu valjka bice:
2nGoridr
dM = rdF = T (9.17)

Ukupni moment sile na gornjem bazisu valjka dobija se integracijom ovog izraza po r u granicama
od 0 do R:

21Go © 4
M = 7t—(PJ'r3dr= mGoR” Co (9.18)
0

l 20

Odnos izmedju momenta sila M i ugla uvrtanja ¢ naziva se torziona konstanta i iz gornjeg izraza je:

nGR*
C= = const (9.19)
2/

Torziona konstanta zavisi od prirode materijala G i od dimenzija valijka ¢ i R. Torzija se ¢esto koristi
u fizickim eksperimentima i instrumentima. Mi smo takodje za odredjivanje gravitacione konstante y u
KevendiSevom ogledu opisali tzv. torzionu vagu.

Energija elastiéne deformacije. Pri deformaciji tela spoljasnje sile nad njim vrSe rad. IzvrSeni
rad prelazi u potencijalnu energiju deformacije. Ovom energijom elasti¢ne sile vraéaju telo u prvobitan
polozaj po prestanku dejstva spoljasnjih sila.

IzvrSeni rad pri istezanju elastine zice, na osnovu ranijeg izlaganja bice:

1
dA = F.d(A/) = ESSA(AY) = EySAﬁd(Aﬁ)z (9.20)
Ukupni rad ¢e biti integral od 0 do maksimalne deformacije A/ :
Al 2
17 AL
A=ES> [And(Ar) = EYSQ (9.21)
4 0 2/
Ovaj rad spoljasnje sile ekvivalentan je potencijalnoj energiji elasti¢cne deformacije Zzice:
1E,S E S/ \V/
Uz =—— (Al = —L1—38, = E,— 82 (9.22)
2 /7 2 2

gde je V zapremina zice. Dakle, potencijalna energija elastitne deformacije zice proporcionalna je
kvadratu krajnje ili maksimalne deformacije, J,.

Odnos potencijalne energije i zapremine tela naziva se gustina energije deformacije ili
energija jedinice zapremine deformisanog tela i iznosi:

1
P, = EEy 8, za istezanje (9.28)
: 1 .. o
i Py = E G6, za smicanje (9.24)
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Dakle, gustina energije elasticne deformacije tela proporcionalna je kvadratu krajnje

deformacije.

9.4. Mehanika fluida. Pritisak.

relativne

TeCnosti i gasovi se nazivaju fluidi. Oni mogu da menjaju oblik pod dejstvom vrlo malih sila,
za razliku od Cvrstih tela. Te€nosti, pri tome, imaju stalnu zapreminu. Gasovi su, za razliku od njih,

stigljivi.

Postupak ocvr8cavanja je misaoni

postupak izdvajanja dela te€nosti radi razmatranja

njegovog polozaja i pona8anja u odnosu na ostatak fluida. Kao primer, na slici 9.6. je izdvojen deo

Slika 9.6. Postupak o¢vrscavanja

te¢- nosti mase m koji se nalazi na povrSini. Na njega sa svih
strana deluju neke sile. Posmatrani deli¢ teGnosti je u miru kada su
sve sile uravnotezene. Unutradnje sile, u fluidu, su u principu uvek
izjednaCene po principu akcije i reakcije. Moguce spoljasnje sile su

gravitaciona m{J i povrsinske sile, F . Povrsinske sile poticu od

o
dejstva susednih delova teCnosti u granicnom sloju. Uslov za

mirovanje dela te¢nosti je da je rezultanta spoljasnjih sila jednaka
nuli, odnosno: mJ + IEp = 0.

Slobodna povrSina te¢nosti se postavlja, odnosno zauzima
polozaj normalno na pravac dejstva rezultante svih spoljadnjih sila.
Kako na teCnost na povrSini Zemlje deluju gravitacione sile, nivo
te¢nosti je horizontalan jer je normalan na §. Primer za to je svaka

povrSina vode koja miruje.

PRIMER: Kakva je povrSina te¢nosti u sudu koji rotira? Prema crtezu na slici 9.7, diferencijalna
jednatina kretanja elementa te¢nosti mase m na slobodnoj povrSini ukljuCivace gravitacionu silu,

centrifugalnu silu u neinercijalnom sistemu koji rotira ugaonom brzinom @ i silu reakcije R kojom

unutradnji delovi te¢nosti deluju na uogeni element. Sila R je normalna na povrdinu teénosti,
odnosno paralelna je sa vektorom povrSine u datoj tac¢ki. Centrifugalna sila ée biti:

Y

}

\.

J

Slika 9.7. Povrsina tecnosti

dobijamo:u sudu koji rotira

F,=mo’xi (9.25)
Diferencijalna jednacina kretanja ée glasiti:
. mg + moxi + R =0 (9.26)
Fcf
> Projekcije ove vektorske jednaCine na x- i y-osu dace dve
X

skalarne jednacine, i to:

X: mo’x = Rsina (9.27)
y: mg = Rcosa (9.28)
Deljenjem ove dve jednaline eliminiSe se sila reakcije, te
Rsino. o X

=tao =
Rcosa J g

(9.29)

Kako je dy/dx=tga, razdvajanjem promenljivih i integracijom dalje dobijamo:
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y= X (9.30)
pri ¢emu je koordinatni sistem postavijen tako da je konstanta integracije jednaka nuli. Ovo je
jednacgina parabole, a povrSina te¢nosti formira takozvani rotacioni paraboloid.

Pritisak u fluidima se definiSe kao sila po jedinici normalne povrSine i analogan je ranije
definisanom naponu kod elasticnih deformacija

p= IImAF_dF

= —_—=— (9.31)
AS—>0 AS ds

Kako je u stacionarnim uslovima sila uvek normalna na povrsinu, to je F || S, sledi da je pritisak
skalarna veli¢ina. U suprotnom se uoCeni element te¢nosti ne bi nalazio u miru.
Jedinica za pritisak u Sl sistemu je N/m® = Pa (Pascal).

9.5. Osnovni zakoni hidrostatike. Paskalov i Arhimedov zakon.

PASKALOV ZAKON (Pascal, 1650) govori o prostiranju pritiska u fluidima. Ako se siila
Zemljine teze zanemari, iz uslova ravnoteze sila koje deluju na proizvoljni element zapremine te¢nosti
sledi da je pritisak u svim delovima tecnosti konstantan. Da nije tako sila AF=P.AS bi pokretala
teCnost. Ova Cinjenica je izrazena u Paskalovom zakonu: Pritisak u proizvoljinom delu mirne tecnosti
Jjednak je u svim pravcima i prenosi se podjednako po celoj zapremini. Dokaz ovog zakona je veé
naveden, a brojne su njegove prakticne primene.

PRIMER: hidraulicna presa. Na slici 9.8. ilustrovan je

;:?1 13» princip rada takozvane hidrauliCne prese, uredjaja koji se

2 sastoji iz jednog rezervoara ispunjenog fluidom (ulje), sa

dva cilindra razli¢itih popre¢nih preseka u kojima se nalaze
pokretni klipovi. Na osnovu Paskalovog zakona je:

S S,
F, F
-1 —-_2 —P=const (9.32)
S, S,
tj.:
S,
Slika 9.8. Hidraulicna presa F, = S_ F (9.33)
1

Na taj nacin se na klipu S,, ukoliko je presek znatno veci od S;, moze dobiti znatno veca sila, pa se
uredjaj koristi i kao hidrauli¢na dizalica.

Raspodela pritiska u teCnostima. Nestisljiv fluid.

Za nestidljiv fluid je karakteristitno da mu je gustina stalna: p=dm/dV=const, bez obzira na
pritisak i spoljadnje uslove. U realnim uslovima na fluid deluje sila Zemljine teze. Na nize slojeve
teCnosti slojevi iznad njih deluju svojom tezinom, pa se stoga pritisak menja po dubini. Sila F, ¢e biti
veca od sile F, za iznos tezine uoCene zapremine fluida na slici 9.9. Uslov za mirovanje uotene
zapremine je ravnoteza sila:

Fi+mg=F,
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odnosno
P,AS + mg = P,AS

O =X Ako se masa uoCene zapremine izrazi kao proizvod gustine i
AS &f‘j zapremine, dalje je:
FEess=== |
— JAJ, P,AS + pgAhAS = P,AS
—_—> k - i
K&’I’; PgAh = P, — P, = AP
F,
\ Y, Prelaskom sa konac¢nih na beskonac¢no male veliCine sledi da
je pgdh=dP, a integracijom ovog izraza kona¢no dobijamo:
Yh
Slika 9.9. Pritisak u tecnosti P - P, = pgh odnosno P = P, + pgh (9.34)

pri ¢emu h oznaava rastojanje od povrSine odnosnoo dubinu tecnosti. Dakle, pritisak te¢nosti se

povecava linearno sa dubinom. Ovo je vazan zaklju¢ak, a njegove posledice se mogu izraziti na

sledeéi nadin:

a) Pritisak je jednak u svim taCkama na istoj dubini h. PovrSine sa istim pritiskom se nazivaju
izobarnim povrS§inama. Svaka slobodna povrsina te¢nosti je izobarna.

b) Oblik suda ne utice na pritisak, slika 9.10.b).

c) Razlika pritisaka na dva nivoa jednaka je tezini vertikalnog stuba te€nosti jediniénog preseka.

d) Razlika pritisaka na dva nivoa ne zavisi od spoljasnjeg pritiska P,. Ovo je direktna posledica
Paskalovog zakona.

e) e) Slobodne povrSine u spojenim sudovima imaju iste nivoe, sl. 9.10.e). Ako se te€nosti ne
mesSaju u spojenim sudovima nivoi ¢e se odnositi kao gustine te€nosti: p,/p,=h,/h;.

b) €)

Slika 9.10. nezavisnost pritiska od oblika suda i spojeni sudovi

Raspodela pritiska u gasu. Stisljiv fluid. Barometarska formula.

Gasovi, za razliku od te€nosti, nemaju stalnu zapreminu. Zauzimaju zapreminu suda i nemaju
slobodnu povrSinu. Gasovi su stidljivi. Posledica toga je Cinjenica da se pritisak u gasovima ne menja
linearno sa visinom, kao kod tec¢nosti.

Da bi smo razmotrili ponaSanje pritiska u gasovima pociéemo od Bojl-Mariotovog (Boyle-
Mariotte) zakona koji glasi da je, za izotermnu sredinu, proizvod pritiska i zapremine iste koli¢ine
gasa konstantan: PV=P V. =const (P, i V, su poznate vrednosti pritiska i zapremine). Odavde se
moze izraziti zavisnost gustine od pritiska:
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m_ _mP =p(,i (9.35)
\/ PoVo Po

p=p(P) =

Posmatrajmo gas u zami$ljenom vertikalnom cilindru, kao na slici 9.11. Pritisak gasa na
nekoj visini proporcionalan je tezini gasa iznad te visine. Pritisak, dakle, opada sa porastom visine.
Visini h+dh odgovara maniji pritisak, P-dP. Kako je pritisak jednak tezZini stuba gasa iznad odredjenog
preseka po jedinici povrsine, to je:

—dP = p(P).g.dh (9.36)

Zamenom izraza za gustinu (9.35) u izraz (9.36) dobijamo:

Y

A B —dP = p, P_ Pdh (9.37)
0
e P Razdvajanjem promenljivih u ovom izrazu dobijamo:
h P P9
—=-""Zdh
P P,
a njegovom integracijom:
Slika 9.11. Gas u gravitacionom P p. g
polju In—"=-"°(h—h,)
P0 (0]

gde je sa P, oznaten pritisak na uotenom preseku stuba gasa na visini h,. Konatno se
antilogaritmovanjem dobija:

P.9
P

0

P, =P, exp{— (h— ho)} (9.38)

Ovo je barometarska formula, koja ukazuje da pritisak u gasovima eksponencijalno opada sa visinom.
Posebno se za vazduh u atmosferi Zemlje (u odnosu na njenu povrSinu, h,=0, ako se za P, uzme
vrednost pritiska na povrsini), za pritisak na visini h moze pisati:

P:&w{—%g@ (9.39)

0

ARHIMEDOV ZAKON (Archimedes). Zbog promene pritiska sa visinom fluida na zaronjeno strano telo
deluje sila potiska ili Arhimedova sila jednaka razlici sila pritisaka na donjoj i gornjoj povrsini tela. Za
slu¢aj ilustrovan na slici 9.12., sila potiska se moze izraziti na sledeci nacin:

Do F, = F, — F, = P,AS — P,AS

&F x U sluéaju nestisljivih fluida, odnosno te€nosti, ovaj izraz se moze

AS . pisati kao:

—_— — | h

o Fo = {P+pg(x+h)}AS — (P,+pgx)AS

AS A=
TF 2 odnosno:

\_ J
Fo = pghAS = pgAV = gAm = AQ (9.40)

Slika 9.12. Sila potiska
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gde je AQ tezina telom istisnute te¢nosti, obzirom da je u izrazu (9.40) kori§¢ena gustina fluida, a ne
gustina zaronjenog tela. Ovo je ujedno smisao Arhimedovog zakona, koji glasi: Sila potiska brojno je
Jednaka teZini telom istisnutog fluida. Sila ima vertikalan pravac naviSe i prolazi kroz centar mase
zapremine istisnutog fluida.

Arhimedov zakon ima znaCajnu ulogu u ponasanju stranih tela u teCnostima. Ako je F,—Q>0
telo ¢e plivati na povrsini te€nosti, bez obzira na svoju gustinu. Pri tome je presudna zapremina tela.
Bitan je i uslov da pri plivanju tela njegovo teziSte mora da bude ispod napadne tacke sile potiska,
kako spreg ovih sila ne bi izazvao prevrtanje tela.

9.6. Merenje pritiska.

Sprave za merenje pritiska se nazivaju manometri. Postoji viSse tipova manometara, a mi
¢emo ovde navesti neke od nijih.
A) Manometar sa otvorenom cevi - je najjednostavniji tip manometra i prikazan je na slici 9.13. Na

posudu u kojoj se pritisak meri nastavljena je savitljiva cev u
a obliku slova-U ispunjena te€noS¢u gustine p-obi¢no zivom.
Sama cev je u stvari manometar. Uslov da ziva na
odgovarajuéim nivoima u krajevima cevi miruje je da su
P h pritisci u njenom levom i desnom kraku izjednaceni:

P

pritisak levo: P + pay,
" desno: P. + pgy,

b2 Bice, dakle:

P—P, = pg(y.—y:) = pgh

Ovde je P,-atmosferski, poznat pritisak, P je tzv. apsolutni, a

Slika 9.13. Otvoreni U manometar P—P, relativni pritisak, koji se meri.

B) Toricelijev manometar sluzi za merenje atmosferskog pritiska na nacin prikazan na slici 9.14.

N Staklena cev, duza od 1m se napuni zivom, okrene i zaroni

pP=0 otvorenim krajem u veéu posudu sa zivom. Nivo Zive u cevi ¢e
se spustiti dok se pritisak Zzivinog stuba ne izjednaéi sa
atmosferskim pritiskom na slobodnoj povrSini zive u sudu. Tada
je:

N

P. = pa(y»-y:) = pgh
Vo

Uz pomoé ovog izraza mozemo takodje izraziti pritisak koji
odgovara jednom milimetru Zzivinog stuba, obzirom da se ova
Slika 9.14. Toricelijev manometar veli¢ina Cesto uzima za jedinicu pritiska. Zamenom odgovarajucih
vrednosti bi¢e: 1 mmHg = 13,6x9,81x0,001 Pa = 133,3 Pa.

C) Burdon (Bourdon) -ov manometar se naj¢eSée primenjuje u tehnici i sastoji se od spiralne

elastitne cevi pljosnatih zidova, kao na slici 9.15. SpoljaSnja strana cevi ima veéu povrSinu od

unutradnje strane, zbog vecéeg radijusa krivine, pa je sila pritiska, F=PS,

b na nju veca nego na unutradnji zid cevi. Posledica toga je ispravljanje

cevi Cime se pokreCe kazaljka prikatena na njenom kraju i

nepokretnom osloncu. Skala, koja je prethodno kalibrisana, na taj nacin

pokazuje pritisak gasa u sudu na koji je manometar prikaten. Ovaj
manometar sluzi za merenje pritisaka ve¢ih od atmosferskog.

Slika 9.15. Metalni barometar
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D) Makleod-ov (McLeod) manometar sluzi za merenje veoma malih pritisaka, znatno manjih od
atmosferskog. Moze da meri pritiske do 7x10™ Pa ili 5x10° mmHg.

Ovaj manometar je prikazan na slici 9.16. u
- - dva polozaja. Zapremina V je tzv. merna zapremina i
obi¢no je veta od 1 litra. Pre merenja gas unutar
zapremine V je na pritisku P koji se meri. Dizanjem
rezervoara sa zivom, zapremina V se puni Zzivom pa se
v zaprremina gasa svodi na V', slika 9.16.b), u kojoj
vlada pritisak P'. Kada se pritisci uravnoteze u levom i

desnom kraku manometra, vazi sledeéa relacija:

P'=P + pgh

b odavde se uz pomo¢ Bojl-Mariotovog zakona,
(P'=PV/V') moze eliminisati P', Sto daje:

a

Slika 9.16. Makleodov manometar P(VNV'-1) = pgh

Na taj nacin, s obzirom da je V'<<V, za mereni pritisak dobijamo:

pgogv, V'
p=P V-V o
VAVAREVIE

Kako je V'<<V sledi P<<pgh, tako da je moguée meriti pritiske znatno manje od 1 mmHg (133 Pa).

E) Jonizaciona merila sluze za merenje jo§ nizih pritisaka, do oko 10° ili dak 10® Pa. Njihov rad se
zasniva na merenju elektricne provodnosti razredjenog gasa. Sastoje se od jedne niti koja se zagreva
emitujuéi elektrone. Oko nje je postavljena spiralna elektroda na kojoj se sakupljaju joni gasa
jonizovanog elektronima. Broj sakupljenih jona o jedinici vremena, odnosno struja jona je
proporcionalna pritisku gasa, te se pritisak na taj nain moze tatno i precizno meriti.

9.7. Kretanje idealne te¢nosti. Jednacina kontinuiteta.

Oblast fizike koja prouCava zakonitosti kretanja fluida naziva se dinamika fluida, a posebno
kada su u pitanju teCnosti naziva se hidrodinamika. Prema ponaSanju fluida u toku kretanja mozemo
ih podeliti na idealne i viskozne.

Idealni, ili ispravnije idealizovani fluidi se odlikuju dvema bitnim karakteristikama:

- idealni fluidi su nestidljivi, dakle to su te€nosti,

- ne ispoljavaju unutrasnje trenje ili viskoznost.

Ovakvi fluidi praktieno ne postoje, ali neki, kao $to je recimo voda, imaju zanemarljiv unutrasnji otpor,
pa se mogu smatrati idealnim.

Za kretanje idealnih fluida karakteristicna je linija toka odnosno putanja kojom se krece
uoCeni element fluida. Brzina na liniji toka je u opStem sluaju promenljiva i po smeru i po
intenzitetu. Strujanje je stacionarno kada svaki element fluida koji se nadje u jednoj tacki prostora

vr8i kretanje po istoj liniji toka, sa istom brzinom i ubrzanjem.

Linija _strujanja je kriva ¢ija je tangenta u svakoj tacki
usmerena u pravcu brzine fluida u toj tacki. Kod stacionarnog strujanja
linija strujanja se poklapa sa linijom toka. Sve linije strujanja koje

/ prolaze kroz periferiju jednog povrSinskog elementa-A, Cine strujnu cev,
/ slika 9.17. Pri stacionarnom strujanju fluid ne moze da izadje iz strujne

% cevi niti da u nju udje. Strujne linije i strujne cevi pri kretanju fluida

Slika 917, Stryjna cev

\
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mogu se posmatrati upuStanjem obojenih mlazeva te¢nosti ili sitnin Cestica koje u njoj plivaju.
Osnovne zakonitosti pri kretanju idealnih fluida izrazene se jednaginom kotinuiteta i Bernulijevom
jednacinom.

Jednadina kontinuiteta je posledica zakona odrzanja mase u zatvorenoj zapremini fluida.
Posmatrajmo kretanje fluida kroz jednu strujnu cev razlicitog preseka, kao $to je to prikazano na slici
9.18. Kroz proizvoljne preseke S, i S, fluid se kre¢e brzinama v, i v,. Masa fluida koja prodje kroz
jedan presek je jednaka proizvodu iz gustine i zapremine:

. dm = p.S.v.dt (9.41)
\ —
/fV“VZ Mase te€nosti koje prodju kroz dva uotena preseka
‘I 1 biée medjusobno jednake:
/
VA dm, = dm,
odnosno
Slika 9.18. Jednacina kontirvateta p.S,.v,.dt =p.S,.v,.dt
Odavde je ocigledno:
Sy, = SV, (9.42)

Sto predstavlja opsti oblik jednacine kontinuiteta. Dakle brzina strujanja kroz odredjeni presek strujne
cevi obrnuto je proporcionalna povrSini tog preseka.
Za stisljive fluide, odnosno gasove, jednacina kontinuiteta ima drugaciji oblik, odnosno:

op .., -
— +div(pV) =0 9.43
T (PV) (9.43)

i odnosi se na zatvorenu povrSinu fluida. Oznaka "div" predstavlja divergenciju vektora odnosno
protok fluida kroz uotenu povrsinu. Za p=const je div(V).=0, protok nestiljivog fluida kroz zatvorenu
povrSinu je nula, koliko fluida udje toliko i izadje.

9.8. Bernulijeva (Bernoulli) jednagina. Primena.
Za stacionarno strujanje idealnog, nestisljivog fluida duz strujne cevi u gravitacionom
(potencijalnom) polju, zakon odrzanja mehani¢ke energije izrazava se Bernulijevom jednainom.
Razmotrimo sa energijskog stanovista kretanje fluida kroz strujnu cev prikazanu na slici 9.19.
Masa fluida koja za vreme dt protekne kroz bilo koji presek strujne cevi je:

dm = p.S,.v,.dt = p.S,.v,.dt

Energija uotenog elementa fluida je zbir njegove kineti¢ke i
potencijalne energije, odnosno u presecima S, i S, je:

dm.vl2
E, = + dmgh;
2
dm.v%
Slika 9.19. Bernulijeva jednacina E, = > + dmgh,
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Razlika ovih energija, dE, jednaka je radu spoljadnjih sila utroSenom na premestanje elementa
teCnosti iz preseka S; u presek S,:

dE = d(Ek+U) = dEk +dU = 8A (9.44)

IzvrSeni rad OA jednak je razlici radova sila pritiska koji deluju na presecima S, i S,:

F1 = P,S,0, i F2 = P,S,N,
Obzirom da se brzine poklapaju sa pravcem normala, izvrSeni rad je:
A = Fd/ ,—F,d/,= P,S,v,dt—P,S,v,dt=(P,—P,)S,v,dt (9.45)

pri emu je primenjena i jednacina kontinuiteta: S,v,=S,v,.
IzjednaCavanjem promene mehanicke energije sa izvrSenim radom dobijamo sledeci izraz:

%dm(vzz-vf) + dmg(hy,-h,) = (P,-P,)S,v,dt (9.46)

Posle skracivanja sa S,v,dt=dm/p i sredjivanja, dobija se:

2 2
Vv Vv
P, +p2l + pgh, = P, +p22 + pgh, (9.47)

Posto su S, i S, izabrani proizvoljno, za svaki presek strujne cevi ¢e vaziti:

pv’
P +T + pgh = const . (9.48)

Ovo je Bernulijeva jednacina. Svi ¢lanovi u ovoj jednacini imaju dimenzije pritiska (F/S) ili specificne
energije, odnosno gustine energije (E/V). Zbog toga ovi €lanovi imaju dvostruku interpretaciju:

P - pritisak u datom preseku strujne cevi / rad sile pritiska nad jedinicnom zapreminom.

pv?/2 - dinamiki pritisak / kinetitka energija jedinice zapremine.

pgh - hidrostati¢ki pritisak / potencijalna energija jediniCne zapremine.

Bernulijeva jednacina se primenjuje za izraCunavanja parametara kretanja fluida.
A) Brzina isticanja te€nosti. Tori¢elijeva teorema.

Razmotricemo primer isticanja te¢nosti kroz otvor S, iz otvorenog suda velike zapremine, kao
na slici 9.20. Ako napiSemo Bernulijevu jednalinu za naznacene preseke S, i S;, uz predpostavku da

je S;>>S,, nivo S, ¢e se veoma sporo kretati, tako
da je v,=0. Kako je P,=P,=P=, iz Bernulijeve

E jednacine sledi:
v,® = 2g(h,-h,) = 2gh
h
A Brzina v, se naziva brzina isticanja te€nosti
0 i kao Sto se vidi jednaka je brzini koju bi te¢nost
A stekla kada bi slobodno padala od nivoa gornje
1

povrSine do nivoa otvora na sudu. Ova tvrdnja
predstavlja ToriCelijevu teoremu, a upravo je
dokazana navedenim izvodjenjem. Posledica ovoga

Slika 9.20. Toricelijeva teorema
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je, posto brzina ne zavisi od pravca strujanja fluida, da bi mlaz idealne te€nosti usmeren naviSe
dostigao nivo slobodne povrsine.

Brzina isticanja te¢nosti pod pritiskom veé¢im od atmosferskog (P>P,), bi bila data sledeéim
izrazom:

vy, = 2P Pa + 2gh (9.49)

p

B)Merenje pritiska kod fluida u kretanju.
Ako bi se otvoren manometar sa fluidom
gustine p postavio u odnosu na struju fluida na jedan
od dva nacina, slika 9.21., na krajevima savijene cevi
P C —l bi se mogla primeniti Bernulijeva jednacina. Posto se
fluid u manometru ne krece, &lanovi hidrodinami¢kog
P P pritiska se mogu zanemariti, pa se dobija:

h h Pa_P = pgh
odnosno:

P = P,—pgh (9.50)
Slika 9.21. Merenje pritiska u fluidu
C) Odredjivanje brzine strujanja. Pitotova cev.

Brzina strujanja fluida u cevi se moze odrediti ako se u njega zarone dve cevi sa razli¢ito
postavljenim otvorima, kao na slici 9.22. Na otvorima, odnosno presecima S, i S, ée biti:

N y 4 S,  v,=0, P,, h,=0

S, V,, Py, hy=0

2_‘ Na osnovu toga sledi iz Bernulijeve jednaline:
1—/ C J 5

\%
— PP, = PTz (9.51)
Slika 9.22. Pitotova cev Sa druge strane, razlika statiCkih pritisaka jednaka je
hidrostatickom pitisku manometra, odnosno

P,—P,=pgAH, pa je kombinovanjem sa gornjim
izrazom, konaéno: v,” = 2gAH.

- /_ —l D) Prandtiova cev

Prandtlova cev je verzija Pitotove cevi, koja sluzi za merenje
— relativne brzine strujanja fluida, na primer za odredjivanje brzine aviona u
odnosu na vazduh, odnosno brzine vetra.

Prandtlova cev je prikazana na slici 9.23. Primenom Bernulijeve

h jednac¢ine na gornji i boéni otvor cevi i ocitavanjem manometra (Ah),
dobija se:
pv’
T = pmgAh (9.52)
Slika 9.23. Prandtlova cev odakle se odredjuje brzina v.
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E) Venturijeva cev (vodomer).

Sluzi za merenje protoka te¢nosti, Q, kroz cev preseka S, i prikazana je na slici 9.24. Cev
je na jednom mestu suzena sa S, na presek S,. Posto se preseci S, i S, nalaze na istoj visini
hidrostati¢ki pritisak u preseje izjednaCen, pa Bernulijeva jednacina za ovaj slucaj daje:

vi -V

P,—P, = p 2

Sa druge strane razlika pritisaka se oCitava iz
razlike nivoa te¢nosti u vertikalnim cevima,
kao manometru:

P,—P, = pg(H;—H,)

Iz jednacine kontinuiteta sledi:

Slika 9.24. Venturijeva cev Sl
V, = vV, —

Sy

Kombinovanjem gornjih izraza jednostavno mozemo dobiti slede¢u jednakost:

2
Vlslj —V? (9.53)
S,

[29(H, -H
v, = S, M (9.54)
S; -3,

Za protok fluida kroz cev kona¢no dobijamo slededéi izraz:

29H, -H
Q=Syv, =88, M:k H,-H, (9.55)
S; -S;

Ovde je k-konstanta Venturijeve cevi i odredjuje se eksperimentalno, a izraz (9.55) sluzi za merenje
protoka, odnosno potroSnje vode. U savremenim vodomerima, medjutim, protok se ne odredjuje
ovako, ve¢ (uz manju ta¢nost) uz pomo¢ elise zaronjene u te€nost i satnog mehanizma.

Pri velikim brzinama strujanja, u slu€aju Venturijeve cevi ili sli¢ne konstrukcije, dolazi do
znatnog smanjenja pritiska u suzenom delu cevi, pa ¢ak i do usisavanja vazduha S§to izaiziva
meSanje vazduha i teCnosti u sithe kapi posle suzenja. To se koristi kod tzv. pulverizatora, vodenih
pumpi, kao i kod karburatora motora sa unutrasnjim sagorevanje.

(H—H)—1 (
pa(n, 2—29

odnosno:

9.9. Impuls te€nosti pri proticanju.

Zakon odrzanja impulsa moze se svakako primeniti i na fluide. Razmotriéemo primer strujanja
fluida kroz zakrivljenu cev, kao na slici 9.25. Neka su preseci jednaki, S,=S,=S, tada su na osnovu

134



jednadine kontinuiteta i brzine jednake po intenzitetu, v, = v, = v, ali su zbog zakrivljenosti cevi
razli¢ite po pravcu.

Za vreme At kroz cev ée proteéi sledeca koli¢ina
fluida

Am = p.S.v.At

Impulsi ove koli¢ine fluida u preseku S, i S, iznose:

., =Am.V, = p.SV.ALV,

ol

» = Am.V, = p.SV.ALV,

ol

Slika 9.25. Impuls tecnosti
pri proticanju U preseku cevi S, impuls fluida ¢e biti isti po intenzitetu kao

u S,, ali ¢ée mu pravac biti drugaciji, kao Sto je prikazano na slici 9.25. Dakle, pri proticanju fluida
doslo je do promene njegovog impulsa.
Promena impulsa je graficki prikazana sa AP, a iznosi:

Po— Pi=AD = p.Sv.(V,—V,).At (9.56)
Po Il Njutnovom zakonu promena impulsa izazvana je silom, pa je:

AP _dp = - o
A!HEJE_E_F_')'S'V'(VZ_VJ (9.57)

Ovo je sila kojom je cev delovala na fluid, menjajuéi mu impuls. Na osnovu Il Njutnovog zakona,
fluid je na cev delovao silom reakcije:

E=F=p-S-v-(V,-V,)=—F (9.58)

Sila IE, se naziva reakcija struje fluida. Na principu reakcije struje fluida zasniva se rad niza
tehnickih uredjaja: turbine (vodene i parne), rotacione prskalice, pogon raketnih motora, itd.

9.10. Viskoznost te¢nosti. Stoksov zakon.

Viskoznost je unutras$nje trenje fluida i manifestuje se otporom koji se javlja pri kretanju
jednog sloja fluida u odnosu na drugi. Realni fluidi su viskozni, kod te€nosti je viskoznost viSe
izrazena nego kod gasova.

Zamislimo eksperiment u kome su jedna nepokretna i jedna pokretna plo¢a potopliene u
fluid, slika 9.26., i neka se pokretna plota kreée pod dejstvom sile F. U potetku je kretanje plote B
ubrzano, sve dok se ne postigne neka stacionarna brzina V,. Po$to se plota vise ne ubrzava pod
dejstvom spoljadnje sile, znad&i da postoji neka sila koja je uravnotezuje. To je sila trenja, F
odnosno sila viskoznosti i o€igledno je da ona zavisi od brzine kretanja ploe B.

Ako se fluid izmedju ploa misaono podeli na tanke paralelne slojeve-lamele (laminarno =
slojevito ili stacionarno strujanje), eksperimentalno se moze utvrditi linearna promena brziine slojeva u
pravcu normale N na ploge, tj. biée : dv/dn = v/n,, gde je n, razmak izmedju plo¢a. Dakle, kretanje

n»

de prenosi sa sloja na sloj sve do donje ploCe, i to preko medjudejstva slojeva silama l:n (donji na
gornji) i F,' (gornji na donji).
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n - Merenjem brzine v,, povrSine plota S i

y Vo . . . . .
rastOJ.anja medju, njlma. n, ekspgnmentalno !e
| B utvrdjena sledeCa zavisnost koja predstavija
Ny Njutnovu formulu za viskoznost:

< F g

> — \"
- . ' F =n-S-— (9.59)

. " b dn

| AT

m§ gde je m-koeficijent viskoznosti, a ¢lan dv/dn se
Slika 9.26. Sila trenja naziva gradijent brzine strujanja. Koeficijent
kod laminarnog proticanja viskoznosti n zavisi od prirode i temperature fluida

i ima za jedinicu 1 Ns/m* = 1 Pa.s.

Stoksov zakon se odnosi na silu viskoznosti koja se javlja pri relativnom kretanju sfernog tela
u struji fluida, kao Sto je to ilustrovano na slici 9.27. Kada idealan fluid te¢e oko sfernog tela ili se
ono kre¢e kroz fluid, pritisci na prednjoj i zadnjoj strani polusfere u odnosu na smer kretanja su isti i
rezultuju¢a sila na telo je jednaka nuli.

Ako je, medjutim, fluid viskozan na telo u kretanju ¢e delovati sila viskoznosti. lzraz za ovu
silu ne¢emo izvoditi iz zakona toka viskoznog fluida, zbog sloZenosti, ali ¢emo razmotriti od ¢ega ona
zavisi. Sila mora zavisti od koeficijenta viskoznosti 1, od polupre€nika sfere r, i od njene brzine, v, u
odnosu na fluid. Dimenziono se pokazuje da sila zavisi od proizvoda ovih veliina. Detaljnija analiza
pokazuje da u izraz za silu treba uvesti i konstantu 6p, pa je sila jednaka:

‘ | F = 6.t.1.rv (9.60)

N Ovaj izraz predstavlja Stoksov zakon (1845) za silu
w—@\ viskoznosti za sferno telo.

Stoksov zakon se, izmedju ostalog, koristi za
‘ ‘ odredjivanje koeficijenta viskoznosti teCnosti, Sto se radi i

na eksperimentalnim vezbama. Na sliéan nadin se u
Sika 9.27. Seraustryi fluica Milikenovom  eksperimentu  odredjuje  naelektrisanje
elektrona.

9.11. Raspodela brzina u cevi. Isticanje viskozne te¢nosti.

Videli smo na primeru paralelnih plo¢a sa slike 9.26., da je raspodela brzine medju njima
linearna. Fluidi se ¢eS¢e kreCu kroz cevi, pa je interesantno videti kakava je raspodela brzina
viskoznog fluida u njima. U tu svrhu u struji fluida uo€imo jedan element fluida oblika cilindra duZine
! i polupreénika r, kao na slici 9.28. Na uogeni element fluida u stacionarnom toku delovace sila
viskoznosti F, i sila koja potice od razlike pritisaka P, i P, na krajevima cilindra, zbog koje se i
krec¢e. U stacionarnom rezimu ove sile ¢e biti uravnotezene, pa je:

dv
P,r*-Pr*n=—m2nr / T
r

Znak — ispred sile viskoznosti oznaCava da je
dv/dr<0 odnosno da brzina opada sa r. Iz
navedenog izraza, razdvajanjem promenljivih,
sledi:

_ (P-Po)

.dr 9.61
2 (9.61)

Slika 9.28. Fluid u cevi dv
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Integracijom ovog izraza od (R,v=0) do (r,v) se dobija:

v = (Pl — PZ) (R*—r%)

(9.62)
2/
Dakle, zavisnost brzine od r je kvadratna odnosno paraboli€na funkcija, pri ¢emu je za r=0:
P —P
max — M R2 (963)
2/
i za r=R, v=0, &to je ilustrovano na slici 9.29.
A Pomoéu relacije (9.62) moze se za slucaj
viskozne teCnosti izraCunati protok Q=dV/dt, odnosno
,/ = zapremina viskozne te€nosti koja proteCe kroz cev u
R “ 5 jedinici vremena. To ¢emo uraditi integracijom, deledi
e A/T; bx zapreminu cevi na tanke Suplje cilindre poluprecnika r
7
\\ ﬁ " i debljine dr, za koje se zbog cilindricne simetrije
= moze tvrditi da imaju priblizno konstantnu brzinu.
=0 Element protoka dQ kroz popreéni presek Suplieg
Slika 9.29. Raspodela brzina u cevi cilindra dS=2mnrdr, uoCenog cilindra brzine v iznosi¢e u
jedinici vremena:
dQ = 2.w.r.dr.v (9.64)

Ukupan protok bice integral ovog izraza, uz zamenu izraza za brzinu, u granicama od r=0 do r=R:

R
Q- Mf(}z?r—ﬂ)dr:v _ PL—Po) L,

4/n 3 8/n

(9.65)

Ova relacija se naziva Poazejev (Poiseuille) zakon. Po njemu protok zavisi od R* (P,—Py)// i
reciprotne vrednosti koeficijenta viskoznosti 1.

Na osnovu jednacine kontinuiteta protok je u svim presecima cevi konstantnog precnika isti i
ne zavisi od duzine cevi /, odnosno:

d—Q =0 Q= ﬂw: const (9.66)
ds/ 8n l

Odavde je i (P,—P,)/{ =AP/{ =const, odnosno AP//{-moduo gradijenta pritiska je konstantan, pa je
AP=/ .const.

Dakle, pritisak u strujnoj cevi opada sa duzinom cevi, §to nije bio slu¢aj kod idealnog fluida,
gde je prema Bernulijevoj jednacini za h,=h, i v,=v,, P,=P, odnosno AP=0. Ova razlika izmedju
idealnog i viskoznog fluida je ilustrovana uz pomoé otvorenih manometara na slici 9.30. Ovaj rezultat
se primenjuje u raznim eksperimentima za odredjivanje Kkoeficijenta viskoznosti. Ostvald-ov
viskozimetar se zasniva na merenju vremena t isticanja istih zapremina etalonske i tecnosti
nepoznatog m kroz istu kapilarnu vertikalnu cev, visine h.
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Izjednatavanjem zapremina se na osnovu izraza
(9.65) dobija sledeca relacija:

AP t h t t
T e Ly
o Lo p.ah t, Po L

gde su p i p, gustine nepoznate i etalonske teCnosti.

Slika 9.30. Razlika izmedju ideanog i viskoznog fluida

9.12. Laminarno i turbulentno strujanje. Dinamicki potisak.

Laminarno ili slojevito strujanje je ono u kome se mogu odrediti strujne linije i gde svaka
tatka prostora ima jednoznacno odredjen vektor brzine strujanja u svakom trenutku vremena, $to se
matematiéki izrazava poznavanjem funkcije ¥ = v(T,t). Dogadja se pri malim brzinama strujanja i
moze biti stacionarno i nestacionarno.

Turbulentno kretanje se karakteriSe energi¢nim me8anjem slojeva fluida i deSava se pri
velikim brzinama strujanja. Odlikuje se:

a) nepostojanjem strujnih linija i cevi,

b) haoti¢nim kretanjem celokupne mase fluida sa obrazovanjem lokalnih turbulencija (vrtloga),

c) strujanje je nestacionarno, dv/dt$0 za proizvoljnu tacku,

d) vrednosti brzine i pritiska osciluju oko nekih srednjih vrednosti, koje se sada uzimaju kao

karakteristike kretanja,
e) pad pritiska nije linearna, ve¢ kvadratna funkcija brzine (ne vazi Poazejev zakon).
Na osnovu eksperimentalnog posmatranja Rejnolds je utvrdio da karakter strujanja viskoznog
fluida zavisi od vrednosti jednog bezdimenzionog broja koji je dat sa:

p<v>R <v>R
R, = - (9.68)

n A%
gde je p—gustina fluida, m—koeficijent viskoznosti, <v> srednja brzina strujanja i R-polupre¢nik cevi.
Odnos v=n/p se naziva kinemati¢ka viskoznost i potpunije karakteriSe ulogu viskoznosti pri
turbulentnom strujanju. Re-se naziva Rejnoldsov broj i odredjuje karakter strujanja, tako da se uzima:

Re < 2000 -strujanje je laminarno
Re > 3000 " turbulentno
2000 <Re < 3000 " nestabilno

Na taj naCin se u odredjenim uslovima moze odrediti kriti€na srednja brzina strujanja, vskr, do koje je
strujanje laminarno. Re odredjuje takodje i tzv. kriterijum dinamiCke sli¢nosti strujanja, na osnovu koje
se recimo avioni ili trkaCki automobili ispituju u specijalnim tunelima umesto u vozniji.

Dinami€ki potisak-sila uzgona nastaje kao posledica sledec¢ih pojava:
A)-asimetriénosti tela u struji fluida,
B)-obrtanja tela u struji viskoznog fluida-Magnusov efekat,
C)-obrazovanja vrtloga iza tela u struji viskoznog fluida.
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A) Prema Euler-ovom paradoksu strujanje idealnog fluida ne deluje nikakvom silom ako je opticanje
oko tela simetricno. Medjutim, ako je telo asimetricno u odnosu na pravac strujnih linija, obrazovace
se asimetri¢an tok, kao na slici 9.31, i po Bernulijevoj jednacini asimetricna raspodela pritiska.

U tacki B brzina proticanja i dinamicki pritisak su veci
zbog jednaline kontinuiteta, pa je statiCki pritisak nizi nego u

—/\_,-)
_ﬁb tatkama na ravni AC. Ova razlika pritisaka izaziva pojavu

transverzalne sile uzgona - F, odnosno sile dinami¢kog

potiska.
v; Slicna pojava se dogadja i u viskoznim flyidima, sa
Slika 9.31. Asimetricno telo razlikom $to se kod njih javljaju jo i eoni otpor, F.kao sila
u struji fluida viskoznog trenja i sila izazvana postojanjem uzduznog

gradijenta pritiska F_. Ukupna sila potiska je u tom slu¢aju

o
jednaka zbiru:

B) Posmatrajmo sferno telo koje rotira u mirnom viskoznom fluidu, kao na slici 9.32. PovrSina tela
deluje na fluid i on zbog svoje viskoznosti poc€inje u slojevima da se obrée zajedno sa telom. Brzina
strujanja v slojeva fluida opada sa rastojanjem r. Uzmimo da je v=k/r. Za takvo kretanje definiSe se
pojam cirkulacije vektora brzine strujanja:

r=iv.d§=$§ds=$2nr=2nk

gde je ds element zatvorene konture oko tela. Vidimo
da cirkulacija ne zavisi od r. Dakle, cirkulacija po
razli¢itim konturama je ista. To vazi i za proizvoljne,
nepravilne konture. Cirkulacija I" jednoznaéno odredjuje
karakter kruznog strujanja oko tela i uzrokuje, kao Sto
¢emo videti, pojavu sila potiska na telo.

Neka telo rotira u viskoznom fluidu koji tece
oko njega. Na prilozenoj slici prikazane su strujne linije
i brzine fluida i to na prvom delu za slu¢aj kada telo
miruje, a fluid te€e, na drugom delu kada se telo obrce izazivajuéi cirkulisanje "mirnog" fluida oko
sebe i na trecem delu kada istovremeno fluid tee, a telo se obrée. Brzine V, i V se vektorski
sabiraju, $to znaéi da se u gornjem delu sredine brzine sabiraju, a u donjem oduzimaju tako da se
javlja asimetri¢na raspodela brzina. Posledica toga je cirkulacija razli¢ita od nule, I'#0. U fluidu iznad
tela brzina strujanja, a time i hidrodinamicki pritisak su veci, te je na osnovu Bernulijeve jednacine
"statiCki" pritisak manji nego u donjem delu sredine. Razlika pritisaka izaziva silu dinamiCkog potiska,

F ., kao na slici 9.33. Ova pojava se naziva Magnusov efekat.

Slika 9.32. Sferno telo rotira u mirnom fluidu

Slika 9.33. Magnusov efekat
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Navedena sila dinamitkog potiska se naziva sila Zukovskog, a njen intenzitet je dat sledeéim
izrazom:
F, = p.v,.D.I' (9.69)

gde je p-gustina fluida, v,-njegova brzina strujanja, D-duzina cilindra (valjkastog tela koje rotira) i
I'—cirkulacija.

C) Za velike brzine strujanja, v>v,, tj. R>R,,, iza tela se javljaju vrtlozi-turbulencije u kojima je
pritisak manji nego ispred tela. Usled razlike pritisaka nastaje ¢eona sila usmerena duz toka fluida i
to tako da usporava kretanje, kao na slici 9.34. Njen intenzitet je dat slede¢im izrazom:

-— v2

< }_
—:vc/,—\ gde je S-najveci presek tela normalno na tok fluida, p-gustina, C,-
-— bezdimenziona konstanta koja zavisi od oblika tela. Sa daljim
Slika 9.34. Pojava ¢eone sile povecanjem brzine sila prelazi iz kvadratne u kubnu zavisnost od
brzine F.=v°. Kada brzina dostigne brzinu zvuka sila je najveéa, a
iza toga se opet smanjuje, $to se zapaza pri proboju zvu¢ne barijere.

Pri specijalnoj konstrukciji tela-avionska krila (kapljicast oblik, nesimetriCan i nagnut), vrtlozi
imaju poseban raspored i smer vrtlozenja odnosno moment impulsa koji se zbog zakona odrzanja
prenosi na ostatak fluida oko krila. To izaziva cirkulaciju fluida i silu uzgona koja potpomaze letenje
aviona. Osnovne pojave koje omoguéavaju let aviona su svakako promena impulsa fluida zbog
nagiba krila i sila uzgona zbog asimetrije krila.
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MEHANICKE OSCILACIJE

Oscilacije predstavljaju posebnu vrstu kretanja ili nekog fizickog procesa koji poseduje neki
stepen ponovljivosti. Takva kretanja su, na primer, kretanje tela obeSenog o oprugu, klatna, vibracije
zice ili vazdusnog stuba, oscilovanje atoma u molekulu, itd. Oscilatorno kretanje se naziva periodi¢no
ako su njegove karakteristike: put, brzina i ubrzanje, periodi¢ne funkcije vremena. Vremenski interval
u kome se oscilatorno kretanje ponavlja, naziva se period oscilovanja T. Periodi¢nost neke funkcije
matematiCki se izrazava jednakoSéu: f(t+T)=f(t). Ako se karakteristike oscilovanja opisuju prostim
trigonometrijskim funkcijama oscilovanje se naziva harmonijsko

Uzrok harmonijskog oscilovanja su sile restitucije.

I Telo vrSi harmonijsko oscilovanje pod dejstvom sile &iji je
intenzitet proporcionalan pomeranju (paragraf 3.8.3.). Ovo

svojstvo u prvom redu imaju elastiCne sile &iji je intenzitet po

Hukovom zakonu proporcionalan elasti¢noj deformaciji tela.

/ Razmotricemo takvo ketanje tela uz pomo¢ slike 10.1. Ako
se kuglica mase m obeSena o elastitnu oprugu pomeri iz

-X; ravnoteznog polozaja O u polozaj A, po oslobadjanju poceée
da se kre¢e nazad u ravnotezni polozaj pod dejstvom sile:
0
F=-k-x-T (10.1)
Xo
X Zbog steCene kinetiCke energije telo se ne zaustavlja

u tacki O, ve¢ nastavlja po inerciji da se kre¢e do polozaja
B. U ovom polozaju telo je izgubilo svu kineticku energiju, a
kako sila (10.1) na njega i dalje deluje, telo se vraca prema
polozaju A. Kretanje ¢e se ponoviti, i na taj nain telo osciluje oko svog ravnoteznog polozaja. U
realnim uslovima, zbog otpora vazduha ovo kretanje nece trajati beskona¢no dugo, mada teorijski
ima uslove za to.

Oscilovanje se javlja i kod matematiCkog klatha pod dejstvom aktivne komponente sile
zemljine teze, koja je za male oscilacije srazmerna pomeranju (videti paragraf 3.12.1). U kristalnoj
reSetci i u molekulima atomi osciluju pod dejstvom elektrostatickih sila, itd. Gravitaciona i
elektrostatiCka sila u sustini nisu elasticne. Neelasti¢ne sile koje izazivaju oscilatorno kretanje nazivaju
se kvazielasti¢ne sile.

DefiniS§imo karakteristicne veli¢ine za harmonijsko kretanje na primeru oscilovanja tela
obeSenog o elasti¢nu oprugu:

Amplituda je maksimalno udaljenje tela od ravnoteznog polozaja. Obelezava se sa x,. Ukupan domen
kretanja je, znaGi, 2x,.

Elongacija je udaljenje tela od ravnoteznog poloZzaja u ma kom trenutku vremena, to je tekuca
koordinata x.

Oscilacija je jedan zatvoren ciklus kretanja, recimo O-A-O-B-O, ili A-O-B-O-A, u zavisnosti odakle je
kretanje zapocelo, sl. 10.1.

Faza je argument funkcije koja opisuje kretanje u proizvoljnom trenutku vremena. U slu€aju
harmonijskog oscilovanja faza ima znacenje ugla.

PoCetna faza je vrednost argumenta ili ugao koji odgovara polozaju tela koji je uoten u pocetku
posmatranja kretanja, recimo O, ili A, ili B, ili neki drugi polozaj.

Period kretanja, T, je vreme potrebno da telo izvrSi jednu punu oscilaciju i ne zavisi od faze.

Slika 10.1. Harmonijsko oscilovanje
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Ucestanost je broj oscilacija u jedinici vremena. Ocigledno je to reciprotna vrednost perioda: v=1/T.
(T=0,2 s ; v=5 1/s = 5 Hz).
Kruzna ucestanost je broj oscilacija u 2t sekundi, ® =2nv.

10.1. Jednatina harmonijskog oscilovanja. Put, brzina i ubrzanje.

Ovde se ocCigledno ne mogu primeniti jednacine kretanja sa konstantnim ubrzanjem, posto se
ubrzanje neprekidno menja sa vremenom. Posmatrajmo kretanje tela mase m pod dejstvom sile
F=—kx duz x-ose, slika 10.2. Po drugom Njutnovom zakonu bice:

0 2

Py F:_k o~ d X

b { 3 < 4 : F =—-kx = = —_—
(j:{ 1~._ ,1 o~ XQ -."__ L X ma m dt2
" X odnosno:

A A d?x

. . L . Mm—- +kx=0 10.2

Slika 10.2. Delovanije restitucione sile dt? T (102)

Ovo je diferencijalna jednacina drugog reda funkcije x po vremenu t. Obzirom da sadrzi drugi izvod
funkcije i samu funkciju, ne moze se direktno inegraliti. Jedan od nacina da se jednacina reSi
primenjen je u paragrafu 3.8.3 i ovde ¢emo navesti samo krajnje reSenje, u sledecem obliku:

X = A.sin(ot+6,) (10.3)

Dakle, re$enje je sinusna funkcija vremena, A je amplituda oscilovanja, ® = (k/m)"?, a izraz u
zagradi je faza ili fazni ugao i izrazava se u radijanima. Ugao O, je pocetna faza ili pocetni fazni
ugao.

Period oscilovanja T smo definisali kao vreme potrebno za jednu punu oscilaciju. Koordinata
x Ce imati istu vrednost u trenutku t i t+T, dakle fazni ugao raste za 2w za vreme T:

) 2n m
oO(t+T)+0 =(ot+0,)+21  pa je = — =21 ? (10.4)
0]

Vidimo da T zavisi samo od m i k, a ne recimo od A. Za dato m i k period T je isti bez
obzira da li je amplituda velika ili mala, za takvo kretanje kazemo da je izohrono. UCestanost v ili
broj punih oscilacija u jedinici vremena je recipro¢na vrednost perioda T:

o (10.5)
27 '

~le

Odavde se moze dobiti fizicki smisao kruzne ucestanosti, ® =2mnv, odnosno kruzna ucestanost
prestavlja broj oscilacija u 2n sekundi.
Diferenciranjem jednacine kretanja (10.3) po vremenu dobijaju se izrazi za brzinu i ubrzanje :

dx

v = — = ®wAcos(ot+0,) (10.6)
dt
dv d%x .

a= — = —— = -0 Asin(ot+6,) (10.7)
dt dt?

v . . . . . 2 e . . .
Ocigledna je direktna veza izmedju a i x, a=—®°x. Veli¢ine A i 6, se jednostavno mogu povezati sa
pocetnim uslovima oscilovanja, polozajem x, i brzinom v, u trenutku t=0. Zamenom poetnih uslova u
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izraze (10.3) i (10.6) dobijamo: sinf =x/A i cosO,=v./®A. Ako ove odnose predstavimo kao na slici
10.3., jednostavno dobijamo sledece relacije, ¢ime su integracione konstante potpuno odredjene:

X
tg0, = ® —2 (10.8)
A Vo

Oo | A= X2+, /) (10.9)
Vo0 o

Sl’k‘f 10.3 Vezaamlil’luflel Radi ilustracije, na slici 10.4., prikazane su zavisnosti x, v i a od
pocetne faze sa pocetnim

uslovima oscilovanja vremena t odnosno od ugla ot, za slu¢aj kada je pocetna faza 0,=
/4 rad.

(
>N ¢

A
=
=

( Y

Vina 2 4
T ot
al |
a i t
0 max ! 2T -
2,“ V‘“ 0t
a, : '

Slika 10.4. Zavisnost elongacije, brzine i ubrzanja od vremena

Drugi pogodan nain za predstavljanje oscilovanja je pomoéu dijagrama na krugu
polupre¢nika A, prikazanom takodje na slici 10.4. Ovaj nacin se naziva verzorski nagin predstavljanja.
PRIMER: Neka je masa posmatranog tela, sa slike 10.1., 25 g, neka je k=0,004 N/cm i neka se
pomeri 10 cm udesno od ravnoteznog polozaja (x,), gde mu se saopsti brzina (v,) od 40 cm/s.
Izraunati T, v, ®, E, A, 0,, Via ama | Vrednosti za x, v i a u trenutku kada se fazni ugao promeni
za m/8 od pocetka kretanja.

(T=1.57 s, v=0,64 Hz, w=4 rad/s, A=14,14 cm,...)

10.2. Matematicko i fizicko klatno.

MatematiCko klatno je Cestica mase m obeSena o neistegljivu nit bez teZine koja je drugim
svojim krajem ucévrS¢ena, kao na slici 10.5. Kada se Cestica izvede iz ravnoteznog polozaja za ugao
0, javlja se restituciona sila:

F = —-m.g.sin0 (10.10)

kao aktivna komponenta sile zemljine teZze. Druga komponenta, mgcos® je uravnotezena sa silom
zatezanja niti F, i ne uzima se u razmatranje. Pomeranje s=LO je srazmerno sa O, dok je
restituciona sila srazmerna sa sinB, dakle diferencijalna jednacina kretanja nije homogena i kretanje
nije harmonijsko. Medjutim za mali otklon, ako je 6-malo, moZe se uzeti da je priblizno sin6=0, pa
je:
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F = -mgd = %s. (10.11)

U tom sluCaju se moze smatrati da je kretanje, dakle za male oscilacija, harmonijsko. Diferencijalna
jednadina oscilovanja je:

. mg

a jednacina kretanja ¢e, na osnovu paragrafa 3.12.1, biti:
s = s sin(®t+0,) (10.13)

Efektivha konstanta klatna je k=mg/L, a period oscilovanja:

\ﬁ f
T=2n,]— =21 |— (10.14)
k g

Ovo je priblizna, ali dosta dobra vrednost za T. Ako je (=0,
ugao pri maksimalnom otklonu klatna, tatna vrednost za T data
je izrazom:

2
T=2n E 1+isin2(iJ+i3—sin4(9j+...
g 22 2) 2242 2

Slika 10.5. Matematicko klatno  za ¢=15°, na primer, razlika izmedju gornje priblizne i ove prave
vrednosti za T manja je od 0,5%.

Ovde, naravno, vaze sve formule za harmonijsko kretanje. Nije teSko odgovoriti gde je
destica najbrza. Gde je ubrzanje najveée? Sta se dogadja i kakvo je kretanje ako je nit klatna
istegljiva?

Period oscilovanja matematiCkog klatna ne =zavisi od amplitude oscilovanja, kretanje je
izohrono. Zbog toga, recimo, ¢asovnik sa klathom radi dobro i pri relativno slaboj "navijenosti".

Matemati¢ko klatho moze da posluzi, merenjem L i T za veoma taéno odredjivanje ubrzanja
zemljine teze - g. Preko promene g zbog promenjene gustine tla mogu se ispitivati nalazista ruda.

Harmonijsko kretanje po delu kruZzne putanje je matematiCki potpuno analogno linearnom
harmonijskom kretanju. Ukoliko na kruto telo koje se obrée oko stalne ose deluje moment restitucione
sile srazmeran pomeranju f, tada se moze pisati

M= — K. (10.15)

Sli¢an izraz smo vec¢ sreli u KevendiSevom ogledu. Ako su momenti sila trenja zanemarljivi, tada je
na osnovu zakona rotacionog kretanja diferencijalna jednacina sledec¢eg oblika:

M = Lo (10.16)

odnosno u razvijenom obliku, ée biti:
d? "
I ¢+k'<|>:0 ili d+o’dp=0 (10.16)

dt?
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Ova jednacina ima oblik identi¢an jednalini za linearno oscilovanje, s tim Sto je funkcija ugaono, a
ne linijsko pomeranje. Oblik reSenja ¢e takodje biti isti, odnosno njeno reSenje je:

0 = ¢,.sin(ot+0,) (10.18)

gde je kruzna ucestanost jednaka: ® = ® = \/k'_/l

FIZICKO KLATNO je telo proizvolinog oblika koje se obrée oko stalne ose, kako je to
ilustrovano na slici 10.6. Kod ovog slu¢aja se javlja moment restitucione sile ili restitucioni moment
sile koji iznosi, na osnovu gornjih razmatranja:

M = — m.g./ .sind (10.19)
Za male uglove otklona, sing=¢, kretanje se moze smatrati harmonijskim, odnosno bi¢e:
M = —(mg/)o (10.20)
[
k'=mg/ (10.21)
Kretanje ¢e biti opisano jednacinom oblika:
d = ¢ sin(owt+6,) (10.22)

Pri tom je @ =vVK'/l =\/mg//1 a period T = 2n/®w =

2n4/l/mgl. Ovim je oscilovanje fizitkog klatna u

f mg" potpunosti opisano, ako je poznat moment inercije tela
5 oko date ose. Kod fizitkog klatna se takodje definiSe
Slika 10.6. Fizicko Klatno tzv.  "ekvivalentna duzina klatna" kao  duzina

matematiCkog klatna iste mase koje bi imalo isti period
oscilovanja kao dato fizi€ko klatno. Ta duzina je data jednostavhom vezom:

|
L= — 10.23
me ( )

TaCka koja se nalazi na rastojanju L, od ose rotacije O, na pravcu koji prolazi kroz centar mase
datog tela naziva se centar oscilovanja.

Fizitko klatno se na osnovu merenja perioda oscilovanja moze uspe$no primeniti za
odredjivanje momenta inercije | za tela nepravilnog oblika.

10.3. Energija harmonijskog oscilatornog kretanja.

Oscilator, odnosno telo koje vrSi harmonijsko oscilatorno kretanje, pri kretanju neprekidno
menja polozaj i brzinu, §to znaci da raspolaze odredjenom kinetickom i potencijalnom energijom. Ova
energija saopStena je oscilatoru na pocCetku oscilovanja, kroz pocCetne uslove oscilovanja. Pri tome,
obzirom da je takav sistem zatvoren, vaziée i zakon o odrzanju mehanicke energije. Ve¢ smo pisali
da je mv®/2+kx’/2=E. Sada ¢emo ove velitine izraziti preko karakteristika oscilovanja.

Izraz za potencijalnu energiju dobi¢emo zamenom odgovarajuéeg izraza za x u potencijalnu
energiju sistema:

2 2 42 2 42
U:I“—=%sin2(mt+eo):%{1—@32@“90)} (10.24)
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Dakle, potencijalna energija oscilatora srazmerna je kvadratu elongacije x i menja se sa frekvencom
dva puta vecom od frekvence oscilatora. Maksimalna potencijalna energija proporcionalna je kvadratu
amplitude A.

Izraz za kinetiCku energiju dobiéemo zamenom izraza za brzinu u kineticku energiju, na
slede¢i nagcin:

242
%{H cos2(wo+0,)} (10.25)

242
E; = = cos2 (oot 0y) =

Dakle, i kineticka energija je srazmerna kvadratu elongacije i menja se sa sa frekvencijom 2o, ali je
fazno pomerena u odnosu na potencijalnu energiju za ugao T.
Zbir kineticke i potencijalne energije daje ukupnu energiju oscilatora:

2 A2
E=E+U-= #{COSZ((DH@O )+sin2(ot +0,, )} (10.26)
odnosno:
22
mo A
E = — " const. (10.27)

Dakle, ukupna energija oscilatornog kretanja je srazmerna kvadratu amplitude oscilovanja. Kineticka
energija se menja kao kvadrat kosinusne, a potencijalna kao kvadrat sinusne funkcije, Sto znali da
kada se jedna povecava, druga se smanjuje, i obrnuto. Posto su srednje vrednosti kvadrata sinusa i
kvadrata kosinusa sa vremenom, za duzi interval vremena, jednake 1/2, to su i srednje vrednosti U i
E, jednake E/2.

10.4. Slaganje oscilacija istog pravca i perioda.

Sta se dogadja ako su dva oscilatorna kretanja spregnuta, odnosno ako na isto telo deluju
dve nezavisne restitucione sile, na primer dve opruge? Posmatraéemo jednostavan slu€aj. Neka su
jednatine kretanja pojedinacnih oscilovanja, u odsustvu drugog kretanja:

X; = A,.cos(ot+Q,)
(10.28)
X, = A,.cos(®t+(,)

Ovde su ucCestanosti medjusobno jednake, ®,=m,=0. Posto su pojedinaCna oscilovanja istog pravca,
rezultujuée oscilovanje ¢e se vrditi po istoj pravoj i bice jednako algebarskom zbiru pojedinacnih
pomeranja:

X = X, + X, = A;.cos(Ot+@,) + A,.cos(®t+ @,) (10.29)

Analiza ovog kretanja najjednostavnije se izvodi uz pomo¢ tzv. "vektorskog dijagrama" ili
"amplitudnih vektora-verzora". Ovaj nacin sabiranja oscilacija prikazan je na slici 10.7. Dijagramsko
prdstavljanje oscilovanja na krugu smo vec sreli govoreéi o grafiCkom predstavljanju oscilovanja.
Oscilovanje se, kao i na ovoj slici prikazuje kretanjem vrha vektora amplitude oscilovanja po krugu sa
ugaonom brzinom . Ako se oba oscilovanja prikazu na ovaj nacin, njihov zbir ¢e biti vektor:

— —

A=A +A, (10.30)
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Posto se sva tri amplitudna vektora-verzora obréu
istom ugaonom brzinom, njihov uzajamni polozaj se ne
menja sa vremenom, fazna razlika izmedju bilo koja dva od
njih je konstantna: @,—¢,= const, @,—¢@=const i @,—@p=const.
Oscilacije za koje vaze ovi uslovi odnosno oscilacije iste
uCestanosti se nazivaju "koherentne" oscilacije.

Na osnovu gornje slike, projekcije rezultujuéeg
verzora na proizvolijnu osu jednake su algebarskom zbiru
projekcija komponenata pojedinih verzora na istu osu, pa se
rezultujuée oscilovanje u opstem obliku da izraziti kao:

Slika 10.7. Verzorsko slaganje oscilacija
x = A.cos(ot+Q) (10.31)

Potrebno je samo jo$ odrediti A i ¢. Amplituda se moze odrediti sa slike 10.7 uz pomoé¢ kosinusne
teoreme (za t=0):

A% =AP+AP—2A, A,cos{ T—(P1—01) } =A*+A +2A,A,cos((Pr—P1) (10.32)
a pocetni fazni ugao je, sa priloZzene slike, odredjen izrazom:

_BC A sing, +A,sing,
¢ OC A, cosp, +A,coso,

(10.33)

Isti rezultat, odnosno isti izrazi mogu se dobiti iz polaznih jednalina primenom trigonometrijskih
transformacija.

Ovde treba ista¢i da rezultujuéa amplituda, A, ne zavisi samo od A, i A,, ve¢ i od fazne
razlike AQ=¢p,—@;. Posto je -1<coso<1, to sledi da je:

A -A<ALSA +A (10.34)
pa C¢ak moze biti i nula, za A,=A,.

Isti postupak vazi i za sabiranje veceg broja koherentnih harmonijskih oscilacija. Za
nekoherentne oscilacije postupak je, medjutim, znatno slozeniji, jer su u tom slu¢aju i faze funkcije
vremena, () i @,(t), preko faktora ®t. To znaCi da ¢e i amplituda biti funkcija vremena, a
amplitudski dijagram se ne moze primeniti.

10.5. Slaganje oscilacija razli€itih perioda. Izbijanje.

Neka oscilator istovremeno ucestvuje u dva harmonijska oscilovanja istog pravca, smera,
amplitude i poCetne faze, a razli¢itih perioda, odnosno razli¢itih ucestanosti:

X; = A,.cos(®t+Q,)
(10.35)

X, = A,.cos(Ot+Q,)

i neka je ;—®;<<®;+®, odnosno ®=®,. Rezultujuée oscilovanje se dobija primenom
trigonometrijske transformacije za zbir kosinusa:

X = X, + X, = A.cos(01t+9,) + A.cos(ot+,)

odnosno:
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x
1

0)2t+(Po_mlt_@o).cos(wzt_'_q)o+0)1t+(Po) (10.36)

2A.cos(
2 2

.

x
1l

2Acos (% t) cos (%th + (po) (10.37)

Kao $to vidimo rezultuju¢e oscilovanje nije harmonijsko oscilovanje, ve¢ je proizvod dva harmonijska
oscilovanja. Prvi Cinilac se moze izraziti kao:

W, —®0,
A(t) = 2Acos Tt = 2A.cos(m A1) (10.38)

gde je wa=(,—®;)/2. Pod ucinjenom pretpostavkom, m,—m;<<m;+®,, ®, je veoma malo, a T, =
2n/w, = 4n/(w,—m;) je veoma veliko, pa je A(t) skoro konstantno i moZe se smatrati sporo
promenljivom amplitudom oscilovanja. U grani¢nom sluaju za ®;=,, T, tezi beskonacnosti a A(t)—>
2A.

Drugi Cinilac izraza (10.37) cos{(w+®,)t/2} ima frekvencu koja je srednja vrednost pocetnih:
o=(1+®,)/2 i period priblizno jednak periodu osnovnih oscilovanja: T=21/w=47/(®+w,). Dakle vidi
se jasno da je T,>>T, ¢ime se jo§ jednom potvrdjuje da se A(t) moze smatrati amplitudom, iako se,
mada sporo, menja sa vremenom. Dakle, oscilovanje je skoro harmonijsko i dato je izrazom:

0, +0,
x = A(t).cos Tt+(po (10.39)

Obzirom da se amplituda ipak menja sa vremenom, ovo oscilovanje se periodi¢éno smanjuje i
pojacava, a naziva se izbijanje. Ovakvo oscilovanje je graficki prikazano na slici 10.8. Sa slike se
jasno vidi da je T, znatno veée od T, kao i smisao samog naziva 'izbijanje" za ovaj tip slozenog
oscilovanja.

XA
2A]

-2A -
T2

Slika 10.8. Izbijanje pri slaganju oscilacija bliskih vrednosti perioda

10.6. Slaganje uzajamno normalnih harmonijskih oscilacija.

Razmotrimo rezultujuce oscilovanje materijalne taCke koja istovremeno osciluje pod dejstvom
dve medjusobno normalne restitucione sile, odnosno koja ucestvuje u dva medjusobno normalna
harmonijska oscilovanja, istih perioda. Podsetimo se pri tome diskusije o oscilovanju matemati¢kog
klatha sa istegljiivom niti. lzaberimo koordinatni sistem xOy tako da mu se poCetak poklapa sa
ravnoteznim polozajem tacke, slika 10.9. Neka je pri tome kretanje duz x i y-ose opisano slede¢im
jednacinama:
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x = A.cos(ot+,)
(10.40)
y = A.cos(ot+,)

Za ovaj sluCaj ove dve jednacine predstavljaju ustvari jednacinu
putanje taCke u parametarskom obliku. Eliminisanjem vremena t iz
njih moze se dobiti jednacina putanje u eksplicitnom obliku. U tom
cilju primenom trigonometrijskih transformacija za kosinus zbira

Slika 10.9. Slaganje uzajamno moze se pisati:
normalnih oscilacija

X
— = cos(mt).cos@,—sin(mt).sine,
Al

Ai = cos(mt).cosp,—sin(wt).sing, (10.41)
2

Mnozenjem prve od ovih jednacina sa cos(,, a druge sa cos(, i njihovim oduzimanjem, dobija se:

X y : .
— cosQ, — — cos@, = sin{wt).sin(ps —©,) (10.42)

A, A,

MnozZenjem prve sa sing, a druge sa sin@, i oduzimanjem se dobija:

sinp, — AL sin@, = cos(wt).sin(p, —@,) (10.43)
2

Dizanjem zadnje dve jednaine na kvadrat i njihovim sabiranjem dobiéemo jednalinu putanje
materijalne taCke u eksplicithom obliku:

2 2
X Yy 2xy .2
_ —,) = —, 10.44
{AJ ' (AzJ A, S0 e o

Ovo je u opStem slucaju jednacina ELIPSE C¢Cije karakteristike zavise od fazne razlike ¢@,—¢;, za
odredjene vrednosti amplituda A, i A,. Razmotricemo nekoliko posebnih sluajeva jednacine (10.44),
odnosno nekoliko karakteristiCnih oblika kretanja.

Sluéaj a). Neka je fazna razlika oscilovanja @,—¢=0 ili 2km, (k=1,2,3...). Tada se jednaCina kretanja
svodi na:

2
X _ Y| . 0 odnosno y = iX (10.45)
Al Ay
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Ovo je jednacCina prave koja prolazi kroz koordinatni
A t----=--=; poCetak, dakle u tom slu€aju imaéemo oscilovanje po
pravoj liniji sa slede¢im koeficijentom pravca: tgp = AJ/A;;
kao Sto je prikazano na slici 10.10. U opStem slugaju,
A X ovakvo oscilovanje se naziva LINEARNO

POLARIZOVANO. Polozaj tatke na pravoj u odnosu na

tatku 0 odredjen je udaljenjem s koje je dato sledec¢im

Slika 10.10. Linearno polarizovano  jzrazom:
oscilovanje

S

=\/x2 + y2 =\/A12 COSZ(a)t + @)+ A% cosz(cot + ) =\/Af + A% cos(ot+p) (10.46)

Dakle, period oscilovanja je isti kao za pojedina¢na oscilovanja, T=27/®, ali je amplituda oscilovanja
veca, 1/A12 +A§ .

Sluéaj b). Neka je fazna razlika @,—¢=(2k+1)m, (k=1,2,3...), odnosno neparnom umnosku od w. Tada
je:

2
X Yy A,
—+—— odnosno y=—5=x (10.47)
AL A, A,
Ovo kretanje je identiéno sa slucajem a), samo S§to se odvija po drugoj pravoj, koja seCe Il i IV

kvadrant koordinatnog sistema. Period oscilovanja je takodje nepromenjen, a amplituda se izra¢unava
na identican nagcin.

Sluéaj c). Neka je fazna razlika @,—@;=n/2. Tada jednacina trajektorije dobija sledeci oblik:

2 2
i (ALJ + (ALJ = 1 (10.48)
\1\ 1 2

K ! -~ Sto predstavlja jednacinu elipse sa poluosama A, i A,
O X slika 10.11. Ovakvo oscilovanje se naziva ELIPTICNO
A, POLARIZOVANO. Specijalno za sluéaj A,=A,=A, jednagina

x*+y? =A® predstavlja krug polupreénika A, a oscilovanje

se naziva CIRKULARNO ili KRUZNO POLARIZOVANO.

Slika 10.11. Elipti¢no polarizovano Oblici trajektorija mogu da budu i znatno slozeniji.
oscilovanje

LISAZUOVE FIGURE (Lissajous) su krive linije koje predstavljaju putanje materijaine tatke koja
istovremeno osciluje u dva medjusobno normalna pravca. U opstem sluCaju, amplitude, periodi i
fazne razlike komponentnih oscilovanja mogu biti razliciti.

Promena odnosa A, i A, izaziva promenu elipse kao opstijeg oblika putanje od prave linije
do kruga, zadrzavajuéi svoj polozaj (nagib) stalnim u odnosu na pravce komponentnih oscilovanja.

Promena fazne razlike Ap=0,—@; izaziva promenu trajektorije i po obliku i po orijentaciji u
odnosu na komponentna oscilovanja (nezavisno od odnosa amplituda).

Razlika perioda odnosno ucestanosti komponentnih oscilovanja izaziva neprekidnu promenu
fazne razlike, Sto utiCe na deformisanje elipse dajuéi trajektoriji materijalne taCke vrlo komplikovane
oblike, koji su zapravo Lisazuove figure. Ovo je ilustrovano za navedene odnose faznih razlika i
uCestanosti na slici 10.12.
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bo | 0°C | 45°C | 90°C |135°C|180°C

A=A,
| DR S = C

=1/2

0,00,
=3/4

Slika 10.12. Lisazuove figure

HARMONIJSKA ANALIZA. FOURIEOV RED. Iz navedenih razmatranja slaganja dva harmonijska
oscilovanja vidimo da rezultuju¢e oscilovanje zavisi od A, ¢, ®(T) i pravca oscilovanja. Mogu se
dobiti veoma razli€ita rezultuju¢Sa oscilovanja. Slaganjem tri i viSe komponentnih oscilovanja nastaju
jo$ slozeniji oblici rezultujuéeg oscilovanja. Na slici 10.13. prikazan je slu¢aj slozene Lisazuove figure
u parametarskom obliku, x ili y koordinata u funkciji vremena.

Obrnuo, svako oscilovanje slozenog karaktera moze se razloziti na dovoljan broj
komponentnih oscilovanja razliCitih karakteristika. Francuski matematiCar Fourie (Fourier) je pokazao
da se proizvoljna periodi¢na funkcija x=f(wt) moze razloZiti na beskonaCan trigonometrijski red oblika:

x = A +A,cos(mt)+A,cos(2mt)+...+B;sin(mt)+B,sin(2mt)+... (10.49)

Ovaj red se naziva Fourieov red, a Ai i Bi su kostante koje se izraCunavaju posebnim postupkom
preko integrala date funkcije. Razlaganje u trigonometrijski red se naziva "harmonijska analiza".

y(X) A

W g gl T
BV AT T

2 3 4

Slika 10.13. Parametarski oblik ) o
Lisazuove figure Slika 10.14. Spektar oscilacija

Spektar oscilacija je histogramski grafik vrednosti pojedinih amplituda Ai i Bi za date
vrednosti umno8ka kruzne uCestanosti iz Fourijeve analize, $to je ilustrovano na slici 10.14.

10.7. PriguSene (amortizovane) oscilacije.
Oscilacije €ija amplituda opada sa vremenom nazivaju se amortizovane oscilacije. Uzrok su
spoljadnje sile trenja ili otpora sredine. Tako se klatno zbog trenja u tacki veSanja i otpora viskozne

sredine (vazduha) umiri posle odredjenog vremena.
Za male brzine, sile otpora sredine, po Stoksovom zakonu, zavise od brzine kretanja, {j.

F=-r.v (10.50)
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gde je r=const - takozvani koeficijent otpora sredine. JednacCina kretanja matematiCkog klatna u tom
slu¢aju ima sledeci oblik:

ma = —kxi — v (10.51)
Posto su vektori @, iiv kolinearni, gornja jednacina se moze pisati na sledeéi nagin:
d*x dx
Mm—s-=—-kx—r— (10.52)
dt dt

odnosno, ako se uvedu smene ®,” =k/m i B=r/m, jednacgina dobija sledeci oblik:

d?x ) dx
= —ix-2p— 10.53
a0 Bdt (10-59)

Ovaj izraz predstavlja homogenu diferencijalnu jednainu drugog reda, koja se moze svesti na
jednaginu harmonijskog oscilatora uvodjenjem slede¢e smene:

x =ze™ (10.54)

Prvi i drugi izvod ovog izraza se jednostavno dobijaju i imaju slede¢i oblik:

dx 4 dz Bt

2 _ el e 10.55

dt dt b ( )
d_2X — ‘Btd_zz_ZBze'ﬁt%_FBzze_ﬁt (10.56)
dt? at? dt '

Zamenom ovih izraza u diferencijalnu jednacinu, deobom sa e P sredjivanjem, dobijamo:

d?z
dt—zz—(ogﬁ—Bz).z (10.57)

Ovo je diferencijalna jednacina harmonijskih oscilacija po promenljivoj z, Cija se frekvencija odmah
prepoznaje:

o’ =0, - B (10.58)

Da bi zadnja jednacina opisivala harmonijsko kretanje, ova frekvenca mora zadovoljavati uslov da je
®”>0, odnosno 0302>B2. U protivnom, kretanje je aperiodi¢no.
Diferencijalna jednacina kretanja sa, dakle, svodi na:

d?’z )
— =—0"-Z (10.59)
dt
a njeno reSenje je poznatog oblika:
z = A,.cos(ot+) (10.60)
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Kako se kretanje vrSi po x-koordinati, mora se vratiti na nju uz pomoé ranije uvedene smene
x=zexp(-Bt), pa je konacno resenje:

x = AePlcos(ot+p) = A(t)cos(ot+p) (10.61)

Dakle, biée to oscilovanje C¢ija se amplituda menja sa vremenom, o0dnosno smanjuje po
eksponencijalnom zakonu oblika:

A) = AeP? = A e (10.62)

Ocigledno je da ovakvo kretanje nije periodi¢no, jer se vrednosti amplitude, brzine i ubrzanja
ne ponavljaju sa vremenom.

GrafiCki je ovakvo oscilovanje prikazano na
x4 slici  10.15. Ovakvo kretanje se naziva
uslovno-periodi¢no ili kvaziperiodi¢no kretanje.

Veli¢ina ® uslovno se naziva kruzna
ucestanost priguSenog oscilovanja i pokazuje
broj prolaza oscilatora kroz ravnotezni polozaj
za vremenski period od 2w sekundi.

Veligina T = 2n/0 = 2nm/(km-r’/4)"?
naziva se period prigusenih oscilacija. Lako je
videti, posto je w <®,, da je T > T,, drugim
reCima, period je veéi od perioda bez
priguSenja, odnosno oscilovanje je sporije.

Obzirom na odnos vrednosti k i r, razlikuju se sledeéi slu€ajevi priguSenog oscilovanja.

1. Za ¥ > 4km, T je kompleksan broj, pa je kretanje APERIODICNO. Telo izvedeno iz ravnoteznog
poloZzaja utroSi svu energiju na savladavanje otpora pre nego S$to se vrati u ravnotezni polozaj x,,
dakle, nikada se ne vrati. Ovaj slu€aj je na grafiku sa slike 10.16. prikazan krivama broj 1 i 5.

2. Za r* = 4km, T tezi beskona¢nosti, sistem se vrati u ravnotezni polozaj za jako dugo vreme. Ovo
je KRITICNO-APERIODICNO oscilovanje i prikazano je na grafiku krivom 2.

3. Za r < 4km, T>0 je konatan broj i ovo je pravo KVAZI-PERIODICNO oscilovanje. Ovakvo
oscilovanje je na grafiku prikazano krivom broj 3.

4. Kada r — 0, priguSenje je zanemarljivo i oscilovanje je neprigiSeno, odnosno pravo harmonijsko
oscilovanje. Prikazano je na slici krivom broj 4.

Slika 10.15. Prigusene oscilacije

x & Ty
A
Rag --.’\3

s -

- -
O N '¢' _
—_— = ‘\ "i =
t

Slika 10.16. Razlicite vrste prigu$enog oscilovanja

FAKTOR ili STEPEN PRIGUSENJA (amortizacije) je odnos velitina dve uzastopne amplitude
priguSenog oscilovanja i iznosi:
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A, Ajexp(-pt) BT — g(r/zmT

= = (10.63)
A A, exp(-p(t+T))

n+1

Prirodni logaritam stepena prigu$enja oznacava se sa o i naziva se LOGARITAMSKI DEKREMENT:

8= |n(:‘“ Y=Ine"") =BT (10.64)

n+1
Logaritamski dekrement se moze eksperimentalno odrediti merenjem odnosa uzastopnih amplituda A,
i A, pa se na taj naCin moze odredjivati koeficijent otpora sredine-r.
10.8. Prinudne oscilacije. Rezonancija.

Oscilovanje pod dejstvom spoljasnje sile naziva se prinudno oscilovanje. Ako je spoljasnju
silu moguce predstaviti sinusnom ili kosinusnom funkcijom vremena onda je to prinudno harmonijsko
kretanje.

Neka na telo deluje spoljasnja sila oblika:

F =F,.cos({t) (10.65)

gde je Q njena kruzna ucestanost. Tada na oscilator u op$tem sluc¢aju deluju tri sile i diferencijalna
jednatina kretanja ima oblik

ma = —kxi — v + F,cos(Qt) i (10.66)
odnosno, posto su sve sile kolinearne:

2
d_fz_ix_L%+5cos(Qt) (10.67)
dt m mdt m

Uvodjenjem sledeéih smena:

k r F
—=0’, —=2B i —=f, (10.68)
m m m

diferencijalna jednacina kona¢no dobija oblik:
ﬂ——mzx—ZBd—XH cos(Q) (10.69)
dt? ° da  ° '

Ovo je nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda (nehomogena jer sadrzi &lan bez x). Opste
reSenje jedne ovakve jednaline jednako je zbiru opSteg reSenja homogenog dela i parcijalnog reSenja
nehomogenog dela. Opste reSenje homogenog dela je slobodno priguSeno oscilovanje, a parcijalno
reSenje je stacionarno oscilovanje pod dejstvom prinudne sile, pa je:

x = A,.eP cos(@t+q) + A.cos(Qt+o) (10.70)

Prvi &lan ovog izraza eksponencijalno opada sa vremenom i relativno brzo se moze zanemariti, pa
preostaje stacionarno oscilovanje:
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x = A.cos(Qt+ar) (10.71)

sa kruznom frekvencom €2, koju ima i pobudna sila, i fazno pomereno za fazni ugao o, i to zbog
inercije oscilatora. Razvoj ovakvog oscilovanja u vremenu prikazan je na slici 10.17.

Slika 10.17. Prinudne oscilacije

Dakle, posle dovoljno dugog vremena, oscilovanje se svodi samo na stacionarno prinudno
oscilovanje. Da bi kretanje u stacionarnom rezimu bilo odredjeno, neophodno je naéi A i o u
zavisnosti od karakteristika samog oscilatora i prinudne sile. Da bi to u€inili moramo po¢i od Cinjenice
da navedeni oblik reSenja mora da zadovoljava diferencijalnu jednaginu kretanja u punom obliku. Zato
treba nadi prvi i drugi izvod pretpostavljenog reSenja:

dx _

— = — A.Q.sin(Qt+a) (10.72)
dt

d?x 5

F = — A.Q".cos(Qt+a) (10.73)

Ove izraze treba uvrstiti u diferencijalnu jednacinu, ¢ime se dobija sledeéi izraz:
—A.Qz.cos(QHoc) =—0,2.Acos(Qt+a)+2BAQ.sin(Qt+o)+f .cos(Qt) (10.74)
Ako se ovde primene trigonometrijske jednakosti za slozene argumente i izjedna¢e svi €lanovi sa obe
strane jednakosti koji se nalaze uz ¢élan sinQt i uz ¢lan cosQt, odnosno uz uslov da je jednacina
zadovoljena za svako t, dobijaju se sledeée dve jednacine:
—A.Q cosa = —m 2. Acosa+2BAQsIna+, (10.75)
A.Q.sinot = 2. Asina+2BAQcosa (10.76)
odnosno, grupisanjem ¢lanova ove jednacine dobijaju sledeéi oblik:
A0, 2~Q%).cosa — 2BAQ.sina = f, (10.77)
Ao 2—Q7%).sina + 2PAQ.cosa = 0 (10.78)
Iz ove dve jednaline mozemo da odredimo nepoznate A i a. Fazni pomak o dobijamo jednostavno

iz druge jednacine preko:
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2BQ2

tgo = ——— (10.79)
0, —Q
Amplitudu A mozemo odrediti dizanjem obe prethodne jednacine na kvadrat i sabiranjem, sledi:
A (0,2~ + 4B7Q7 = 12 (10.80)
Odavde kona¢no dobijamo:
f F
A = 0 = 0 (10.81)
J@2 -7 + 43207 myf(0? - Q%) + 4B2Q)°
| konagno, jednacina prinudnog oscilovanja glasi:
F 28Q
X = 2 cos {Qt + arctg %} (10.82)
maJ(02 - Q%) + 432Q° wy—Q

Dakle, dobili smo zavisnost A i o od karakteristika oscilatora, otporne sredine i prinudne sile: m, k, r,
F, i €2, a time i jednacinu prinudnih oscilacija.

Prema izvedenoj jednacini, oscilator ima istu frekvencu Q kao i prinudna sila i ne zavisi od
pocetnih uslova obzirom da jednacina vazi posle prelaska u stacionarno oscilovanje, kada se pocetna
faza ¢ moze zanemariti.

Ako su F,, m i B konstantni, amplituda A prinudnih oscilacija zavisi od odnosa ®, i Q2. Ta
zavisnost je veoma karakteristicna i prikazana je na slici 10.18. u funkciji u¢estanosti Q.

Ako je B=0 (r=0) tada, prema izrazu za
A, amplituda raste tako da pri Q=w, postaje
prakticno beskonatno velika, a zatim se
smanjuje. U graniénom sluéaju sa porastom Q
tezi nuli.

Ako je P#0 postoji priguSenje i
amplituda oscilovanja zavisi od vrednosti .
Maksimum amplitude ¢e biti za minimum njenog
imenioca, odnosno kada je:

>()
d 2 252 202
Slika 10.18. Zavisnost amplitude E\/(mo —Q)"+4p°Q% =0 (10.83)
prinudnih oscilacija od odnosa o i)
Odavde je:
—4(oF -Q°)+8p*Q* =0 (10.84)
odnosno:
Q=Q,_, =02 -2p° (10.85)

Za ovu vrednost €, kruzne uCestanosti prinudne sile, amplituda ima maksimalnu vrednost koja iznosi:

A = (10.86)

I:0
2mBy(0? - Q%)
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Vrednost Q=0Q,, se naziva rezonantna ucestanost, a sama pojava odnosno porast amplitude na ovoj
frekvenci naziva se REZONANCIJA.

Buduc¢i da energija oscilatora zavisi od njegove amplitude, moZe se postaviti pitanje otkuda
potie veliki iznos energije koju oscilator poseduje u rezonanciji. Odgovor je jednostavan, energija
nastaje iz rada koji vrSi spoljadnja sila. Radi ilustracije, kod obi¢ne ljuljaSke velika amplituda odnosno
energija se dobija akumuliranjem energije od svakog pojedinatnog zamaha.

Pojava rezonancije je Cesta u fizici a sreCe se i u raznim oblastima tehnike: konstrukcija
mostova, radiotehnika, akustika, optika, nuklearna fizika, itd.
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X1

TALASNO KRETANJE

11.1. Prostiranje oscilacija u elastiénoj sredini. Jednaéina talasa.

Ako se taCka koja osciluje nalazi u elasti¢noj sredini, Ciji su svi deli¢i medjusobno povezani,
kretanje tatke ¢e se prenositi na susedne delice. Energija oscilovanja se predaje okolnim &esticama i
izaziva njihovo oscilovanje.Dakle, susedne tatke ¢e takodje poceti da osciluju. Njihovo oscilovanje je
u stvari prinudno oscilovanje, koje smo vec sreli. Frekvenca tog oscilovanja je ista kao i pobudnog
oscilovanja s tom razlikom da fazno kasne za njim.

Pojava $irenja oscilovanja u nekoj elasti¢noj (neprekidnoj) sredini naziva se MEHANICKI
TALAS. Primeri za to su kamen bacen u vodu, koji na povrSini izaziva talas, oscilovanje jednog kraja
konopca ili gumenog creva izaziva talas, itd.

Pravac u kome se oscilovanje prenosi naziva se pravac prostiranja talasa. Pri tome se deliéi
sredine koji osciluju ne premestaju zajedno sa talasom, nego i dalje osciluju oko svojih ravnoteznih
polozaja. Ako deli¢i osciluju po pravcu duz koga se prostire talas, takav talas se naziva
longitudinalan ili uzduzan , a ako je oscilovanje deli¢a oko ravnoteznih polozaja normalno na pravac
prostiranja talasa, takav talas se naziva transverzalan ili popre¢an talas.

PoSto se u sustini radi o oscilovanju, o€igledno je i talasno kretanje periodi¢no, oscilovanje
svake pojedinatne Cestice €e se ponoviti posle vremena T, koje predstavlja period pobudnog
oscilovanja. Kako nastaje i prostire se talas prikazano je Semom na slici 11.1., za transverzalan talas
(elasticno gumeno crevo).

Na ovoj slici koordinata x predstavlja

yA - pravac prostiranja talasa, ordinatna osa je
\a pravac oscilovanja delica oko ravnoteznog

0 > (t=0) polozaja, a t je parametar koji u stvari
g predstavlja vreme posmatranja stanja sredine.

-\T > (t=T/4) Sa @ je oznateno ubrzanje pojedinih deli¢a

0 X sredine u datom trenutku vremena. Treba

/\15‘) uotiti da za vreme T tatka O izvr§i jednu
| (t=T/2)

0 f ; punu oscilaciju, a tatka D, kasne¢i za njom
g tek tada pocCinje da osciluje.

/\T Slican slu¢aj je i sa longitudinalnim

O/ i ' T( (t=3T/4) talasom. Razlika je jedino u tome §to je

/\Té’ pravac oscilovanja pojedinih delica paralelan

; ; v > (1=T) pravcu prostiranja talasa, pa se talas

0 A B C D X manifestuje u periodicnom zgu$njavanju i

razredjenju sredine, $to je Sematski prikazano

Slika 11.1. Prostiranje transverzalnog talasa na slici 11.2. Oscilovanje se ovde vrsi takodje

U smeru x-ose, a sve ostale oznake su iste.
U teCnostima i gasovima, zbog slabe veze medju deli¢cima, postoje samo longitudinalni talasi,
dok u &vrstim telima postoje i transverzalni i longitudinalni.
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Za opisivanje ovakvog

a
- kretanja, talasa, za razliku od
O%O%OMWCFO—!} (t=0) oscilovanja, u obzir se moraju uzeti
a_ tri veli¢ine:
W (+=T/4) y-elongacija ili udaljenje posmatrane
a Cestice od svog ravnoteznog
0000000000000~ (-2 polozaja,
i - x-poloZaj posmatrane Cestice u

." s Ay a H H

/ ' — (—37/4) pravcu prostiranja talasa u odnosu
O““OO o ’,0 o ‘O, OO..\O @O x v na izvor pobude, i

vreme-t.

\\\ ::"' //'," «,.u.‘.l i
0000.—0—0—0—0—0—0000—!} (t=1) Dakle, trazi se funkcionalna

. - . zavisnost:
Slika 11.2. Prostiranje longitudinalnog talasa

y = f(x,1) (11.1)

Trazena funkcija je funkcija dve nezavisno promenljive veli¢ine. Da bi smo utvrdili njen oblik
posmatrajmo transverzalni talas i to samo jedan njegov deo, tzv. kratkotrajni talasni impuls, kratak
poremecaj koji se prostire kroz zategnutu zicu. Ovaj poremecéaj ¢e putovati kroz zicu, duz x-ose,
nekom brzinom-c, kao na slici 11.3. Ovu brzinu treba razlikovati od brzine oscilovanja, v=dy/dt, delica
sredine oko svog ravnoteznog polozaja, duz y-ose.

Ako je impuls formiran u trenutku tq, do trenutka

y [l to C¢e biti pomeren udesno za rastojanje c(to—tq).
=4 /[K Amplituda impulsa u tom polozaju i vremenskom
0 X1 X, trenutku biée ista kao u polozaju x{ u trenutku t{1, dakle:

y
t=t T /1\ f(xo,t2) = f(x1,t1)
0 X, X5

—
C(tz'tl)
Slika 11.3. Prostiranje poremecaja

=<y

=<y

Pri tome je xo=x{+c(to—t1), odnosno:
xo—C.t2 = x{—C.t{ = x—C.t (11.3)

Predpostavimo da je ovo i oblik argumenta trazene funkcije. Odavde takodje vidimo da postoji veza
izmedju x i t i da oni nisu potpuno nezavisni. Za argument oblika x—ct uslov (11.2) je zadovoljen, t;:

f(x1—c.t1) = f(xo—c.t2) (11.4)

Takodje se moze pokazati da ¢e za prostiranje talasa ulevo brzinom c¢ funkcija imati oblik y=f(x+ct).

Sada treba nadéi i oblik funkcije, pod uslovom da argument funkcije znamo. Oblik funkcije se
moze izvesti ako se posmatra kretanje samo jedne Cestice: taCke x=0. Neka je to prosto harmonijsko
oscilovanje:

y = =Ysin(ot) (11.5)
jer smo posli od Cinjenice da je talas samo prenoSenje oscilovanja kroz materijalnu sredinu u kojoj
Cestice deluju jedna na drugu. Znak (-) se moze pripisati fazi oscilovanja, ali se on uvodi radi
pogodnosti daljeg izvodjenja.

Znaci, funkcionalna zavisnost od t za x=0 je SINUSNA. Takva treba da ostane i zavisnost za
proizvoljno x, te c¢e, dakle, biti:

(0]
y = f(x—ct) = Ysin[(x—ct)?] (11.6)
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Iz ove jednacine dobijamo gornji grani¢ni uslov za x=0, $to sugeriS8e da je ona dobra. Ako uvedemo
oznaku k=w/c, tzv. konstantu prostiranja, za jednacinu prostiranja talasa dobijamo izraz:

y =Y sin(kx—mt) (11.7)

gde (kx—t) predstavlja fazu talasa.

Ova jednagina, videli smo, za x=0 (ili x=const) opisuje oscilovanje jedne tatke. Sta se dobija
ako se posmatra stanje sredine nakon vremena t od pocetka oscilovanja? U posmatranom trenutku
dobijamo polozaje Cestica duz pravca prostiranja talasa, kao Sto je to prikazano na slici 11.4. Ova
kriva predstavlja polozaj svake Cestice u odnosu na njen ravnotezni polozaj u posmatranom trenutku
vremena. Razlikujemo pozitivna i negativna udaljenja od ravnoteznog polozaja, bregove i dolje.

Rastojanje dva brega, dve dolje ili bilo koje dve Cestice

z sa istom elongacijom-udaljenjem od ravnoteznog polozaja se

y A—> naziva talasna duZina i obelezava sa A. Dakle, to je rastojanje

T “ R bilo koje dve tatke Cija je fazna razlika 2w, Sto je iz jednacine
0 =Y X‘ talasa ekvivalentno uslovu:

t=const

(kx1+kA—ot) = {(kx{—ot)+27} (11.8)
Slika 11.4. Polozaj Cestica

duz pravca prostiranja Odavde se dobija relacija k=2m/A. Konstanta prostiranja k, koja se

naziva i talasni broj, je obrnuto srazmerna talasnoj duzini. Kako je
k uvedeno kao k=w/c, a znamo da je w=2nv=27n/T, gde je ® kruzna ucestanost, v obicna
uGestanost i T period oscilovanja, lako je izvesti vezu medju karakteristi¢nim veliGinama talasa:

c=k"v (11.9)

Brzina prostiranja talasa ¢ jednaka je proizvodu talasne duzine i u€estanosti oscilovanja. Ova relacija
se jednostavno dobija i iz Cinjenice da se talasni oblik pomeri za jednu talasnu duzinu za vreme
jednog perioda: A = cT = c/v, odakle je ¢ = Av.
Jednacina talasa se, u zavisnosti od poletne faze, moze pisati i kao kosinusna funkcija, kao
i u drugim pogodnim oblicima. Jednacgina sinusnog talasa, koji se prostire ulevo, po negativnoj x-osi
je:
y = Y sin(kx+ot) (11.10)

gde su sve oznake istog znacenja kao i ranije.

11.2. Jednadine ravnih i sfernih talasa.

Priroda i jednaCine ravnih talasa, koji se prostiru u jednom datom pravcu, su slicne za razne
sredine, a diferencijalnu jednalinu talasa razmotriéemo na primeru tzv. zategnute Zice.

Fy+A Fy F,
VA
F+\F.
Fx
F, £,
0 o >
X X

Ax

Slika 11.5. Prostiranje talasa kroz Zicu
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UoCimo jedan element zategnute Zice, kao na slici 11.5., i razmotrimo njegovo kretanje za
sluéaj malih amplituda.

Zatezanje zice, odnosno sila zatezanja, na njenom levom kraju se moze razloziti na
komponente:

Fy = Fsin@ i Fx = F cosO (11.11)

Za male amplitude, malo 0, je sin® = tg0 = dy/dx, pa se mozZe pisati

Fy =F— 11.12
y X ( )

Sli¢ne relacije vaze i za desnu stranu uoenog elementa Zice. Posmatrajmo rezultantu sila zatezanja
na elementu Zice duzine Ax. Kako je i 8+A6 malo, bi¢e i Fx(x+AXx) priblizno jednako Fx(x), tako da

je rezultanta duz x-ose priblizno jednaka nuli. Rezultanta duz y-ose je AFy i moze se pisati preko
svog prvog izvoda kao:

dF,

Iz izraza (11.12) za Fy, obzirom da je F priblizno konstantno, diferenciranjem se dobija:

dF d?
—2 = F—z/ (11.14)
dx dx
Ovo kombinovano sa izrazom (11.13) daje za silu zatezanja:
d%y
AFy = F— AX (11.15)
dx

Sa druge strane, masa tog dela Zice jednaka je proizvodu linijske gustine m i duzine: Am = pAx. Na
osnovu Il Njutnovog zakona bice:

2

y
AFy = Am.ay = qud7 (11.16)

gde je ay ubrzanje uoCenog dela Zice. IzjednaCavanjem ovog i izraza (11.15) za AFy i skraCivanjem
sa Ax, konac¢no za jednacinu kretanja elementa zice dobijamo izraz:

F
— = —— (11.17)
0

Funkcija y je oCigledno funkcija dve promenljive y=f(x,t), pa izvod po jednoj ili drugoj promenljivoj (pri
¢emu je druga odnosno prva promenljiva konstantna) treba shvatiti kao tzv. parcijalne izvode, a samu
jednaginu kao "parcijalnu diferencijalnu jednacinu Il reda", pa je treba pisati u obliku:

2

(S))
<

o%y
ot

(11.18)
X2

= |m
X
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Za reSavanje ove jednaline postoje standardne matematiCke metode, a reSenje se trazi u obliku:

y = f.[xi\/Et] (11.19)
1)

Za trenutak uporedimo ovaj oblik sa ranijim oblikom funkcije talasa. Vidimo da koren uz t nije nista
drugo do brzina prostiranja talasa, dakle brzina prostiranja talasa u ovom sluéaju jednaka je

kvadratnom korenu iz odnosa sile zatezanja Zice i linijske gustine iste: ¢ = /F/ L.

ResSenja diferencijalne jednaine mogu da budu razne konkretne funkcije (sinusna, kosinusna,
eksponencijalna, itd.). Uzmimo na primer oblik sinusne funkcije. Ako je parcijalno diferenciramo
dvostruko po t i po x i odgovarajuce izvode zamenimo u parcijalnu diferencijalnu jednacinu, moramo
dobiti identitet. Pokazimo to.

y = Ysin(kx—ot) (11.20)
2
% = —®2Ysin(kx—®t) (11.21)
2
% = —k2Ysin(kx—03t) (11.22)
X

Zamenom ovih izraza u (11.18), uz c02=(F/p)k2, odnosno ®=kc, dobija se identitet, Sto znadi da je
predpostavljeno reSenje dobro.

Istaknimo ovde jo§ jednom da je c funkcija od sile zatezanja i gustine Zice, dakle zavisi od
osobina sredine a ne od amplitude ili talasne duzine. Svi talasi u datoj sredini ée se prostirati istom
brzinom.

Si¢na razmatranja se mogu izvesti za talase u Stapu, fluidu, itd. Razlikovace se samo u
brzini koja je, kako ¢emo videti kasnije, povezana sa gustinom i modulom elasti¢nosti sredine. Oblici
talasnih jednacina su uvek isti.

Za razliku od ovih "ravnih" talasa koji se prostiru duz jedne prave ili jednog pravca, u
elasti€noj sredini su moguci i drugi oblici talasa - na primer "sferni talasi". Kod njih se energija talasa
prenosi na sve okolne tacke radijalno, pa se amplituda smanjuje, obrnuto proporcionalno rastojanju r
- od izvora oscilovanja. Zavisnost elongacije od koordinate r i vremena t ima slede¢i oblik:

v = Beosfo(t - D = 2 cos(ot  kr) sak = (11.23)
r (of r C

PvrSina jednakih faza, u odredjenom trenutku vremena, odredjuje se jednaCinom r=const, tj.
predstavlja u ovom sluéaju sferu radijusa r, zbog ¢ega se ovi talasi nazivaju sferni talasi.

11.3. Hajgensov princip. Difrakcija talasa.

~— Zamislimo da tatka od koje se Sire talasi (centar

— oscilovanja) osciluje u neprekidnoj sredini. Oscilacije se Sire od

— centra na sve strane. Geometrijsko mesto tacaka do kojih je u

A | a| trenutku t doprlo oscilovanje naziva se talasni front. U
\/ slobodnoj sredini talasni front je sfera.

B Postavlja se pitanje kako se talsi prostiru u neprekidnoj

sredini i kakvog je oblika talasni front. Odgovor je formulisan u
Hajgensovom  principu, utvrdienom jo§ 1690. godine.
Razmotrimo talasni front proizvoljnog oblika koji se prostire na
povrSini vode. Postavimo na put talasa zaklon A sa otvorom a,

Slika 11.6. Hgjgensov princip

162



¢ije su dimenzije male u poredjenju sa A. Kada talas stigne do A odbija se, a otvor na zaklonu
postaje novi izvor talasa koji se Sire iza zaklona. Pri tome ¢e nezavisno od prvobitnog oblika talasa
iza otvora da se S8iri polusferni talas B. Ovo navodi na sledeéi zakljuak koji predstavija tzv.
Hajgensov princip i koji glasi: Svaka tacka sredine do koje stigne talas postaje novi izvor talasa.

A A
Slika 11.7. Hajgensov princip za razne oblike talasa

Ako posmatramo talasni front AB i uoimo na njemu niz taaka, kao na slici 11.7., prema
Hajgensovom principu svaka od njih postaje novi izvor polusfernih talasa koji za vreme t predju put
ct. Tako se formiranjem obvojnice tih novih talasa dobija novi talasni front A'B' ¢ime se objasnjava
prostiranje talasa kroz neprekidnu sredinu. Ovo vaZzi za svaki oblik talasa, pa i za ravne i sferne,
ilustrovane na slici 11.7. Strelice predstavljaju pravce prostiranja talasa, normalne su na talasni front i
nazivaju se zraci.

DIFRAKCIJA. Poseban fenomen se dogadja kada otvor na prepreci ravnog talasa nije mali.
Posmatrajmo slu¢aj nailaska ravnog talasa na prepreku sa otvorom veé¢im od A, slika 11.8.
Primenjuju¢i Hajgensov princip u konstrukciji novog talasnog fronta iza zaklona zaklju¢i¢cemo da on
nije ni polusferni ni ravan. Novi talasni front se na
krajevima savija, zraci menjaju svoj prvobitni pravac.
Ovo savijanje talasnog fronta odnosno skretanje
talasnih zrakova se naziva DIFRAKCIJA talasa. Da

a
A%éﬁ’ N
) )5 M u Z{ £ bi se difrakcija potpunije opisala potrebno je "sloziti"

odnosno sabrati oscilacije koje dolaze iz razli¢itih
tataka otvora uzimajuéi u obzir njihove fazne razlike.
O tom slaganju se upravo govori u interferenciji
talasa, koja sledi.

Zadrzimo se jo$ za Cas na difrakciji. Vidimo da ona zavisi od veliine otvora i od talasne
duzine, odnosno od odnosa a/A. Ova pojava se, kao S$to ¢emo kasnije videti, moze koristiti za
razlaganje ili razdvajanje talasa po talasnim duzinama.

Slika 11.8. Pojava difrakcije

11.4. Interferencija talasa.

U nekoj sredini mogu da se Sire talasi koji dolaze iz
razli¢itih  centara oscilovanja. Ako se u vodu bace

‘ istovremeno dva kamena, Siriée se dva talasa, prolaziti jedan
" kroz drugi i razilaziti u prvobitnom obliku koncentrinih
. ‘ krugova, slika 11.9.

“ Ako se dva razliCita sistema talasa, iz razlicitih

‘ izvora, poklapaju u nekoj oblasti, a zatim ponovo razilaze,

svaki od njih ¢e se dalje kretati kao da se nisu ni sreli. Ovaj
princip nezavisnosti Sirenja talasa naziva se "princip

Slika 11.9. Prostiranje dva talasa kroz vodu ~ SUPErpozicije".
U oblasti preklapanja talasi se superponiraju jedan
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na drugi, dolazi do njihovog "slaganja" odnosno INTERFERENCIJE talasa. Rezultat je pojava jacih ili
slabijih amplituda oscilovanja u pojedinim tatkama sredine.

Posebno je interesantan slu¢aj kada izvori talasa imaju istu frekvencu, isti pravac oscilovanja
i istu fazu ili stalnu faznu razliku. Za takve talase kazemo da su - koherentni.

Koherentni izvori mogu se dobiti stvaranjem dva nova izvora S{ i S2 od jednog, S, na

osnovu Hajgensovog principa kao $to je to prikazano na slici 11.10. Neka su oscilacije izvora Sq i
So date sa:

y1=Agcosmt i yo=Agcosmt

_ U taCki D ¢emo imati dva talasa odnosno oscilovanja data sa:

n
y1 = A1cos2n(vt— =) (11.24)
A
& \\\\ rl
SY /// LU

= gde je v=w/2m frekvencija talasa, ista za oba talasa. Clanovi
Slika 11.10. Slaganje koherentnih talasa "1/ 1 r2/A predstavijaju faze u posmatranoj tacki, a fazna
razlika i amplituda rezultuju¢eg talasa su dati sa:

r
yo = A20032n(vt—72) (11.25)

N
Ap = 02 -] = 271—7L (11.26)

A2 = A12 + A22 + 2A1A2cos(p2—01) (11.27)

kao kod slaganja oscilovanja istog pravca i perioda oscilovanja. Kod koherentnih talasa, kao Sto
vidimo, rezultujuéa amplituda zavisi od fazne razlike. Ako je fazna razlika nula ili 2kt amplituda ima
maksimalnu vrednost jednaku Aq1+A2 ili 2Ag, ako je A{=Ao2=Ag. Ako je fazna razlika jednaka

(2k+1)m, rezultujuéa amplituda je jednaka nuli. Dakle od fazne odnosno putne razlike talasa zavisi da
li ¢e u tacki A biti minimum ili maksimum amplitude. Uslov za pojavu maksimalne amplitude je

h—n
Ag = 2nT = +2kx k=01.2,.. (11.28)

odakle je |ro—r1|=ki, odnosno maksimum amplitude dobija se u onim tackama prostora u kojima je

putna razlika talasa jednaka nuli ili celobrojnom umnogku talasnih duzina A.
Uslov za pojavu minimalne amplitude je:

I —n

Ao = 21 = +(k+1)t  k = 0,1,2,... (11.29)

odnosno  |ro—r1|=(2k+1)A/2. Minimum amplitude je u

tatkama u kojima je putna razlika ovih talasa jednaka
neparnom umnosku polovine talasne duzine. Za vrednosti
izmedju minimuma i maksimuma javljaju se srednji efekti
jacanja ili slabljenja oscilovanja.

Za dva izvora S{1 i S2 kao na slici 11.11., pune
linije predstavljaju bregove, a isprekidane dolje oscilovanja.

Slika 11.11. Interferencija dva sferna talasa
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U preseku dva brega ili dve dolje nastaju maksimumi oscilovanja (0), a u preseku brega i dolje
javljaju se minimumi (x). Ova slika je stalna tj. vremenski nezavisna.

11.5. Stojeéi talasi.

Poseban slu¢aj interferencije je slaganje dva talasa koji imaju iste amplitude, iste frekvence i
talasne duzine, a suprotne smerove prostiranja. Najjednostavniji primer za postizanje navedenih
uslova predstavljaju talasi odbijeni o prepreku ili granicu dveju neprekidnih sredina. Odbijeni talas u
principu je koherentan sa upadnim, ali ima suprotan smer prostiranja. Takav jedan primer je prikazan
Sematski na slici 11.12.

Neka uoceni talasi imaju pocetne
faze jednake nuli i neka je koordinatni
sistem izabran tako da talaasi imaju iste
poCetne faze. Tada ¢e njihove jednacine
glasiti:

X
yq{ = AoosZn(vt—X) (11.30)

Slika 11.12. Interferencija dvcifohergﬁtna talasa X
u slucaju kada je ¢, =- ¢, yo = AcosZn(vHX) (11.31)

respektivno za talas koji se prostire udesno i ulevo. Rezultujuéi talas, kao zbir ova dva, bi¢e na
osnovu trigonometrijske transformacije:

X
y=Y1 +Yy2= 2A.cos(2nx).cos(2nvt) (11.32)

Faktor cos(2mvt) pokazuje da ¢e rezultujuéi talas imati istu frekvencu kao i pocetni talasi.
Faktor 2Acos(2mx/A), koji ne zavisi od t, predstavlja amplitudu A(x). Ova amplituda zavisi samo od
koordinate x i menja se od nule do 2A. Tatke sa A(x)=2A se nazivaju trbusi talasa, a tatke sa
A(x)=0 &vorovi talasa. Vizuelan utisak je da se takav talas ne prostire jer sadrzi ¢vorove kao fiksirane
tatke pa se zbog toga ova pojava naziva "stojeéi talas".

U kojim tatkama se nalaze trbusi i ¢&vorovi? Amplituda A(x) ima maksimum za
|cos(2mx/A)|=1, odnosno 2mx/A=tkm sa k=0,1,2,3,...Dakle, koordinate trbuha su u tatkama

x = tk

N | >

k=0,1,2,3... (11.33)

Rastojanje izmedju dva uzastopna trbuha iznosi xk-1—xk=A/2. Uslov za postojanje Cvorova je da je
cos(2mtx/A)=0, odnosno u tatkama za koje je 2mx/A=1t(2k+1)7t/2. Koordinate ¢vorova su dakle:

X = T(2k+1) k=0,1,2,3... (11.34)

N>

Rastojanje izmedju dva ¢vora je takodje A/2, a rastojanje od ¢vora do najblizeg trbuha je A/4.

Cvorovi se, za razliku od trbuha, obrazuju tamo gde talasi imaju medjusobno
suprotne faze. Kako izgleda stojeé¢i talas u datom trenutku vremena prikazano je na slici
11.18.
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X(f)  ~O00——+Q00——+000.
X(+T/2) v+ 000— 000«

- —o —o——¢—

|

trouh  ¢vor

Slika 11.13. Transverzalni i longitudinalni stojeci talasi

Stojeéi talasi se obiCno obrazuju pri interferenciji talasa koji se prostire kroz neku sredinu i
odbijenog talasa, kao Sto smo vec¢ istakli. Primeri za to su konopac pricvrSéen na jednom kraju,
vazdu$ni stub, vodeni stub, itd. Sta se dogadja na granici sredine u kojoj se talas prostire? Ako talas
prelazi iz redje u gusc¢u sredinu, na granici se javlja ¢vor stojeéeg talasa (pri¢vrSceni kraj konopca,
vazdu$ni stub ograni¢en povrS§inom vode). Obrnuto, pri prelasku iz gusSée u redju sredinu na granici
se javlja trbuh talasa (slobodan kraj konopca).

U prvom slu€aju, pri prelasku talasa iz redje u gu$éu sredinu na granici se faza menja u
suprotnu, kazemo gubi se polutalas. U drugom slu€aju faza se ne menja i rezultat sabiranja je trbuh.
Ovo se moze i dokazati u teoriji elastiCnosti, primenom grani¢nih uslova na prostiranje talasa.
Slaganje talasa je i jedan od uzroka zasto su talasi na vodi pri obali jaci.

11.6. Doplerov efekat.

Razmotrimo kakav odnos postoji izmedju talasa koje izvor emituje i onih koje prima detektor,
ako se izvor i detektor krecu relativno jedan u odnosu na drugi. Neka izvor emituje talase frekvence
v=1/T i neka je frekvenca koju detektor registruje v'. Oznaimo brzinu kojom se izvor kreée sa u, a
detektor sa v. Uzmimo da su brzine za sada kolinearne i neka je u pozitivno ako se izvor priblizava
detektoru, a negativho ako se udaljava. Neka je v pozitivno ako se detektor priblizava izvoru, a u
suprotnom negativno. Razmotrimo posebno &etiri moguée kombinacije kretanja.
| SLUCAJ: u=0,v=0. Izvor A i detektor B miruju. U tom sluéaju su i brzina prostiranja talasa i talasna
duzina konstantne, pa je:

- 2 - 2 - 11.35
Y N % ( )

dakle, detektor prima istu frekvencu, Sto je i za oCekivati.
Il SLUCAJ: u=0, v0. Izvor miruje, a detektor se kreée. Predpostavimo prvo da je a) v>0. Brzina
kojom talas dolazi do detektora je c+v, pa ¢ée detektor primiti ve¢u frekvencu:

Vs — = — = (1+4—)v V>V (11.36)
C

Za slu€aj b) v<0, na slican nalin se dobija izraz v'=(1—v/c)v. Dakle, u ovom slu€aju frekvenca je
manja. Pojava promenjene frekvence koju detektor registruje pri svom kretanju ili kretanju izvora
naziva se Doplerov efekat.

U posebnom slucaju, ako bi bilo v=c, detektor se udaljava zajedno sa talasom i ne prima ni
jednu oscilaciju, v'=0. Ako bi bilo v>c, talasi bi zaostajali za detektorom i on bi registrovao da mu
talasi dolaze iz suprotnog smera, u susret.
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Il SLUCAJ: u#0, v=0. Izvor se kreée brzinom u, u odnosu na sredinu, a detektor miruje. Neka je
prvo a) u>0. Posto se izvor priblizava detektoru, u trenutku prijema talasa izvor je blizi detektoru i
talasna duzina je prividno skra¢ena, za iznos uT, pa je:

7\4!

A—uT = cT—uT = (c-u)T (11.37)

c C C
Vi= — = = v (11.38)
A (c-u)T  (c—u)

dakle, frekvenca je u ovom slu€aju opet povecana. Za slu¢aj b) u<0 se talasna duzina povecava,
tako da je frekvenca manja, c/(c+u) puta.

IV_SLUCAJ: u#0, v=0. Ovaj sluéaj je kombinacija prethodna dva. Usled kretanja detektora menja se
prividna brzina talasa, a usled kretanja izvora talasna duzina registrovanih talasa, tako da je
rezultujuéi efekat dat slede¢im izrazom:

ctv ctvl czxv
Vis———=——==—V (11.39)
CT+uT cFuT c+Fu

Ukoliko brzine u i v nisu upravljene duz rastojanja izvor-detektor u razmatranje se uzimaju
njihove komponente odnosno projekcije na to rastojanje.

Doplerov efekat se moze uociti pri prolasku automobila ili voza sa uklju¢éenom sirenom pored
nepokretnog posmatra¢a. Frekvencija oscilovanja odredjuje visinu tona, veéa frekvenca predstavlja visi
ton. Dakle, posmatra¢ registruje nizu frekvencu pri dolasku, a viSu pri udaljavanju vozila.

11.7. Energija talasa. Gustina energije.

Zamislimo talas, koji se prostire kroz sredinu gustine p duz x-ose, Cija je jedenacina:
X
y = Acos{o(t——)} (11.40)
c

Energija sredine kroz koju se talas prostire sastoji se od kineticke energije, Ek, deliéa sredine i

potencijaine energije, Ep. Neka je zapremina uocenog dela sredine T, (<< XS), njegova masa m, i
trenutna brzina oscilovanja v.

Iz izraza za brzinu uoCenog deliéa, v=dy/dt, i veze m=pt, zamenom u izraz za kineti¢ku
energiju, dobijamo:

mv2

Ek = — = 1prAzcozsinzoo(t—i) (11.41)
2 2 c

Potencijalna energija elasticne sredine podvrgnute relativnoj deformaciji AL/L je, prema relaciji (9.22):

ES
L

wm
N

AL (11.42)

gde je S povrSina bazisa, a L duzZina uolene zapremine t. Uvodeéi umesto Young-ovog modula E,
koeficijent elastiCnosti oo=1/E i mnozeci gornji izraz sa L/L, bice:
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L A(A_L)is 1149
P= 2 al L ' '

Ovde je LS=t zapremina deformisanog tela, dela sredine, a AL/L se moze izraziti kao dy/dx. Tada

je:
Ep = li(d_yjzr (11.44)
P a \ dx '

Kako je iz jednaline talasa dy/dx = (Aw/c)sinm(t-x/c), biée:

11 22¢x 2 X
Eh=— —A ® —sin |[o(t—— 11.45
p= 2 [o¢-)] (11.45)

Poredeci (11.41) i (11.45) vidimo da se Ek i Ep menjaju u istoj fazi, istovremeno dostizu
maksimalne odnosno minimalne vrednosti. Ovo je bitna razlika od energije oscilovanja izolovanog
tela, gde je pri maksimalnoj vrednosti Ek bilo minimalno Ep, i obrnuto.

Dalje, pri oscilovanju izolovane taCke je ukupna energija te tatke konstantna. Kod
talasa, pak, za jedan element sredine energija nije konstantna. Energija se pri tom prenosi
sa uoctenog na susedne delove sredine.

Sabiranjem Ek i Ep dobijamo ukupnu energiju talasa:

2

1
E=Ek+Ep=E(
ac

+p)A20321. sinz[w(t—é)] (11.46)

Posto je brzina Sirenja talasa u elasti¢noj sredini data izrazom

\F [1
c= |—=[|— (11.47)
p Vop

kona¢no za energiju talasa dobijamo izraz:
X
E = pAzcozr. sinz[oa(t——)] (11.48)
C

Dakle, energija dela elasticne sredine kroz koju se prostire talas proporcionalna je kvadratu amplitude
oscilovanja, kvadratu frekvence talasa i gustini sredine, i "teCe sa talasom". Naglasimo takodje da je
zbog kvadrata sinusne funkcije frekvenca promene energije u uotenom delu sredine dva puta veca
od frekvence talasa.

Gustina_energije, €, definiSe se kao odnos energije uotenog dela sredine i njegove zapremine:

E
T

€= = pAzwzsinz[m(t—g)] (11.49)

Dakle, gustina energije je promenljiva kao i sama energija. Posle polovine perioda gustina energije
ponovo dobija prvobitnu vrednost. PoSto je srednja vrednost kvadrata sinusa sa vremenom jednaka
1/2, za jedan period, to je:

1
<g> = E pA20)2 (11.50)
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Kako energija nije lokalizovana u datom delu sredine, ve¢ se prenosi zajedno sa prostiranjem
talasa kroz sredinu, to se moze uvesti pojam fluksa energije. Fluks energije je energija koja prodje
kroz uoCenu povrSinu sredine u jedinici vremena. Kroz povrSinu S ée za vreme T, kreCuéi se
brzinom prostiranja talasa c, prote¢i energija

E = <e>.c.T.S (11.51)
Odavde c¢e srednji fluks, za vreme T, biti

<P> = <e>.c.S = (1/2)pA2u)20.S (11.52)

Dakle srednji fluks energije kroz povrS§inu normalnu na pravac
prostiranja talasa srazmeran je proizvodu srednje gustine energije,
brzine c i povrSine S, slika 10.14.

Gustina fluksa energije je fluks po jedinici povrSine, tojest

Slika 11.14. Fluks energije
<U> = <e>.c (11.53)

PosSto je brzina talasa ustvari vektorska veli¢ina i <U> se moze smatrati vektorom i naziva se po
ruskom nau€niku Umovljev vektor.

U sluéaju sfernih talasa moze se pokazati da je srednja gustina fluksa energije obrnuto
proporcionalna kvadratu rastojanja od izvora talasa

<P> <P> 1
<U> = = o — (11.54)

S  4R? R?2

Ovo je i bilo logiéno ocekivati poSto energija zavisi od kvadrata amplitude A, a ova se kod sfernih
talasa menja kao 1/R, sa udaljenjem od izvora.

Sve ovo vazi u idealizovanom slu€aju. U realnosti se deo energije apsorbuje pretvaraju¢i se
u unutradnju energiju sredine (toplotu), zbog postojanja unutradnjeg trenja sredine (Zato su morski

talasi topli!).
Gubitak energije se manifestuje preko smanjenja amplitude talasa. Ako to smanjenje izrazimo
kao —dA=rAdx, sledi da je amplituda A = Age™, odnosno gustina energije g(x) = goe-2rx = soe-kx pri

¢emu se k=2r naziva koeficijentom apsorpcije talasa.

11.8. Brzina prostiranja talasa u elasti¢noj sredini.

Sa brzinom prostiranja talasa smo se vec sreli, videli smo njenu vezu sa frekvencijom i
talasnom duzinom. U sluCaju zategnute zice videli smo da ona zavisi od osobina sredine, gustine
(u=m/l), i sile zatezanja zice (T):

c= |— (11.55)

U opStem slu€aju pri prostiranju talasa kroz elastitnu sredinu njihova brzina zavisi od elasti¢nih i
mehanickih osobina sredine.

Brzina Sirenja longitudinalnih talasa obrnuto je srazmerna kvadratnom korenu iz koeficijenta
elasti¢nosti sredine o i njene gustine r:
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c= _|— , odnosno c= [— (11.56)
op P

gde je E, Young-ov modul elasti¢nosti sredine.
Brzina Sirenja transferzalnih talasa zavisi od modula smicanja N:

c= |~ (11.57)

Brzina prostiranja talasa ¢ predstavlja brzinu kojom se S&iri povrSina istih faza talasa, te se
naziva i faznom brzinom talasa, c=x/t ili c=rt. Treba stalno praviti razliku izmedju fazne brzine i
brzine oscilovanja pojedinog deli¢a sredine oko svog ravnoteznog polozZaja, v=dy/dt.

Fizicar Rejli je pokazao da pored fazne brzine talasa ima smisla uvesti i pojam grupne
brzine. Ova se odnosi na slu¢aj prostiranja "slozenih" talasa koji nisu sinusoidnog karaktera, ve¢ su
superpozicija vise harmonijskih talasa, i to u sredini gde fazna brzina zavisi od frekvence.

Ukoliko je talas sloZenijeg oblika po Furijeovoj teoremi se moze razloziti na niz harmonijskih
talasa razli¢itih frekvencija. Tada govorimo prakticno o prostiranju grupe talasa. Grupna brzina je data
sa

u=c—7uE (11.58)
di

i moze biti veca ili manja od ¢ u zavisnosti od znaka dc/dA. Ova brzina ima specifican karakter i nije
u suprotnosti sa teorijom relativnosti.

Pojmovi vezani za talasne grupe ili talasne pakete su od posebnog znaCaja za kurseve
kvantne fizike.

11.9. Zvuéni talasi i njihovo prostiranje. Interferencija zvuka.

U vazduhu, kao i u svakom drugom gasu, odnosno fluidu, mehani¢ko oscilovanje se prenosi
u vidu longitudinalnih talasa. Ovi talasi, ukoliko su im frekvence u intervalu od 20—20.000 Hz mogu
da izazovu specifican osec€aj u ljudskom uhu koji se naziva zvukom.

Ukoliko je frekvencija talasa ispod 20 Hz, takvi talasi se nazivaju infrazvuk, a talasi sa
frekvencijom iznad 20.000 Hz se nazivaju ultrazvuk.

Brzina prostiranja zvuénih oscilacija je, prema prethodnom izlaganju, data sa:

c= |~ (11.59)

Ovde je Ey Jung-ov modul i po definiciji predstavlja odnos napona i relativne deformacije: Ey
= o/(AL/L).Za stub gasa je ¢ u stvari promena pritiska AP, a relativna deformacija suba vazduha se
potpunije izrazava zapreminskom deformacijom AV/V, pa se moze pisati: Ey = AP/(AVIV).

Ako predjemo na beskona¢no male veli¢ine, male promene AP i AV zamenimo sa dP i dV,
a pri tome se zbog obrnute zavisnosti P i V uvede i znak minus, sledi: Ey = —VdP/dV. Fizicke

promene parametara sredine su pri prostiranju zvuka veoma brze zbog relativno visokih frekvencija,
tako da se mogu smatrati adijabatskim, pa za gas vazi Poasonova formula za opisivanje stanja:

Y Cp
PV’ = const, pri emu je y = — (11.60)
Cy
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Ovde su C, i C, specifitcne toplote gasa pri stalnom pritisku odnosno zapremini. Diferenciranjem
Poasonove formule i zamenom u izraz za Ey dobi¢emo:

P P
=y —, i Ey=vP (11.61)

VidP + ' Tpav = o, =
dv \

Na osnovu toga, za brzinu zvuka dobijamo slededi izraz:

vP
p

Cc = (11.62)

Ako gustinu izrazimo iz jednaline gasnog stanja: PV = PM/p = RT, gde je P-pritisak, T-temperatura,
M-molekulska masa, p-gustina i R-univerzalna gasna konstanta, dobiéemo p = PM/RT. Kona¢no za
brzinu zvuka u gasovima dobijamo izraz:

Dakle, brzina zvuka proporcionalna je kvadratnom korenu iz temperature i ne zavisi od pritiska gasa.
Zavisnost od molekulske mase gasa je takodje pokazana. NaveSéemo radi ilustracije nekoliko primera

: . : o}
brzina zvuka u zavisnosti od molekulske mase gasa, na 0~ C:

Molekulska masa (ajm) gas brzina zvuka ¢ (m/s)
28 vazduh 331 m/s
32 kiseonik 315
2 vodonik 1261
44 ugljendioksid 258

Napomenimo da brzina zvuka zavisi jo$ i od vlaznosti, vetra, nehomogenosti atmosfere, itd. Iz brzine
c se mozZe eksperimentalno odrediti Cp/Cv gasa.

Prostiranje zvuka, kao longitudinalni talas, izaziva periodi¢no sabijanje i razredjenje vazduha.
Najveca razlika pritisaka (od normalnog) naziva se amplituda zvuka, a izrazava se u barima.

Srednja vrednost promene pritiska je nula, medjutim uvek se javljaju izvesne nelinearne
oscilacije viSih redova, pa zvucni talas ipak vrSi odredjeni pritisak na preprekama. Po P.N.Lebedevu
pritisak na prepreku pri odbijanju zvuka od nje se moze izraziti kao:

P = %<8'>(y+1) (11.64)

gde je <e'> srednja gustina energije stojeceg talasa oko prepreke, a y=Cp/Cv.

Sve ono $to je re€eno o interferenciji talasa vazi i za zvuk. Interferencija zvuénih talasa, kao
i odredjivanje njihove talasne duzine moze se posmatrati uz pomo¢ Kvinkeove cevi, slika 11.15. Sa A
je oznacen izvor zvuka, sa E detektor. Talas se u cevi deli na dva dela, jedan se prostire granom
ABD, a drugi ACD i spajaju se u tacki D, odnosno u detektoru. U zavisnosti od putne razlike talasa
u ove dve grane: ABD—ACD = d u detektoru, E, ¢e se zvuk pojaCavati ili oslabiti. Ako je d=(2k)A/2,
gde je k ceo broj, k=0,1,2,.., u tacki E zvuk ¢e biti pojatan. Kada je medjutim d=(2k+1)A/2, zvuk ée
biti slabiji nego u izvoru.

171



Pomoéu ovog uredjaja moze da se meri
A talasna duzina zvuka i to tzv. interferencionim
\ ( C metodom. Pomeraj kraka C izmedju dva uzastopna

B
pojaCanja zvuka predstavlja polovinu talasne duzine.
C ) Na ovaj nacin se u stvari mere srednje talasne
D —_— duZine zvuka, obzirom da je on obi¢no sastavljen iz

N talasa sa viSe razliCitih frekvencija, odnosno talasnih
E duZina. Tako je za istu sredinu, na primer za vazduh

pri brzini zvuka od c¢=331 m/s, prema vezi c=Av,
Slika 11.15. Kvinke-ova cev talasna duzina za komponente razliGitih frekvencija
sledeca:
v = 20 Hz A =331/20m = 16.5 m
500 Hz 66.2 cm
20.000 Hz 1.65 cm

Odredjivanje talasne duzine, pa ¢ak i vizuelna predstava o talasima, moguca je koris¢enjem
Kuntove cevi, prikazane na slici 11.16. U vodoravnoj staklenoj cevi je duzinu vazdusSnog stuba
moguée menjati pomoc¢u klipa U. Ako se stub pobudi zvuénom viljuskom pri odredjenoj duzini ¢e se
uspostaviti stojeCi talas nakon odbijanja o drugi kraj cevi. Sitne Cestice plute u horizontalnoj cevi ¢e
dati sliku stojecih talasa.

Sposobnost  Coveka za  ocenjivanje

. —mmm U— pravca zvuka zasniva se na binauralnom efektu-
—Jh oo AR RN ——— sposobnosti zvuénih receptora i nervnog sistema
da registruju fazne razlike dospelog zvuka u oba

Slika 11.15. Kuntova cev uha (stereo).

11.10. Subjektivne karakteristike zvuka. Infrazvuk.

Pri subjektivnom osecaju zvuka razlikuju se tri njegove osobine: visina, boja i jacina.
Visina zvuka odredjena je njegovom frekvencom, viSi zvukovi odgovaraju talasima sa vecom
frekvencom, i obrnuto.
Boja je odredjena karakterom oscilovanja, obi¢no zvuk nije harmonijski ve¢ sloZzen. Slozenost talasa
odredjuje boju zvuka.
Jadina je odredjena koli¢inom energije koju zvu¢ni talasi prenesu u jedinici vremena kroz jedini¢nu
povrSinu normalno na pravac prostiranja. Ta energija, odnosno jatina, kao $to smo vec videli, zavisi
od kvadrata amplitude i kvadrata frekvencije, dakle zavisi i od visine zvuka.

Ljudsko uho medjutim nije podjednako osetlivo na sve frekvencije. Na slici 11.17.
predstavljena je zavisnost pritiska i energije zvuka, u tzv. oblasti ¢ujnosti, u zavisnosti od frekvencije
zvuka.

L(db)
= . GRANICABOLA —
= 85T 1007 ~ T
B85 8 S £
© O S a =
=" OC+ 80T 1

)

[
o

L 60T

4 i - 102 + 1 0»6
OBLAST
10477 40+ GOVORA 1 103 _»10.3

107 20 7 granicA 100 710
o CUINOSTI 5 12
10 T 0 —~— 10 r10
10 10° 10° 10" v(Hz)

Slika 11.17. Zavisnost raznih karakteristika zvuka od frekvence
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Subjektivna jaCina ne moze tatno da se meri kvantitativno. Ocena jacine zvuka vr§i se na osnovu
Veber-Fehnerovog psihofizickog zakona, po kome je promena intenziteta proporcionalna logaritmu
koliénika energije nadrazaja i energije na pragu Cujnosti. Na osnovu toga ustanovljena je skala u
kojoj se prag €ujnosti uzima za nulti nivo-lg, i to na frekvenci od 1000 Hz. Subjektivna jagina zvuka
data je pri tom sa:

L = k log(l/lp) (11.65)

Za k=1 ova formula za jedinicu jagine zvuka ima 1 Bel, a za k=10, jedinica je decibel. Cesée se
koristi decibel. Radi ilustracije u tabeli su prikazane neke karakteristicne vrednosti jaCine zvuka.

- 2

OPIS L (decibela) 1102 wimd)  P(0° Pa)
tihi $apat 30 10 6.4x10°°
koraci 40 107° 2x1072
glasan govor 70 1072 0.4
prometna ulica 90 1 6.4
orkestar fortisimo 100 10 20
avionski motor na 3 m 130 1O+4 1000

Pri tom su energije zvuka relativno male. Govor 2000 ljudi 1,5 Casova mogao bi tek da
izazove klju€anje jedne €aSe vode.

INFRAZVUK je, kao Sto je ve¢ reCeno, mehanicki talas frekvence ispod 20 Hz. Prirodni izvori
ovakvog zvuka su: zemljotresi, erupcije vulkana, oluje, udar morskih talasa o hridi, itd. Ves&tacki izvori
bi bili: oscilacije u turbinama, SUS mortorima, saobraéajnim sredstvima u kretanju, topionicama
metala, itd.

Pri prolasku infrazvuka kroz sredinu Kkoeficijent apsorpcije (k=27%) je mali, sposobnost
preno$enja na vece daljine je izrazena.

Rasejanje ovih talasa na nehomogenostima sredine je takodje veoma malo zbog velikih
talasnih duzina u poredjenju sa veli¢inom lokalnih nehomogenosti.

Iz navedenih razloga infrazvuk se moze prenositi do na desetine hiljada kilometara. (Ovde
treba podvuéi analogiju sa elektromagnetnim radiotalasima velikih talasnih duzina-malih uestanosti
koji se prostiru na velika udaljenja). Sa druge strane kako brzina zvuka ne zavisi od frekvence,
brzina infrazvuka je velika u poredjenju sa brzinom Sirenja nepogoda u smislu prirodnih izvora
infrazvuka, odnosno sa brzinom vetra, oluje ili druge nepogode koja emituje infrazvuk i time
upozorava na svoje prisustvo.

Infrazvuk niskih frekvencija detektuje se u vazduhu osetljivim barometrima, a zvuk "viSih"
frekvencija se detektuje koriS¢éenjem mikrofona velikih dimenzija, u vidu radara.

11.11. Ultrazvuk i primena.

ULTRAZVUK predstavlja mehanicke talase sa frekvencijom ve¢om od 20.000 Hz, odnosno 20
kHz. Ovo istovremeno podrazumeva veoma male talasne duzine.

Zbog ogromnih frekvenci zvuéni izvori ultrazvuka moraju imati male dimenzije - slobodni
oscilatori moraju biti manji od 3 mm. PoSto se ovakve oscilacije brzo priguSuju, njihovi izvori moraju
biti prinudni oscilatori. Glavni izvori ultrazvuka su:

— obrnuti piezoelektrini efekat,

— magnetostrikcija (i elektrostrikcija).

Obrnuti piezoelektricni efekat je pojava da se ploCica, izrezana na odredjen nacin iz
piezokristala (kvarc-SiO2, amonijum-dihidrogenfosfat-NH4HoPO4 i dr.) pod dejstvom promenljivog
elektricnog polja deformiSe - rasteze i skuplja. Na taj nacin se elektricno oscilovanje pretvara u
mehani¢ko, a ovo predstavlja izvor ultrazvuka. (Direktan piezoelektricni efekat je pojava naelektrisanja
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na kristalu koji se mehanicki deformiSe). Najveéa amplituda ovako nastalih talasa se postize kada se
uspostavi rezonancija izmedju frekvence elektricnog polja i sopstvene frekvence kristala. Na ovaj
naCin se postizu frekvence do 50 MHz, sa gustinom fluksa energije (koji je srazmeran kvadratu

uCestanosti) i do 0,5 kW/cm®. Ovo je pola miliona puta vece od jacine zvuka velikog orkestra (10'3

W/cm®).

Magnetostrikcija je pojava da Stapi¢i od magnetnog materijala (Co, Ni, Fe i njihove legure)
menjaju linearne dimenzije pod dejstvom spoljaSnjeg magnetnog polja usmerenog duz njihove ose. U
rezonanci sa promenjivim magnetnim poljem na taj nacin se dobija ultrazvuk frekvence do 0,2 MHz.

Takodje neke Zivotinje mogu da proizvode ultrazvuk (delfin, slepi mis).

Za pracenje prostiranja, spektralnu analizu i merenje intenziteta ultrazvénih talasa primenjuju
se piezoelektriCni i magnetostrikcioni pretvaraci. Prvi se zasniva na direktnom piezoelektricnom efektu:
pri sabijanju ili rastezanju piezoelektricne kristalne
ploCice ona se polarizuje-na njenim stranama nastaje potencijalna razlika srazmerna deformacionom
pritisku. Ovaj promenljivi elektricni potencijal se registruje prijemnim uredjajem i tako se mere
frekvenca i amplituda ultrazvuénih talasa. Merenje intenziteta ultrazvuka se pored niza drugih metoda
najuspesnije izvodi na osnovu zagrevanja smole koja apsorbuje energiju ultrazvuka.

Brzina ultrazvuka zavisi od elastiCnih svojstava sredine, kao i kod ostalih zvuénih talasa.
Medjutim zbog male talasne duzine (A<17 mm), ovi talasi su specifini. Ravan ultrazvuéni talas se
prostize u elasticnoj sredini u vidu uskih usmerenih snopova koji se nazivaju ultrazvu€ni "zraci".
Njihovo odbijanje i prelamanje se odvija po zakonima geometrijske optike, pa se za njih Cesto koriste
i uredjaji kao 8to su ogledala, sociva i prizme. Ovi uredjaji se prave od materijala koji imaju pogodan
akusti¢ni otpor odnosno odredjenu vrednost proizvoda gustine i frekvencije zvuka rxn.

Zbog visoke frekvencije ultrazvuk raspolaze velikom gustinom fluksa energije. Intenzitet

ultrazvuka je takodje mnogo veéi nego kod ostalih zvuénih talasa i iznosi od 10—1000 W/cm2. Stoga
se ultrazvuk koristi u radu mikrotalasnih pecnica.

Posto je koeficijent apsorpcije, k=2, za mehaniCke talase proporcionalan frekvenci, v, i
kinetickoj viskoznosti, 1/p, ultrazvuk se veoma brzo apsorbuje u vazduhu (malo p), a slabije u vodi.

Zbog svojih fizickih karakteristika (mehani¢kog, toplotnog, fizickohemijskog i bioloSkog dejstva)
ultrazvuk ima zna€ajnu primenu u nauci i privredi.

Mehani¢ko dejstvo na supstancu se manifestuje njenim mikrodeformacijama prouzrokovanim
brzim adijabatskim sabijanjem i rastezanjem delova sredine.

Zbog velike frekvencije, amplitude brzine ®A, amplitude ubrzanja 0)2A i zvuénog pritiska
APm, daleko su ve¢e nego kod zvucnih talasa iste amplitude, $to veé pri gustini fluksa energije od

10 W/cm2 izaziva ireverzibilne efekte drobljenja materijala. Pri gustini fluksa energije od 40 W/cm2 je
APm=1 MPa, a pri frekvenci od v=1 MHz amplituda ubrzanja ide do @2A = 4,8x106 m/s2 , Sto je

oko 5x105 puta veée od ubrzanja sile Zemljine teze. Ovo je jo$ izrazitije ukoliko se talasi fokusiraju

na male delove sredine pomocu sabirnih ultrazvuénih soCiva. U te¢nim sredinama ultrazvuk izaziva

pojavu kavitacije (neprekidno obrazovanje i iS€ezavanje unutradnjinh Supljina) sredine sa naglim

promenama pritiska i gustine.

Ova dejstva ultrazvuka na sredine u kojima se prostiru se koriste u sledece svrhe:

e razaranje Cvrstih i tenih tela, slozenih molekula i mikroorganizama,

e za dispergovanje materijala i dobijanje emulzija i suspenzija (boje, lakovi, kozmetika, farmacija,
industrija izrade majoneza, margarina, zubne paste, itd.),

e CiS¢enje zama&Cenih povrsina, odstranjivanje oksida; koriS¢enjem tzv. ultrazvuénog kupatila,

e za "taCkasto" zavarivanje i spajanje poluprovodnickih elemenata (izrada trioda i dioda),

e razgradjujuée dejstvo znatno se poveéava dodavanjem abraziva-poliraju¢ih praskova (Al-oksid, Si-
karbid, i dr.),

e Koristi se i za buSenje malih otvora u krtim materijalima (staklo, keramika, porcelan) i to
posredno koris¢enjem abraziva,

e za ubrzavanje procesa u lakoj industriji: bojenje tekstila, Stavljenje koze,

e ultrazvuk koaguliSe aerosole pa se tako "hvataju" Cestice dima pri prolasku kroz zastitne filtre.
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Posebno se pravolinijsko i lokalizovano prostiranje ultrazvuka koristi za odredjivanje lokacije
defekata u homogenim sredinama. To se radi tako S$to se kroz materijal usmeri kratak impuls
ultrazvuka i registruje se njegov eho-odbijeni talas o prepreku ili defekat sredine. Udaljenje prepreke
od povrsine ¢e biti £ =cAt/2. Na tom principu rade dubinomeri, hidrolokator u navigaciji brodova, itd.
Zbog vece gustine i dometa ovo se naroCito koristi u vodi. Na osnovu promene frekvence eho-
signala prema Dopler-ovom efektu se odredjuje brzina kretanja objekta u vodi (podmornice).

Uloga ultrazvuka je nezamenijiva u ispitivanju krutih tela. U njih svetlost prakticho ne prodire,
rendgensko zralenje moze da se koristi za male dubine, a ultrazvuk moZe da se Koristi za ispitivanje
homogenosti i defekata u metalima na dubini do 10 m.

U principu se ultrazvu¢na defektoskopija zasniva na slede¢im metodama:

—metoda "zvuéne senke",

—impulsna i

—rezonantna metoda.
@ Metodom "zvuéne senke" materijal koji se
- izvor - ispituje prosvetljava se ultrazvuCnim talasima iz

pokretnog izvora. Sa druge strane ispitivanog

A

- predmeta postavlja se detektor ultrazvuka. Ako u

materijalu postoji defekat, talasi ¢e se na njemu
pojaCano rasejavati, intenzitet talasa u detektoru je
slabiji, on se nalazi u senci defekta, koji se na taj

L(j detektor Lg nadin identifikuje, slika 11.18.
Impulsna metoda je slicna principu rada
Slika 11.18. Metod zvuéne senke hidrolokatora, slika 11.19. Iz izvora se kratak
) ultrazvuéni talas u vidu impulsa ili paketa usmeri u
Izvor detektor srediste materijala koji se ispituje. U detektoru koji je

u neposrednoj blizini izvora hvata se eho-odbijenog
signala. Signal ¢e biti registrovan tek ako usmereni
zrak naidje na prepreku u vidu defekta koji se tako

utvrdjuje.
Rezonantna metoda se =zasniva na pojavi
formiranja stojeéih talasa ultrazvuka u ispitivanom
materijalu (na primer zid cevi konstantne debljine d) i
Slika 11.19. Impulsni metod to tako da je frekvenca talasa jednaka v=nc/2d. Ako
defekat postoji u materijalu, nastace poremecaj uslova

rezonance i naruSavaju se stojeéi talasi, $to se posebno registruje.

Velika prednost primene ultrazvuka u nauci i tehnici je njegova relativno mala brzina (u
poredjenju recimo sa brzinom svetlosti), kao i malo A. Ove pogodnosti su uslovile razvoj nove
discipline koja se naziva "molekularna akustika" i izu¢ava mikrofenomene u gasovima i teCnostima.

Ultrazvuk velike energije ispoljava raznovrsne efekte na Zzive organizme-ubija i razara Eelije
efektom kavitacije, oStecuje ili zagreva tkivo. Dosta se koristi u medicini za le¢enje (veéi intezitet) ili
dijagnostiku (manji intenzitet). MoZze da se koristi za leCenje Parkinsonove bolesti (tumore mozga),
razbijanje kamena u zuci, neuroloSke operacije, itd. Takodje se koristi i za sterilizaciju, i posebno za
sterilizaciju proizvoda (mleka).

Dijagnostika ultrazvukom u medicini se Kkoristi na osnovu primene jedne od metoda:
prozraCivanje, lokacija, Doplerov efekat. Doplerov efekat se koristi za ispitivanje kretanja organa u
organizmu, kao i za ispitivanje trudnoce.
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Xil

PRIRODA SVETLOSTI | NJENE OSNOVNE FIZICKE OSOBINE
GEOMETRIJSKA OPTIKA

Prve teorije o prirodi svetlosti su nastale na prelazu iz 17 u 18 vek. Do tada nije bilo
ozhiljnijeg pokuSaja da se objasni fizicki proces koji omogucuje da se "vide" okolni predmeti, ali su
konstatovane neke osobine svetlosti. Primeceno je da se predmeti mogu videti i ako ne emituju svoju
svetlost, ve¢ reflektuju svetlost drugih predmeta. Takodje je konstatovano pravolinijsko prostiranje,
odbijanje i prelamanje na granici dveju sredina.

Prvu teoriju je dao Ch. Huygens (1690). On je tvrdio da je svetlost "talasanje hipotetickog
svetlosnog etra", koji se nalazi u svim telima, sredinama, pa i u vakuumu. Uspeo je da objasni
zakone odbijanja, prelamanja, pa i dvojnog prelamanja svetlosti, ali ne i pravolinijsko prostiranje
svetlosti.

J. Newton (1704) predpostavlja da iz izvora svetlosti izle€u neke "Cestice naroCite vrste" koje
udarom u oko izazivaju osecaj vidjenja. Objasnio je pravolinijsko prostiranje svetlosti, ali prelamanje i
odbijanje samo kvalitativno.

Pocetkom 19 veka Th. Young i J. Frenel ponovo zakljuuju da je svetlost talasne prirode i
da predstavlja transverzalne talase svetlosnog etra. Dakle etar je morao da ima i osobine CGvrstog
tela (samo u njima su moguéi transverzalni talasi), kao i neke druge protivurene mehani¢ke osobine.

Tek je J. C. Maxwell (1878) svojom teorijom elektro-magnetnog zra¢enja savladao sve
protivure€nosti. Zaklju€io je da je svetlost elektromagnetni talas, sa veoma malim talasnim duzinama.

Na osnovu ove teorije u pravcu svetlosnog zraka se prostiru istovremeno dva talasanja i to
talas elektricnog polja, E, i talas magnetnog polja, B. Posto elektromagnetizam nije predmet naseg
kursa, ove veliCine ¢éemo samo pojmovno definisati kao posebne vidove fizitkog polja (analogno
pojmu gravitacionog polja). Jacina polja i ovde predstavlja silu po jedinici fizicke veli¢ine o kojoj se
radi, u naSim slu¢ajevima po jedinici naelektrisanja (q), odnosno namagnetisanja (ili magnetnog
momenta-m). Podsetimo se takodje pojmova u primeru kretanja naelektrisane Cestice pod dejstvom
sile F = F ).

Kretanje naelektrisanja, kao izvora elektricnog polia E, po harmonijskom zakonu, izaziva
harmonijsku promenu polia E odnosno njegovo prostiranje u vidu transverzalnog talasa. Za razliku
od mehanickih talasa, ovde se Cestice sredine ne kreéu (niti su neophodne), veé se prenosi sama
promena polja.

U ravnom elektromagnetnom talasu vektor jatine elektritnog polia E i vektor magnetne
indukcije B osciluju u fazi (jer jedan indukuje drugi) i normalni su uzajamno i na pravac prostiranja
svetlosti. Svetlost je prosta ili monohromatska ako su E i B proste harmonijske funkcije vremena.
U tom slu€aju je definisana frekvenca n od koje zavisi subjektivni utisak boje svetlosti, ukoliko se
vidi, kao i talasna duzina | i brzina svetlosti c. Svakako da i ovde vazi veza: A = c/v = cT. Cesto se
kao karakteristika talasa uzima tzv. talasni broj koji je jednak broju talasa na 2p jedinica duzine u
vakuumu: k = o/c = 271t/A.

Iz Maxwell-ovih jednagina ne sledi da vektor E treba da ima neki stalni pravac u ravni
normalnoj na pravac prostiranja. U ops$tem sluéaju vrh vektora E opisuje proizvolinu krivu u ravni
normalnoj na pravac prostiranja, a). Ako vrhovi vektora E i B monohromatske svetlosti opisuju u
ravni normalnoj na pravac prostiranja elipsu, krug ili pravu, svetlost se naziva elipticno, kruzno ili
linearno polarizovana, slika 12.1., slu¢aj b), c) ili d).
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a b C d
Slika 12.1. PoloZaj vektora E i B kod nepolarizovane i polarizovane svetlosti

Pri tome vrh vektora moze da rotira udesno ili ulevo (sem za linearnu polarizaciju, gde ne rotira), pa
se karakteriSe jo§ i nazivom desno ili levo polarizovana svetlost. U sluaju linearno polarizovane

svetlosti raspored E i B za talas koji se prostire duz x-ose, u odredjenom trenutku vremena,

prikazan je na sl. 12.2.

~-

| )

Slika 12.1. PoloZaj vektora E i B kod linearno polarizovane svetlosti

Brzina prostiranja monohromatske svetlosti u vakuumu je Kkonstantna i na osnovu
elektromagnetne teorije data je izrazom:

C= —— (12.1)
80“0

gde su gg i Lo dielektricna konstanta i magnetna permeabilnost vakuuma, 80=8.85X10-12 F/m,

(Farad je jedinica za kapacitet i jednaka je C/V), IVL0=1.26x10_6 H/m, (Henri je jedinica za
induktancu). Na osnovu toga je:

¢ = (2.997925 * 0.000003)X108 m/s,

odnosno priblizno 3x108 m/s

U svakoj drugoj sredini (sem vakuuma), talas izaziva poremeéaj sredine koji se povratno
odrazava i na njega izazivaju¢i kaSnjenje odnosno usporavanje talasa. Brzina je u tom slu€aju data
sa:

1

1 1 c
VvV = = =
Ver el Ve, (e,

gde su g i pr relativna dielektricha konstanta i magnetna propustljivost date sredine. Posto se

(12.2)

svetlost prostire samo kroz "providne" sredine (vazduh, staklo, voda) koje nemaju magnetna svojstva
i za koje je relativna magnetna propustljivost py= 1, sledi:
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ve = (12.3)

Odnos brzina svetlosti u vakuumu i u nekoj drugoj sredini naziva se apsolutni indeks
prelamanja i funkcija je relativne dielektricne propustljivosti te sredine

= e, =1 (12.4)

Za najveéi broj prozirnih supstanci apsolutni indeks prelamanja se kreée u granicama 1,2<N<24.
Karakteristicno je da ¢r za viSe frekvence zavisi od v, odnosno smanjuje se sa v. Na osnovu relacije

C
N=—
\'

(12.3) ¢e i brzina svetlosti, za datu sredinu, biti obrnuto proporcionalna frekvenciji.

Elektromagnetno zraenje se prema talasnoj duzini deli na nekoliko vrsta, poCev od radio-
talasa sa najve¢im A, preko toplotnog, infracrvenog i vidljivog do ultravioletnog-UV, X i y—zracenja.
Opsezi talasnih duzina ove uslovne podele prikazani su na sledecoj, logaritamskoj, skali:

10° 10° 10° 1 10° 10°
| | | H ! | 1 ] | 1 || | || | | | )Q (nm)

L 101 [ ) [

radiotalasi Lo = 14 Xezracl | _
) —i8r . y-zrac
iinfracrveno ZLuv; o
! ! |
i opticko :

Vidljiva svetlost obuhvata elektromagnetne talase sa talasnim duZinama u intervalu od 400-

800 nm, odnosno frekvencom u intervalu od (7,5-3,8)x1014 Hz. U praksi se koriste i jedne i druge
veli¢ine, odnosno odgovarajuée jedinice, i to ako se detekcija svetlosti vrsi elektriCnim putem meri se
v, a optickim putem meri se A.

Pomo¢u Maxwell-ove teorije je bilo moguée objasniti ve¢inu osobina svetlosti, medjutim nije
bilo moguée objasniti samu prirodu-nastanak zraCenja. Ovaj problem je reSen tek kasnije Planck-
ovom "kvantnom teorijom zracenja".

Kvantna teorija zraenja je objasnila sam ¢&in nastanka elektromagnetnog zraenja. Po njoj
svetlost nastaje prelaskom elektrona sa viSeg na nizi energijski nivo u atomima i molekulima
emitujuéi pri tom "kvant' energije tatno odredjenog iznosa, koji zavisi od frekvence:

E = hv (12.5)

gde je h = 6,624x10'34 J.s tzv. Plankova konstanta. Pri prostiranju zraCenja ovi kvanti su relativho

lokalizovani (tzv.talasni paketi) u prostoru - pomerajuéi se brzinom talasa. Nazivaju se "fotoni".

Ova teorija je naknadno, za razliku od Maxwell-ove (koja se moze smatrati njenom makro-
aproksimacijom) uspela da opiSe i pojave kao Sto su Fotoelektricni i Comptonov efekat. Medjutim
pojave samog prostiranja, interferencije i difrakcije svetlosti se i dalje opisuju samo elektromagnetnom
teorijom. U optici se stoga komplementarno koriste elektromagnetna i kvantna teorija svetlosti
izrazavajuéi njenu "dualistiCku" prirodu.

Mnoge pojave se mogu tumaciti bez poznavanja stvarne prirode svetlosti. Tim pojavama se
bave geometrijska optika i fotometrija. Ostale pojave su predmet tzv. fizicke optike i neée sada biti
razmatrane.
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12.1. Fermatov princip i osnovni zakoni geometrijske optike.

Osnovni pojam geometrijske optike je svetlosni zrak - linija duz koje se prostire svetlosna
energija - talas. Osnovni zakoni se odnose na prostiranje svetlosti i njeno ponasSanje na granicama
sredina razli¢itog indeksa prelamanja. Pojam svetlosnog zraka ovde treba uslovno shvatiti, praktiCno
nije moguée dobiti snop koji bi bio makar priblizno identi¢an sa geometrijskim pojmom zraka-prave
linije. Ako se zrak pokuSa dobiti propustanjem svetlosti kroz veoma mali otvor dolazi do savijanja,
difrakcije svetlosti. Stoga su zakoni geometrijske optike zadovoljeni samo kada su otvori ili prepreke
veci od A, a time i Sirina zraka. Jedino se u tom slutaju ne mora voditi ratuna o talasnim pojavama
kao Sto su difrakcija, interferencija ili polarizacija.

Iz taCkastog izvora svetlosni zraci izlaze u svim pravcima i divergentni su (ili homocentricni).
Ako se na neki nacin, na povrSini G, promeni pravac zrakova tako da se seku u jednoj tacki, ta
tatka je "lik" (S') svetlosnog izvora (predmeta-S). Kada je lik dobijen u preseku samih zrakova tada
je stvaran ili realan. Ako se presecaju samo produzetci zrakova u suprotnom smeru od smera
prostiranja, dobija se nestvaran, virtuelan ili imaginaran lik, slika 12.3.b).

a b

G G

Slika 12.3. Obrazovanje lika u preseku zrakova

Realan lik se moZe dobiti na zaklonu, a imaginaran ne moze.

Geometrijska optika u sustini prou¢ava razli¢ite sluCajeve dobijanja likova i bazira se na
odredjenim zakonitostima. Osnovni zakoni geometrijske optike, ima ih Cetiri, su eksperimentalno
utvrdjeni, a mogu se dokazivati odnosno dobiti kao posledica zakonitosti koja se naziva Fermatov
princip ili princip najkra¢eg opti¢kog puta, i glasi:

Svellost se uvek prostire po najkracem optickom putu.

Pod optiCkim putem dgo se podrazumeva geometrijsko rastojanje d izmedju dve tacke iste
optitke sredine pomnozeno sa apsolutnim indeksom prelamanja te sredine: dg = N.d. U homogenim
sredinama Fermatov princip je jednostavan jer je dg proporcionalno sa d. Homogene sredine su one

u kojima je indeks prelamanja isti duz proizvoljnog pravca. lzotropne su one sredine kod kojih je N
isto u svim pravcima.

U opStem slu€aju, za proizvoljnu sredinu, Fermatov princip glasi: Svetlost se uvek krece onim
putem zmedju dve tacke za koji joj je potrebno najmanje vremena. Veza izmedju vremenskog
intervala i predjenog puta d/ je

ds ds
dt= — =N— |
\' C
jer je v=c/N, odakle je:
N
t=|—-d¢ . (12.6)
C
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Za homogenu sredinu je do=c.t= IN -dl =Nd, jer je N=const.

U opstem slu€aju, dakle, dg i d nisu jednaki, a €esto ni srazmerni. PoSto je N>1, dg>d.

Jednakost vazi samo za vakuum.

Osnovni zakoni geometrijske optike su slededi:
| Zakon pravolinijskog prostiranja svetlosti: U vakuumu i opti¢ki homogenim sredinama svetlosni
zraci su prave linije.
Il Zakon nezavisnosti svetlosnih zraka: Kroz istu tatku prostora moze istovremeno prolaziti viSe
svetlosnih zraka i oni ne deluju jedan na drugi.
lll Zakon odbijanja: Upadni zrak zaklapa sa normalom na povrSinu (od koje se odbija) ugao koji
je jednak uglu koji sa normalom zaklapa reflektovani zrak. Oba zraka i normala leze u istoj ravni.
IV Zakon prelamanja: Svetlosni zrak prilikom prelaska iz jedne u drugu opticku sredinu (razligitih
gustina) menja svoj prvobitni pravac. Odnos sinusa upadnog i prelomnog ugla jednak je
relativnom indeksu prelamanja za te dve sredine i zavisi od talasne duzine A.

Zadrzaéemo se samo na druga dva zakona.

ZAKON ODBIJANJA. Na osnovu Fermatovog principa,
u dokazu ovog zakona, se na reflektujuéoj povrSini trazi
tatka O takva da put AOB bude najkradi. KonstruiSimo
B' takvo da su B i B' simetritcne u odnosu na
reflektujuéu povrSinu. Za ma koji polozaj tacke O
vazice da je OB=0OB' i prema tome AO+OB=A0O+OB'
Najkraée rastojanje izmedju dve tacke je prava, pa je
! . prema tome opticki put AOB odnosno N(AO+OB)
i B najmanji ako O lezi u preseku AB' i reflektujuée

h povrSine. |z geometrijskih razloga je tada i a'=a i zrak
Slika 12.4. Zakon odbijanja svetlosti OB lezi u upadnoj ravni zajedno sa AO i normalom
00, slika 12.4.

ZAKON PRELAMANJA (Snellius-ov zakon). | ovde se polazi u dokazivanju od Fermatovog principa.
Postavimo sistem kao na slici i predpostavimo da se zrak kreée od A preko C do B i da se sve tri
tatke nalaze u xOy ravni, slika 12.5.

Tatka C treba da se nalazi na x-osi tako da je optiCki put ACB najmanji. Taj put se prema

prilozenoj slici moze izraziti preko koordinata tataka A, C i B:

do = N{AC+NoCB = N1+/(z —2;,)* + 42 + No+/(z, —7)* + 93 (12.7)

Trazeni polozaj tatke C se dobija iz uslova minimuma optiCkog puta odnosno izjedna¢avanjem prvog

y

izvoda sa nulom, d(dg)/dx = O:

A

Alxy,yy) v, @-2) v, (z, — ) (12:8)
1C(:,0) ? §to se prema slici moze napisati kao:
N1sin(ot1)=Nasin(ap) (12.9)
B(x2.,) odnosno:

Slika 12.5. Zakon prelamanja svetlosti
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sina, _ N, =n 12.10
. = =Ny (12.10)
sina., N,

Do istog odnosa se moze doci i trazenjem uslova da vreme prolaska zraka od A do B bude
najkrace. Ako su brzine prostiranja svetlosti u razli€itim sredinama v1 i vo respektivno, bice:

AC CB
t=t4 o = —+—
Vi Va

Ako se AC i CB izraze kao i gore preko Pitagorine teoreme, iz uslova dt/dx=0 se dobija istovetan
rezultat.

Pojam apsolutnog indeksa prelamanja smo veé uveli, kao odnos brzine svetlosti u vakuumu i
u posmatranoj sredini (N1 = c/vq ili No = c/vo). Ovde ¢emo definisati relativni indeks prelamanja, kao
odnos brzina svetlosti u dve razli¢ite sredine, Sto je u stvari odnos apsolutnih indeksa prelamanja tih
sredina: n12 = N2/N1.

Sredina u kojoj se zrak prelama pod uglom manjim od upadnog (ka normali) naziva se
opticki gusca.

Na kraju pokazimo kako se geometrijski
konstruiSe prelomljeni zrak ako su nam poznati apsolutni
indeksi prelamanja za dve sredine, slika 12.6. Sa
centrom u tatki C konstruiSu se krugovi sa
polupre€nicima brojno jednakim indeksima prelamanja.
N Normala na grani¢nu povrSinu u A-preseku kruga

2 polupreCnika Nq i pravca upadnog zraka seCe krug

polupreCnika No u B. Prema slici je sin(aq) = d/Nq i

sin(ap) = d/No, a njihov odnos je:
Slika 12.6. Princip konstrukcije .
prelomljenog zraka sin oy _ N>
sina,  Np

TOTALNA REFLEKSIJA. Pri prelasku iz opticki gus¢e u redju sredinu prelomni ugao je veéi od
upadnog. Upadni ugao pri kome je oo = 90° se naziva graniCni ugao (ogr). Za vece upadne uglove
(oi1) zrak se u potpunosti reflektuje—totalna refleksija, slika 12.7. Vrednost grani¢nog ugla se dobija
na slede¢i nacin:

sinaty N, _ .
sin90 N, “?
odnosno:
sin(agr) = n12
i : v Ako je redja sredina vakuum (vazduh) za koji je No=1, a
2 /Z& N1 obelezimo sa N, bice:

agr = arcsin(%) (12.11)

_ B ksi laseni K . < .
Slika 12.7. Totalna refleksija U pra. si se na azenjer'n Ogr za.ne u sredinu moze odrediti
njen indeks prelamanja. Tako je na osnovu podataka sa
slike 11.9. odredjeno ogr za granicu staklo/vazduh, a

navedena je i vrednost za granicu voda/vazduh.
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Posmatracu u opticki guscoj sredini (u vodi) se predmeti iz opticki redje sredine Gine sazetim,

jer je sve (iz ugla od 1800) preslikano u konus ugla 2ogr. Inae samo prelamanje ima niz posebno
interesantnih pratec¢ih optickih efekata.

INTENZITET REFLEKTOVANE SVETLOSTI. Pri dolasku na grani¢nu povrSinu jedan deo svetlosti se
odbija-reflektuje, a drugi prelama. Koji deo intenziteta se reflektuje, nije moguce odrediti na osnovu
zakona odbijanja i prelamanja. To je moguce na osnovu elektromagnetne teorije svetlosti, Sto je van
okvira ovog kursa. Ovde ¢emo samo navesti da odnos intenziteta reflektovane (R) i upadne (lp)

svetlosti r=R/lg predstavija koeficijent refleksije i zavisi od N1, N2 i upadnog ugla o, kao i od
polarizovanosti svetlosti. Za o=0 je

2
N, - N
[ = ( L 2_) (12.12)
N, +N,
(%) A i to za N1>No. Za a#0, zavisnost je znatno sloZenija. Na
A B slici 12.8. je prikazan koeficient refleksije za grani¢nu
100 ooy ) : povrsinu vazduh-staklo (N1= 1,000 i No=1,523) i to A-za
80 1 5;2';'3{1 Skl . prelaz iz stakla u vazduh i B—obrnuto. Do ugla =30
60 T 3 | krive se poklapaju i r = const = 5%. Kriva B raste do
40 1 1 r=100% na 900, dok kriva A brze raste do 100% posto
20 i i
0 o i _Je granicni ugao totalne refleksije ocgr=41o. Za slucaj
o 0 0 o

30 60 90
Slika 12.8. Zavisnost koeficijenta refleksije od ugla e 48°30".

0 sredina voda/vazduh (N1=1,33 i N2 = 1,00) grani¢ni ugao

12.2. Prelamanje kroz planparalelnu plogu.

Planparalelna plo¢a je uzana oblast paralelnih povrSina opticke sredine sa indeksom
prelamanja No, smesStena u opticku sredinu sa indeksom prelamanja N1, kao na slici 12.9. Na jednoj

G i drugoj G2 grani¢noj povrSini vazi¢e po zakonu prelamanja odnosi:

Nqsin(c1)=Naosin(o)

0 q=05 i
N :C // G, Nosin(ao)=N1sin(c3)
Ny kg D odakle se da zakljugiti da je oq=a3. Dakle, upadni i
: — . G izlazni zraci su medjusobno paralelni, ali su
N, Ai CJ‘N\, ? pomereni za rastojanje d. Ovo rastojanje se moze
' ' odrediti na sledeéi nacin:

Slika 12.9. Prelamanje svetlosti kroz d = CCqsin(a{—ao)

planparalelnu plocu
Kako je
cos(a,)
sledi
Dsin(a, —a
d= (o, —a,) (12.13)
cos(a,)
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gde je D-debljina planparalelne ploGe. Primenom trigonometrijskih transformacija na navedene izraze,
dobija se:
1-sin® oy

2

d = Dsin(o,){1- -
n,, —sin‘ o,

= f(D,0t1,n12) (12.14)
gde je nq2 relativni indeks prelamanja.

12.3. Prelamanje svetlosti kroz prizmu.

Opticka prizma je svako telo u obliku prizme, dobro uglacanih stranica i napravljeno od
materijala koji je providan. Obino se razmatra prelamanje kroz prizmu ¢iji je presek ravnokraki
trougao, posto se ta vrsta najcedce koristi u optickim instrumentima—spektrografima ili spektrometrima.

Konstrukcija  prelomljenog  monohromatskog
zraka moze se izvesti primenom ranije koris¢enog
principa, za konstrukciju ugla prelamanja svetlosti,
na samom vrhu prizme. Neka je No>N{, svetlost se
kroz prizmu krece sporije. Prvo se na vrhu prizme
konstruiSu dva kruga polupreénika Ni i No.
ProduZetak upadnog zraka seCe krug N{ u tacki C
u kojoj se povla¢i normala AC na grani¢nu povrsinu
i dobija se tatka S koja odredjuje pravac prvog
prelamanja TS. Posto zrak zatim izlazi iz prizme, iz
sredine sa veéim u sredinu sa manjim indeksom
prelamanja, trazi se presek normale SB na drugu
grani¢nu povrsinu sa krugom polupreCnika N1, tacka

D. Ova tatka odredjuje pravac izlaznog zraka TD.

Slika 12.10. Konstrukcija prelomljenog Ovaj postupak zapravo predstavlja primenu

zraka na vrhu prizme Snellius—ovog zakona prelamanja prvo na jednu pa
na drugu grani¢nu povrsinu, pri éemu one zaklapaju
ugao ¢ medju sobom. Sa slike 12.10. se da
zaklju¢iti da je otklon zraka najmanji ako je duz TS
normalna na bisektrisu ugla ¢. To se moze izvesti
pomocu crteza na slici 12.11.

Ugao skretanja—devijacija zraka kroz prizmu
je & i moze se izraziti kao:

3= (o~ + (Bo—P) =
aotBo—(0+P) = aotBo—¢ (12.15)

primenom osnovnih pravila za odnose spoljasnjih i
unutradnjih uglova odgovarajuéih trouglova.

Ugao devijacije je pogodnije izraziti
eliminisanjem ugla PBo i uvodjenjem indeksa
Slika 12.11. Prelamanje kroz prizmu prelamanja ny=n{o prizme primenom relacije za

prelamanje svetlosti na drugoj grani¢noj povrsini: sinBg/sinB=ny. Odavde i iz relaciie B=p—a sledi
Bo=arcsin{nsin(p—a)}, dok se sa prve grani¢ne povrsine dobija: a=arcsin{(1/ny)sin(cg)}. Zamenom
o U izraz za Bg se dobija:

Bo = arcsin{nysin[p—arcsin(sina,o/ny)] } (12.16)

Zamenom ovog izraza u vezu d=0p+Bo—¢ dobija se konatno za devijaciju:
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d = ap—@+arcsin{ ngsin[p—arcsin(sinog/ny) |}

(12.17)

5 4 Tipican grafik zavisnosti 6 od upadnog ugla

na slici

min|

40° 60°  80° i,

Analiticko
jednostavnije

Slika 12.12. Zavisnost ugla skretanja dd -0
d upad / B
od upadnog ugla dOLO
odnosno koriSéenjem ranije veze
d=ao+Po—0
ovaj uslov se svodi na:
d
1+ B =0
do,
Za uglove o, Bo, @ i B vaZe donosi:
sinBo = nrsinP
sinolg = nysino
i oa+B=0
Odavde se diferenciranjem dobijaju sledeéi odnosi:
cosPodPo = nrcosPdp
costgdlg = nrcosodo
i
da =—-df
Na osnovu ovoga je dalje:
COS COs COSp - Cosa
dBo = nr b dp = —nr—B do = _ cosp-cosa, do
0sf, cosf, cosa - Cosf3,
odnosno
dg, cosp - cosa,
do, coso - Cosf,
d
Na osnovu ranije postavljenog uslova: 1+d£ =0 iz ove jednakosti sledi da je:
o

0
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izvesti  koricenjem

odredjivanje

0

Olo, za neku konkretnu vrednost ¢ i ny je prikazan
12.12. Sa porastom upadnog ugla og
devijacija opada do dmjn, a zatim se povecava.
Omin Je
ugla Bo u
izvodjenju i njegovom kasnijom eliminacijom. Uslov
za minimum otklona je:

(12.18)

(12.19)

(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)



cosa, _ cosf, (12.24)
cosa cosp

odakle je oCigledno a=[ a posto je a+P=0, to je dalie a=p=/2, §to je i trebalo pokazati.
Kao §to smo videli, prilikom minimalne devijacije zrak se unutar prizme kre¢e normalno na
simetralu ugla ¢. Kako je iz gornjih relacija i co=Po, iz d=0o+Po—¢ sledi da je cpo=Bo=(0+5)/2.
Na osnovu ranijih izraza za 8 i 0p, ovim vezama se mogu izraziti uglovi minimalnog
skretanja i njihovi odnosi:

dmin = 2arcsin(nrsin%)_(p

Oomin = arcsin(nrsin%) (12.25)
Smin +
i Oomin = —mlnz P

Ako se indeks prelamanja ny=sinag/sinc izrazi preko ¢ i dmin za datu prizmu, bice:

sin ¢ + S min
nr = 2 — ¢+ Smin (12.26)
sin ? ¢
2
odnosno:
dmin = (Nr—1)o (12.27)

Pomocu ovog izraza moguce je merenjem uglova ¢ i dmin odrediti indeks prelamanja prizme.

SPEKTROMETRI. Svetlost koja se sastoji iz niza talasa razli¢itih frekvenci, odnosno talasnih duzina
naziva se bela ili polihromatska svetlost. Prelamanje bele svetlosti kroz prizmu je uvek praceno i
njenim razlaganjem (disperzijom) na pojedine komponente razli¢itih karakteristika, odnosno razli¢itin
boja. Ova pojava se koristi za dobijanje spektra svetlosti prizmom. Razlog razlaganja bele svetlosti
na pojedine komponente lezi u zavisnosti indeksa prelamanja sredine, N, od talasne duzine svetlosti,
A, §to smo vec istakli. Promena N sa A nije velika, ali je ipak dovoljna da izazove znatno razlaganje
bele svetlosti.
NavesS¢emo primere zavisnosti indeksa prelamanja od talasne duzine za nekoliko sredina:

boja A(nm) voda alkohol kron-staklo flint-staklo
C crvena 656,3 (Hq) 1.3314 1.3609 1.5172 1.7634
D Zuta 589,3 (Na) 1.3332 1.3625 1.5133 1.7715
P plava 486,1 (HB) 1.3373 1.3665 1.5214 1.7723

Zavisnost indeksa prelamanja od talasne duzine je i grafi¢ki prikazana za nekoliko materijala
na slici 12.13. Na slici 12.14. je Sematski prikazana zavisnost ugla skretanja zraka kroz prizmu u
zavisnosti od njegove boje-talasne duzine.

Razlaganje svetlosti prizmom ima znacajnu primenu u spekirometriji. NaveS¢éemo neke
karakteristicne veli¢ine za opisivanje disperzije pomoc¢u prizme.
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Slika 12.13. Zavisnost indeksa prelamanja ) ) )
od talasne dusine Slika 12.14. Razlaganje bele svetlosti

Disperzija svetlosti se izrazava preko srednje apsolutne disperzije:
A =Np — Nc (12.28)

gde su Np i Nc indeksi prelamanja prizme za plavu i crvenu svetlost spektra; ili preko srednje
relativne disperzije:

Np - Nc dp-dc
Nd-1  &d

(12.29)

gde je ugao skretanja izrazen sa & = (N—1)p. Posto su A i I' male po brojnim vrednostima u praksi
se koristi i takozvana recipro€na relativha disperzija data sa:

Nd -1 od

Np - Nc  dp-dc
Pri odredjivanju indeksa prelamanja prizme, kao i pri njenom KkoriSéenju za preciznija

merenja, prizma mora biti termostatirana jer indeks prelamanja zavisi i od temperature. Na primer

indeks prelamanja za vodu za talasnu duzinu od 589.3 nm zavisnost od temperature iskazana je na
slededi nagin:

(12.30)

t(C) 15 25 35 45 55
N 1.3338 1.3329 1.3316 1.3301 1.3285

12.4. Odbijanje svetlosti od ravnog i sfernog ogledala.
Primenom zakona odbijanja svetlosti na ravnoj povrSini moZe se zakljuiti da se pri tom

obrazuje imaginaran lik svetlosnog izvora u preseku produzetaka svetlosnih zrakova, slika 12.15.
Karakteristicno je da je za upadni ugao o otklon od prvobitnog pravca zraka jednak

Slika 12.15. Odbijanje od ravnog ogledala Slika 12.16. Odbijanje od dva ogledala
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§ = 180 — 20 (12.31)

Kakav je sluCaj ako se svetlosni zrak odbija od dva ogledala, A i B, koja medjusobno
zaklapaju ugao ¢, kao na slici 12.16.? Tada je: 61=180—2a i d2=180—2f3, odnosno:

3 =01+02 = 360-2(a+fB) = —2(a+p) = —20 (12.32)

Ukupno skretanje zavisi samo od ugla ¢ izmedju ogledala i jednako je, dakle, njegovoj dvostrukoj
vrednosti.

KONKAVNA | KONVEKSNA SFERNA OGLEDALA. Sferna ogledala su ona ¢ija je reflektuju¢a
povrSina deo sfere. lzdubljena ogledala se nazivaju konkavnim, a ispupena konveksnim.
Razmatranje je u principu istovetno u oba slu¢aja.
Za slu€aj izdubljenog ogledala, slika 12.17,
refleksija se moze analizirati na nacin slican kao
za ravna ogledala. U tacki refleksije M se povlai
normala na sfernu povrSinu koja prolazi kroz njen
centar krivine S, pri &emu je MS polupregnik
krivine. Prava koja prolazi kroz teme ogledala T i
centar krivine S, zove se osa ogledala. Zrak se
odbija i seCe osu u taCki B, na rastojanju b od
temena. Kako je polupre¢nik ogledala r=SM, iz
trouglova ASM i BSM sledi na osnovu sinusne teoreme:

Slika 12.17. Refleksija na udubljenom ogledalu

sino. _ siny

r a—r

sinB _ sin(180-B) siny
r r r—b

Deljenjem ovih izraza, pri malim vrednostima uglova, se dobija:

a-r _sinp _tgp 1/b _a
r—-b sino tga 1l/a b

odnosno: ab-br=ar—ab ili ar+br=2ab. Deljenjem sa abr sledi:

1 1 2
4 == (12.33)
a b r

Dakle, svi svetlosni zraci koji izlaze iz jedne tatke na osi ogledala, pod malim uglovima, posle
refleksije prolaze kroz jednu taCku koja takodje lezi na osi, jer gornji izraz ne zavisi od uglova. Ako
je tatka A veoma daleko, tacka B se naziva ZIZA ogledala. Lako je pokazati da ova relacija vazi i
za ispupCeno ogledalo, ako je izvor A nestvaran, tj. lezi sa desne strane ogledala, a rastojanje b je
negativno. Za ispupéeno ogledalo je dakle:

1 1
== (12.34)
a b

Medjutim, ako se i r uzme sa negativnim predznakom, posto je sa iste strane kao i b, jednacine
postaju identiéne. lzraz (12.33) se naziva jednacina sfernog ogledala.
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12.5. Obrazovanje lika pri prelamanju svetlosti na ravnoj i sfernoj povrsini.

Neka se taCkasti predmet P nalazi u opticki
gusc¢oj sredini. Primenom zakona prelamanja na grani¢noj
povrSini, slika 12.18., moze se geometrijski konstruisati lik
P', koji je imaginaran. Udaljenost lika od grani¢ne
povrS§ine se moze dobiti odredjivanjem duzi OA iz
trouglova OAP i OAP', odakle je:

btgp = atga (12.35)

gde je a udaljenost predmeta, a b udaljenost lika od

Slika 12.18. Obrazovanje lika pri prelamanju graniéne  povrdine. Koriéenjem Snelijusovog zakona
kroz ravau povrsinu

prelamanja
Nosinf3 = Nqysina. (12.36)
i deobom ova dva izraza, dobija se:
N, cos
b:a—i——E (12.37)
N, cosa
Dalje se koriSéenjem trigonometrijskih transformacija [} moze eliminisati, pa se dobije:
N _
b=aN—2\/cos 20— (N1 /Ny)?tg?a (12.38)
1

Ovo znali da b ipak zavisi od a i da ¢e, uzimanjem u obzir i drugih zrakova, dobijeni lik biti nejasan
(astigmatian). Isto vazi i kada je lik u opti¢ki redjoj sredini.

Ako je medjutim o veoma malo, biée malo i B, pa je coso=cosP=1 i izraz za b postaje
b=aN2/N1. U tom slu¢aju polozaj lika ne zavisi od ugla i oStriji je (stigmatiCan). Pri tome je b<a jer
je No<N1. Posledica ovoga je da predmeti u vodi posmatrani iz vazduha izgledaju plice nego S$to
stvarno jesu. Veli¢ina b zove se prividna dubina i za vazduh/vodu iznosi b=0,75a, jer je N1=1,33 i
No=1,00.

PRELAMANJE NA SFERNOJ POVRSINI. Granica izmedju dve sredine razligitih indeksa prelamanja

moze biti i sferna povrSina. Prema slici 12.19., na ovu povrSinu takodje se moze primeniti zakon o
prelamanju i konstruisati lik B. Veza rastojanja lika i predmeta od temena T, sferne povrSine radijusa
krivine r, takodje se moZe dobiti primenom sinusne teoreme i to na trouglove ASM i BSM. Iz trougla
ASM je

sin(m-v,) sina
a+r r

Posto je sin(m—y1)=sinyq, sledi

r sino

a+r siny,

Slika 12.19. Prelmanje na sfernoj povr{ini Iz trougla BSM je
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b-r siny,

r sinp

Za male upadne uglove, o, delijenjem gornjih izraza se dobija sledeéi odnos:

a+r_sinylsinB_n sinB _ B _ a_N,
b—r siny,sina  “sina tgot b N,

oo

Posle sredjivanja se dobija
Nqab+N1br = Noab—Noar odnosno Noar+N1br = ab(No—N{)

Ako ovu jednacinu podelimo sa abr dobija se jednaCina koja opisuje prelamanje zraka na sfernoj
grani¢noj povrsini:

MM MmN 12.39
b ( )

Ovaj izraz je dobijen za male vrednosti upadnih uglova, za zrake skoro paralelne osi povrSine, pa se
Cesto naziva "fednacina paraksijainih zraka'. Dakle, svi zraci koji izlaze iz izvora A pod malim uglom,
posle prelamanja prolaze kroz tatku B. Poznavaju¢i N1 i N2 i polupre¢nik krivine r, moze se za
svako rastojanje a izvora od temena izraCunati polozaj ili rastojanje lika-b.

Izvedena jednaCina vazi i za sluCaj da je izvor sa desne strane povrSine, s tim Sto ¢e
polupreénik krivine tada biti negativan. U cilju doslednosti u obelezavanju i znacima za a, b i r
usvojena su sledeca pravila:

a) rastojanje izvora (predmeta) a je pozitivno ako se meri od temena T u smeru suprotnom od
smera zraka,

b) rastojanje lika je pozitivno ako se meri od temena u smeru koji je isti sa smerom zraka sa te
strane povrsine,

c) poluprecnik sferne povrSine ima znak kao da je centar krivine te povrSine na mestu lika, uz
primenu pravila b),

d) popre¢na dimenzija lika ili predmeta je pozitivha ako se oni nalaze iznad ose.

Kao §to se vidi, jednaCina prelamanja zraka na sfernoj povrSini ne zavisi od a, lik je
stigmati¢an. To vazi samo za male uglove. Medjutim, ako je povrSina "korigovana" po obliku,
jednacina ¢e vaziti i za veée vrednosti «.

Ako je prelomna povrSina ravna (r—»o0), jednacina prelazi u b=—aN2/N1, Sto je ranije veé
dobijeno za ravnu graniénu povrSinu. Razlika u znaku potiée otud §to u izrazu (12.37) nisu
primenjena pravila za odredjivanje znakova za a i b.

12.6. Uveéanje pri odbijanju i prelamanju svetlosti. Zizne daljine

Ako se izvor svetlosti A nalazi na opti¢koj osi
ogledala i lik ¢e lezati na istoj osi, u tacki B, kao na

slici 12.20.
. Ako se izvor pomera po krugu sa centrom u
centru krivine S, od A do A, i lik ¢e se pomerati od
B do B' po krugu sa istim centrom. Za male
pomeraje izvora lukovi AA' i BB' mogu se
aproksimirati duzima normalnim na optiCku osu.
Dakle, lik duzi normalne na osu je takodje normalan

Slika 12.20. Predmet i lik kod udubljenog ogledala
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na osu. Ako je duz AA' duzine /, tada je lik duzine ¢' pozitivan ako se nalazi iznad opticke ose.
Odnos duzine lika i predmeta daje uvecanje—u. Za ogledalo ée, prema prilozenoj slici, biti:

U=z —=—-——2_D5271 (12.40)

(12.41)

(12.42)

Slika 12.21. Predmet i lik kod sferne
grani¢ne povrSine

Ovi odnosi se mogu, eliminisanjem rastojanja
lika b-koje je i tako nepoznato, koris¢enjem ranije izvedenih jednalina ogledala i sfernih grani¢nih
povrSina, izraziti samo preko a i r.

ZA OGLEDALO se iz jednaCine (12.33) za b moze dobiti b=ar/(2a-r) i zamenom u izraz za uvecanje
sfernog ogledala (12.40) dobija:

r
2a—r

u= (12.43)

ZA SFERNU GRANICNU POVRSINU se iz jednagine prelamanja zraka (12. 39) moze izraziti b kao:
b = arNo/{aNo—(a+r)N1}, pa se zamenom u izraz za uveéanje na sfernoj grani¢noj povrsini dobija:

u= ™, (12.44)
rN, —a(N, —N,)

Na ovaj nacin uvecanje je izrazeno preko veliCina koje karakteriSu kako samu povrSinu (r), tako i
sredine koje ona razdvaja (N1 i N2) Preko njih se za svako rastojanje a moze naéi uvecanije.

JEDNACINE OGLEDALA | SFERNE GRANICE IZRAZENE PREKO ZIZNE DALJINE

Lik predmeta koji se nalazi u beskonacnosti naziva se "ziza lika", F', a taCka na optickoj osi
F ciji je lik u beskonacnosti zove se "ziza predmeta". Udaljenje ovih ta¢aka od temena ogledala ili
sferne graniéne povrSine moze se dobiti iz njihovih jednaina, a nazivaju se Zzizne daljine i
oznacCavaju se respektivno sa f'i f.
Za ogledalo se iz njegove jednacine respektivnom zamenom b=f' i a=o0, odnosno b=00 i a=f
dobija
r r
ff=—, odnosno f=—.
2 2
Dakle u slu¢aju sfernog ogledala Zize lika i predmeta se nalaze na istom rastojanju f=f' od temena,
jednakom polovini polupre¢nika krivine ogledala. Jednalina ogledala izrazena preko Zizne daljine je
prema tome:

(12.45)

1 1 1
=== (12.46)
a b f
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Za sferne prelomne povrsine je za a=o0 i b=f' Ziza lika data izrazom:

N,
f = (12.47)
Nz - Nl
Za lik u beskonacnosti je b=0o i a=f, pa je ziza predmeta:
N,
f = (12.48)
Nz - N1
Iz ovih relacija sledi veza medju Zizama lika i predmeta:
N N
—2=_1 (12.49)
f’ f

Rastojanja ziza predmeta i lika za sfernu grani¢nu povrSinu su razli¢ita i njihov odnos je jednak
odnosu apsolutnih indeksa prelamanja sredina koje ta povrSina razdvaja.
Jednagina sferne graniéne povrsine izrazena preko ziznih daljina moze se pisati kao:

N N NN (12.50)
a b f f’

12.7. Optitka sociva. Debelo i tanko sogivo. OptiCka mo¢.

Socivo je u opStem sluCaju opticki homogena i izotropna materijalna sredina ograni¢ena sa
dve sferne povrSine koje se nalaze na istoj optickoj osi. U posebnom slu¢aju jedna od povrSina
moze imati beskonaéno veliki polupre¢nik krivine, odnosno moze biti ravna.

Na crtezu na sl. 12.22. su oznaene glavne karakteristike jednog debelog optiCkog sociva.
Oznake su uobiCajene. Debljina soCiva d je rastojanje izmedju temena sfernih povrSina. Rastojanje
izmedju ZiZze lika prve i zize predmeta druge povrSine oznaceno je sa A i naziva se "opticki interval"
soCiva. Ove Zize su definisane kao u prethodnom izlaganju.

Sa slike se moze videti da izmedju Ziznih daljina, debljine i optiCkog intervala so€iva vaZzi
sledec¢a relacija:

d=1f{"+A + fp,

odnosno
A=d-f1'-fo (12.51)
| fl fl, A fz, f2 | Na osnovu jednalina za dve sferne povrSine,
koje Cine soCivo, moze se naéi izraz za
ukupnu ziznu daljinu soc¢iva. Ovde ga, zbog
{1 12 slozenosti, neéemo izvoditi, ve¢ samo navesti
pinbeibiy piabe et bebedainbi Sl - konacéan oblik:
NG
Mo L (12.52)
d A

Slika 12.22. Karakteristike sociva
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Zamenom vrednosti za f{, fo i A iz (12.48) i (12.51), dobi¢emo ziznu daljinu soCiva izrazenu preko
njegovih karakteristika :

n r-r,
f=- (12.53)
n-1d(n-1)+n(r, —r,)

gde je n=N/Ng. 1z ove jednacine, zbog njene simetri¢nosti, sledi da je f=f' odnosno zizne daljine lika i
predmeta za debelo soivo su jednake. Ovo je prema slici izvedeno za slu¢aj da su obe povrsine
izdubljene na istu stranu. U praksi je ¢eS¢i sluCaj da je jedna povrSina ispupena a druga izdubljena.
U tom slu¢aju polupre¢nik krivine (r2) menja znak, pa je zizna daljina:

n r-r

f="Ff"= .
n-1 n(r,+r,)—-d(n-1)

(12.54)

Za soCiva se Cesto definiSe opticCka moc ili opticka jaCina soCiva — D, kao reciprocna
vrednost Zizne daljine:

_ _ _1\2
D - lzn 1.n(r1+r2) d(n 1):(n_1) l+l _ML (12.55)
f n r-r o n r-r
U sluéaju kada je d malo - so€ivo se naziva "tankim" i njegova optiCka moc¢ je:
D= 1:(n—l){£+l}:(n—l)-p (12.56)
f 1 r2

gde je p = 1/r1+1/ro takozvana ispupCenost so€iva, a f se ratuna od sredine sociva.
12.8. Jedna€ine i uveéanja tankog i debelog so€iva.

Polozaj lika i uvetanje sotiva mogu se odrediti ako je poznata njegova zizna daljina (rq, ro i
indeks prelamanja su ve¢ ukljuCeni preko ziznih daljina). Kao $to smo veé naveli, jednacina koja daje
polozaj lika naziva se jednacina soCiva, a odnos veli¢ina lika i predmeta se naziva uveéanje soCiva.
Te zavisnosti se dobijaju geometrijskim putem.

ZA TANKO SOCIVO postupa se prema slici 12.23. Zrak oznaéen sa (1) paralelan osi
odredjuje F', zrak (2) ne skreCe, a zrak (3) kroz F je posle soCiva paralelan njegovoj osi. Iz sliCnosti
trouglova QAB i FHB sledi:

y=y _ ¥ (12.57)

Q 1 A S f

2 - . ,
Y 3 \ , pri ¢emu je y' uzeto sa znakom minus,
) I JIH N E,,,,P,,, jer se lik nalazi ispod ose soCiva. Sli¢no
P F y se za drugu stranu iz sliénosti trouglova
B Q' ABQ' i AHF' moze dobiti:
f !
K Ky -y’
| y ,y =—¥ (12.58)
Slika 12.23. Tanko socivo S
Sabiranjem i sredjivanjem ovih izraza
dobija se:
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(12.59)

Sto predstavija Gausovu jednaginu tankog sogiva. 1z nje se moze dobiti s, ako se znaju s i ZiZzna
daljina f. Uveéanje se dobija deobom gornjih jednacina:

== (12.60)

i naziva se poprecno linearno uvecanje.

ZA DEBELO SOCIVO postupak je isti, sa tim &to se rastojanja s i s' uzimaju od glavnih
ravni soCiva. To su ravni na kojima se seku produzetci odgovarajuc¢ih upadnih i prelomljenih zrakova
koji prolaze kroz odgovarajuéu zizu, kao na slici 12.24. Tatke H i H' se nazivaju glavne tacke
sociva. Glavne ravni su obi¢no unutar so€iva. Slicno se odredjuju i glavne ravni za sisteme od viSe
soCiva, a na osnovu odredjivanja ziza, koje su preko njih i definisane.

Iz sli¢nosti trouglova ABQ i BHF, kao i AB'Q"' i AF'H' je

=—— odnosno ==

Sabiranjem, odnosno deljenjem ovih izraza se za jednalinu sociva i njegovo uvecanje respektivho
dobijaju izrazi:

i L == (12.61)

uz napomenu da su za razliku od tankog soCiva s i s' raunati ne od centra so€iva, ve¢ od glavnih
ravni sociva.

Gy G
0 1 P ! 2
A A
y 3 : 2 ,
A T~ H H| O F P
— I8 B Q
- S
S S’

Slika 12.24. Debelo soéivo
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12.9. Sistem dva sodciva.

Dva tanka sociva zizinih daljina f{ i fo, koja imaju zajednicku optiCku osu, slika 12.25,
pona$aju se kao jedno debelo sogivo. Zizna daljina takvog sistema je, dakle, data izrazom:

f=f=- (12.62)

pri ¢emu Zzizna daljina moze biti i pozitivha i negativha, odnosno sistem se moze ponaSati kao
sabirno ili rasipno socivo.

Vecina optickih uredjaja sadrzi kombinaciju od dva socCiva. Najjednostavniji su sistemi sa
nultim optiCkim intervalom, a zovu se joS i teleskopski (durbinski) sistemi. U tim sistemima se ravan
lika prvog sogiva poklapa sa ravni predmeta drugog (ravan lika ili predmeta je Zizna ravan). Zizna
daljina takvog sistema je, dakle, beskona&na. Snop zraka koji ulazi u sistem kao paralelan izlazi opet
kao paralelan.

Uvecanje za takav sistem se definiSe kao odnos ugla o' pod kojim se vidi lik i ugla a pod
kojim se vidi predmet:

_tga’ f

-1 12.63
tgaa  f, ( )

(X.'
u= —
(0

Uvecanje je dakle utoliko vece ukoliko je Zizna daljina objektiva (soivo blize objektu) f{ veca, a
zizna daljina okulara (soCivo blize oku) fo manja.

Opticka mo¢ sistema dva soliva se nalazi iz izraza za Ziznu daljinu debelog sociva
(f=—f1.fo/A) i izraza za opti¢ki interval (A=d—f{1'—f2):

=—4+—- (12.64)

1 d-f-f, 1 1 d
f  f-f, f, f, f-f,

+—=D1+D2 (12.65)

optitka moc¢ je jednaka zbiru optickin moc¢i pojedinih sociva.
Ako se Zizna daljina izrazi u metrima, tada se jedinica opticke moc¢i naziva "dioptrija". Sogivo
ima optitku mo¢ od jedne dioptrije ako mu je f=1 m.

12.10. GreSke soéiva.

U opStem slu€aju svetlosni zraci koji padaju na soCivo nisu paraksijalni,tj. nisu paralelni glavnoj
optickoj osi socCiva. Usled toga lik je na razliCite nacine izoblic¢en, odnosno opti¢ki sistem koji ga
stvara unosi greSku - aberaciju. NaveS¢emo samo osnovne greSke koje su najizrazitije kod optickih
sistema. Pri tome treba naglasiti da to nisu greSke u izradi soCiva, veé¢ su posledica fiziCkih
(hromatska aberacija) i geometrijskih zakonitosti prelamanja svetlosti (sferna aberacija, astigmatizam,
koma, krivina polja i distorzija).

1) HROMATSKA ABERACIJA. Disperzija svetlosti staklom od koga je socivo napravljeno je funkcija
talasne duzine svetlosti. Zbog toga se zraci bele svetlosti posle soliva nee seci u jednoj tacki.
Posto se zrak sa veéim | manje prelama, i obrnuto, to ¢e za svaku talasnu duzinu prakti¢éno postojati
po jedan lik. Blize soCivu bi¢e lik plave boje - Bp, a dalje od njega crvene boje - Bc. Izmedju ta dva
lika nalazice se likovi svih ostalih boja.. Na nekoj ravni aa' lik neée, dakle, biti jedna tatka, ve¢
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obojen kruzi¢. Ako se ta ravan nalazi u Bp taj kruzi¢ ¢e biti crven sa plavom ta¢kom u sredini. U Bc
¢eto biti plav krug sa crvenom tackom u sredini, slika 12.26.

Za taCku van ose razlikuju se "aksijalna" i "popre¢na" hromatska aberacija. Prema slici
12.27., za lik P i dato socivo razlikuju se sledeéi pojmovi:

Lp-lik u plavoj oblasti

Lc-lik crvene svetlosti Ac>Ap
a-aksijalna hromatska aberacija
b-popre€na hromatska aberacija.

Slika 12.26. Hromatska aberacija Slika 12.27. Aksijalna i poprecna aberacija

Hromatska aberacija se otklanja kombinovanjem sabirnog i rasipnog soCiva nacinjenih od
stakla razliCitih vrsta, na primer kron i flint stakla. PoSto kron staklo ima manju relativhu disperziju, a
flint vecu, njihova kombinacija moze da ima skoro kompenzovanu hromatsku aberaciju. Ovakva
kombinacija soCiva se naziva "ahromat'. Ahromat medjutim ne moze da se postigne za svaku
prisutnu talasnu duzinu u spektru svetlosti. ObiCho se postizu dobre osobine za dve talasne duZzine.
Kod vizuelnih opti¢kih instrumenata (lupa, mikroskop) to su 656,3 i 486,1 nm. Kod fotoaparata to su
589,3 i 434 nm.

2) SFERNA ABERACIJA. Ova greSka je posledica Cinjenice da se zraci koji prolaze kroz socivo na
razli¢itim rastojanjima od ose ne presecaju u jednoj taCki. Zraci koji su udaljeniji od ose daju lik blize
soCivu, i obrnuto, kao na slici 12.28. Ta pojava je posledica Cinjenice da se odstupa od paraksijalne
aproksimacije u kojoj je izvedena jednacCina soCiva. Govorec¢i o prelamanju na sfernoj povrSini videli
smo da jednacina prelamanja za veée a zavisi od upadnog ugla zraka.

Slika 12.28. Sferna aberacija

Rastojanje d / =B1Bo se zove "uzduzna sferna aberacija". Na ravni aa' postavijenoj u mestu

presecanja zrakova koji su blize osi pojaviée se, kako je to ilustrovano na prilozenoj slici kruzi¢
preénika dr koji daje veli¢inu "transverzalne sferne aberacije". Postoji ravan CC' gde je lik najostriji,
to je tzv. ravan najmanje aberacije. Delimiéno otklanjanje ove aberacije postize se koriSéenjem samo
centralnog dela soCiva uz pomo¢ dijafragme sa manjim otvorom koja otklanja divergentne zrake.
Bolje otklanjanje se postize kombinovanjem viSe so€iva pogodnog oblika, odnosno izradom sabirnog
soCiva u obliku "meniksa"-udubljenog prema predmetu. Ovo je jedina geometrijska aberacija koja se
javlja i za tacku koja lezi na osi soCiva.
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3) ASTIGMATIZAM. Ova greska se ispoljava kod likova predmeta (ta¢aka) udaljenih od ose sociva,
slika 12.29. To je posledica sferne aberacije koja van ose daje lik ne u vidu kruga vec¢ elipticne
slike. Ako se tackasti predmet P nalazi van ose, njegov lik neée biti jasan. U tom slu€aju se na
osnovu priloZzene slike mogu definisati odgovarajuce veliCine koje karakteriSu ovu pojavu, a to su: B1-
primarni, meridijalni lik; zatim Bo-sekundarni ili sagitalni lik; CC'-ravan najmanjeg astigmatizma; M-
meridijalna ravan; S-sagitalna ravan i G-glavni zrak. Pri tome zraci koji leze u vertikalnoj ravni (koja
sadrzi predmet i lik i prolazi
kroz osu) daju lik blize socivu,
dok "horizontalni" daju lik dalje.
Zato se na zaklonu u B4, gde

se presecaju vertikalni  (ili
meridijalni) zraci biti neoStri
» delovi lika koji dolaze od
g horizontalnih (ili sagitalnih)
zrakova. Za taCkasti izvor likovi
su eliptiéni svuda sem u B, Bo

P
Astigmatizam, odnosno razlika u jasnosti slike zbog oblika sociva najbolje se vidi na primeru
aksijalno simetricnog predmeta, slika 12.30.

Astigmatizam se otklanja kombinovanjem veéeg broja sofiva (najmanje tri), kao kod
fotografskog objektiva. Takva kombinacija se naziva "astigmat".

i CC' gde su kruznog oblika.
Polozaj likova kod rasipnog
soCiva je obrnut-blizi soCivu je
Slika 12.29. Astigmatizam sagitalni lik.

Slika 12.30. Predmet, meridijalni i sagitalni lik

4) KOMA. Nastaje, kao i astigmatizam, za taCke predmeta koje su van ose. Za razliku od
astigmatizma, koji Siri lik u pravcu ose so€iva, koma ga Siri odnosno ¢ini nejasnim u
ravni normalnoj na osu soCiva. Takodje je posledica nemoguénosti da se formira lik u istoj tacki od
zrakova koji prolaze kroz centar soCiva i van njega. Lik tatkastog predmeta nije ni tacka, ni krug, ni
elipsa, ve¢ ima poseban oblik komete sa izrazenim repom (otuda i naziv). Postoji ¢ak i kada je
sferna aberacija otklonjena.Zraci bliski glavnom
zraku G koji prolazi kroz teme ili centar sociva
daju tackasti lik-L. Ostali zraci doprinose
stvaranju krugova razli€itih pre¢nika (2 i 2', 3 i
3') i raznih polozaja. Konacan lik je zbog toga u
vidu komete, slika 12.31.

Efekat kome se moze takodje umanijiti i
to izborom odgovaraju¢ih krivina povrSina
sotiva.

Nw

e i L W .

WN REOR
<\

Slika 12.31. Koma
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5) ISKRIVLJENOST POLJA. Kada je predmet u ravni normalnoj na opticku osu, njegov lik, formiran
kombinacijom soCiva kod kojih su sve razmotrene aberacije svedene na minimum, neée u opStem
sluCaju biti u ravni, ve¢ na nekoj zakrivljenoj povrsini. Ova aberacija (pojava) naziva se iskrivljenost
polja. Meridijalne i sagitalne tatke (Lm i Ls) lika leze na zakrivlienim povrS§inama primarnih (A) i
sekundarnih likova (B), slika 12.32.
PovrSina likova najmanje deformacije je negde
izmedju ovih povrS§ina. Pogodno je odabrati
kombinaciju kod koje su povrSine A i B iste krivine,
ali suprotno orijentisane, odnosno jedna konkavna a
druga konveksna. Tada je povrS§ina najmanje
deformacije ravan, i to normalna na na osu sociva.
Problem je Sto tada astigmatizam postaje znacajan.

Ovu aberaciju vazno je otkloniti kod
fotoobjektiva, dok kod vizuelnih instrumenata nije
tako bitna. Najuspesnije se otklanja pomocu blende,
koris¢enjem samo centralnog dela sociva.
6) DISTORZIJA je pojava razlicitog uveéanja raznih segmenata predmeta u zavisnosti od udaljenosti
od ose soCiva. Ovo se dakle ne odnosi na ostrinu lika (kao prve Cetiri navedene aberacije) ve¢ na
njegovu deformisanost sl. 12.33. Nastaje usled promene popreChog uvetanja sa promenom
udaljenosti tataka predmeta od ose sociva. Ako se uvecanje povecava od ose lik je konveksan
prema osi, slu¢aj A, obrnuto je konkavan, slu¢aj B. Ova distorzija je naro€ito Stetna kod fotoobjektiva.
Moze se umanijiti postavljanjem blende u ravni simetrije sociva.

Sve aberacije nije moguce otkloniti

istovremeno. Obi¢no su najStetnije  sferna

aberacija i koma. Najjednostavnije ih je smanijiti

postavljanjem manje dijafragme ispred sociva i
A B

Slika 12.32. Iskrivljenost polja

postizanjem paraksijalnosti zrakova oko centra
soCiva. Medjutim na taj naCin se gubi na
intenzitetu svetlosti, a moguéa je i pojava
Slika 12.33. Distorzija renzii ; 1 moguca | PoJz

: difrakcije svetlosti, ako je otvor dijafragme mali.

12.11. OptiCki instrumenti.

To su sistemi sastavljeni od razli¢itih optiCkih elemenata (ogledala, soCiva, planparalelnih
plo¢a, prizmi) kojima se, dobijanjem odgovarajucih likova, proSiruju granice neposrednog vizuelnog
opazanja predmeta. Takvi instrumenti su: lupa, mikroskop, teleskop, kamera, projekcioni aparat,
spektroskop, itd.

Prva tri, koja ¢emo i ovde opisati, sluze da daju uvecane slike-likove predmeta koje golim
okom tesko opazamo, bilo zato Sto su mali, bilo S§to su udaljeni.

LUPA. Prirodna veliina predmeta odredjena je veli¢inom njegovog lika na mreZnjaci, odnosno uglom
‘ Prin ‘ ¢ pod kojim se predmet vidi. Priblizavanjem
predmeta ugao se povecava, ali samo do

w "granice jasnog vida" - pmin, oko 25 cm od
77 oka. To je granica do koje ofno so€ivo moze
da menja svoju ziznu daljinu odnosnho
zakrivljenost - Sto se naziva akomodacija oka.
Stavljanjem sabirnog sociva ispred oka predmet
moze da se priblizi odnosno da se poveca vidni
ugao na @', slika 12.34. Takvo socivo je lupa.
Lik koji se dobije je imaginaran i nalazi se na
Pmin ili na veéem rastojanju. Polozaj lika L

zavisi od udaljenja predmeta-p, koji se obi¢no
Pmin postavlja izmedju soCiva i njegove zize.

Slika 12.34. Lupa
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Uveéanje se definiSe kao odnos uglova ¢' pod kojim se predmet vidi i ¢ pod kojim bi se video da je
na pmin 0d oka. Za male uglove je:

tg(p' _ P/p — pmin

_ — (12.66)
tg(P P / pmin p

Najpodesnije je da je p blisko zizi f, pa je tada uveéanje:
U = p?in (12.67)

Kako je pmin = 25 cm, uvecanje zavisi iskljuivo od zizne daljine lupe. Na primer lupa sa f=0,5mm
bi imala uvec¢anje od oko 500 puta. Medjutim, takvu lupu je prvo veoma teSko napraviti zbog malog
dijametra, a sa druge strane takvo soCivo bi imalo veoma izraZzene aberacije. Bez korekcija na
aberacije moze se napraviti lupa sa uvecanjem oko 5 puta (f=5 cm). Lupa kao sistem soCiva sa
korekcijama aberacija moze da dostigne uveéanje do oko 25 puta (f= 1 cm). Za veéa uvecanja
koristi se mikroskop.

MIKROSKOP se sastoji od dva sabirna soliva, objektiva i okulara, na medjusobnom rastojanju
vecem od zbira njihovih Ziznih daljina, koja su postavljena aksijalno na krajevima cevi, "tubusa", kao
na slici 12.35.

Predmet se postavlja nesto
dalje od Zzize objektiva i daje obrnut i
uvecan realan lik L' - koji se okularom
posmatra kao Ilupom. Konatno se
dobija ponovo uvec¢an imaginaran lik,
kao na slici. Zizne daljine celog
sistema su:

s A £

Slika 12.35. Mikroskop Uveéanje je kao i kod Ilupe dato
odnosom uglova ¢' i ¢, odnosno
njihovih tangesa:

9’ P .
u=s —=—, tg(p:—, tg(P:_IE_
(P tg(P pmin f2 f2

gde je L' lik koji daje objektiv, a f2 zizna daljina okulara. Kako je L' skoro u zizi okulara, iz slinosti
osenceniih povrSina je dalje L/P=A/f1, pa se konatno za uvecanje dobija:

A- P min
f,-f,

u= (12.68)

Veli¢ina A je obi¢no 15-20 cm, f1 nekoliko milimetara, a fo je nekoliko centimetara. Moze se
posti¢i uvecanje od 2500-3000 puta, medjutim maksimalno korisno uveéanje je oko 1000 puta, kao
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S§to éemo kasnije videti. Mikroskopi se takodje dosta koriste za fazno-kontrasnu, interferencionu,
fluorescentnu i polarizacionu mikroskopiju.

TELESKOP sluzi za posmatranje veoma udaljenih predmeta. Razlikuju se "refrakcioni"-sastavljeni od
socCiva i "refleksioni"- teleskopi sastavljeni od ogledala i so€iva. Ovde éemo razmotriti prvi.

Objektiv i okular su sloZzena sabirna soCiva
postavliena tako da im se wunutraSnje zize
poklapaju. Objektiv daje realan, umanjen i obrnut
lik L' koji se prakticno nalazi u Zizi jer je predmet
veoma udaljen. Okular daje imaginaran lik koji se
vidi pod ve¢im uglom ¢' nego da se predmet
posmatra neposredno, slika 12.36. Iz osencenih
trouglova je:

L
tgp'= i  tgp=_
g¢ f, ' g¢ f,

Sto za uvecanje teleskopa daje slededéi izraz:

Slika 12.36. Teleskop u= tg_(p = f—l (12.69)
tgp f,

i moZe biti znatno, ali opet u granicama "korisnog uvecanja".

12.12. Moé razdvajanja i granice uveéanja opti€kih instrumenata.

Osnovna svrha uveéanja optiCkim instrumentima je da se ucine vidljivim detalji predmeta koji
se neposrednim posmatranjem ne mogu zapaziti. Uvecanja zavise od ziznih daljina i mogu se
praktiéno uciniti proizvoljno velikim. Medjutim posle neke granice daljim se uvecanjem ne dobija nista
u razaznavanju detalja jer lik postaje neoStar-razliven. To je posledica talasne prirode svetlosti koja
se u geometrijskoj optici ignorise.

Eksperimenti pokazuju da lik tackastog izvora nije tacka, ve¢ svetli kruzi¢, malog ali
konacnog precnika (tzv. centralni maksimum) oivicen nizom koncentriénih prstenova koji su
naizmeni¢no svetli i tamni. To je u stavri difrakciona slika taCkastog izvora koja nastaje difrakcijom
talasa na kruznom otvoru ili ku€iStu objektiva, kao posledica vazZenja Hajgens-ovog principa.
Osvetljenost ili intenzitet kruzica opada od centra ka periferiji. Ova pojava je izrazenija za manje
pre€nike instrumenta.

Ako su dve taCke predmeta tako
blizu da im se difrakcioni likovi
preklapaju, tada se oni nece videti
odvojeno. Sposobnost optitkog sistema
da daje odvojene likove dva bliska
tackasta izvora opisuje se veli¢inom koja
se naziva mo¢ razlaganja-R:

1

R =
A(P min

(12.70)

Slika 12.37. Mo} razdvajanja
gde je A@.,, minimalno ugaono

rastojanje izmedju dve tatke predmeta Ciji se likovi L{ i Lo dobijaju odvojeno, slika 12.37. Daljim
porastom uvecanja instrumenta likovi susednih taCaka po€inju da se preklapaju i dobijena slika
postaje nejasna.
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Ugaona 8irina (6) polupre¢nika difrakcionog kruzi¢a ja za kruzne otvore data sa
. Ay " Ay
sinB = 1,223 ili za malo 8 (Ag<<D) 6:1,223 (12.71)

gde je Ao talasna duZina upadne svetlosti, a D preénik otvora, odnosno soéiva. Posto je Occ1/D za
refrakcione teleskope se objektivi izradjuju pre¢nika po nekoliko metara.

Prema Rejlijevom kriterijumu likovi dva taCkasta izvora se jo§ mogu razdvojiti ako je
rastojanje medju njima vece ili jednako polupreCniku difrakcionog kruzi¢a. Dakle, uslov za
razdvojenost likova je:

A
Ap >0 odnosno Ap > 1,2230 (12.72)

odakle sledi:

D
R —— (12.73)
1,222,
Na osnovu ovih relacija i definicija moze se odrediti maksimalno uvecanje koje je jo§ na granici
razdvajanja likova pojedinih ta¢aka. Ve¢a uveéanja postaju Stetna.

Dijametar zenice oka pri normalnom osvetljenu je oko 2 mm. Za zelenu boju svetlosti (Ag =

500 nm) za koju je oko najosetljivije, utvrdjeno je AQmin = O,3x10_3 rad = 1'. (Interesantno je da
ovom ugaonom rastojanju otprilike odgovara i rastojanje dva Stapiéa odnosno Cepi¢a u mreznjaci
oka). Dakle, oko moze da razdvoji dve tatke na 100 m udaljenosti ako su razmaknute najmanje 3

cm. (0,03/100 = o,3x1o'3).

Teleskop objektiva od 1 m ima AQmin = 0,13" i dve tatke na razmaku od 3 cm moze da
vidi na 50 km. Odavde sledi i maksimalno uvecanje koje treba da bude toliko da se lik vidi pod
uglom ne manjim od 1', a to je 1/0,13" = 460 puta. Vidimo takodje da kod teleskopa moc¢ razlaganja
zavisi od precnika objektiva D, a sa druge strane, uveéanje zavisi samo od zizne daljine. Mo¢
razdvajanja ograni¢ava uvecanje.

I kod mikroskopa "vidljivost" ne zavisi samo od uvecanja, ve¢ i od moéi razdvajanja, koja je
ovde zbog polozaja predmeta razli¢ita nego kod teleskopa. Teorijski se za mikroskop dobija da je
minimalno rastojanje izmedju dve taCke koje se mogu razdvojiti dato sa:

7\'0
dmin = 1,22 ——— (12.74)
2-n-sina

gde je n indeks prelamanja sredine izmedju predmeta i okulara, 2a je ugao konusa svetlosnog
snopa koji pada na objektiv iz tatke predmeta na osi soCiva. Veli¢ina n.sinat se naziva numeriCka
apertura objektiva i obelezava se sa NA. U cilju pove¢anja moéi razdvajanja mikroskopa, tj.
smanjenja dmin, izmedju predmeta i objektiva se stavlja prozra¢no imerziono ulje sa n=1,5. Tada je
za sino=1, dmijn=0,41o, $to za Ap=500 nm daje dmijn=0,2 pm. Manja rastojanja se ne mogu
razdvojiti. Ako predpostavimo da se lik nalazi na 25 cm (granica jasnog vida), tada se iz podatka za
AQmin oka (1", relacije (12.74) i izraza za poprecno uvecéanje Up=X/dmin, gde je x linearni razmak
izmedju centara difrakcionih likova, da zakljuciti da je uvecanje od oko 400 puta uskladjeno sa moci
razdvajanja i predstavlja tzv. "normalno" uvecanje mikroskopa. Maksimalno korisno uvecanje moze biti
2-4 puta veée od normalnog, odnosno 800-1600 puta. Veéa uvecanja su Cak i Stetna po oStrinu lika.

Dakle, efekti difrakcije nisu bitni za obi¢na socCiva, medjutim za vrhunsku optiku to je
limitiraju¢i faktor u postizanju velikih uvec¢anja i kvalitetnog i oSstrog lika.
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ELEMENTI TALASNE OPTIKE

13.1. Polarizacija svetlosti.

Da bi se objasnile pojave kao S§to su polarizacija, interferencija i difrakcija, ne moze se
koristiti model zrakova geometrijske optike, vec talasna optika.

Kod svetlosti, kao transverzalnog talasa, vektor jaCine elektricnog (i magnetnog) polja osciluje
normalno na pravac prostiranja talasa. Postoji, medjutim, bezbroj ravni koje sadrze pravac prostiranja
i u kojima je moguée oscilovanje vektora polja. Vektor jaCine polja i pravac prostiranja odredjuju
ravan oscilovanja. Ako je oscilovanje asimetri¢no, razli¢ito u razliitim ravnima, govorimo o efektima
polarizacije svetlosti.

Ako se oscilovanje vr§i samo u jednoj ravni, takav talas, odnosno svetlost je linearno ili
ravanski polarizovana, sl. 13.1.b. Talas pojedinatnog emitera (foton iz atoma ili molekula) je linearno
polarizovan. Prirodna svetlost iz makroskopskog izvora, zbog haoti€ne orijentisanosti pojedinacnih
emitera sadrzi talase svih moguéih orijentacija, pa je u takvoj svetlosti zastupljeno oscilovanje vektora

E u svim pavcima podjednako. U tom slu€aju vrh vektora E opisuje krug, kao na slici, a. Takva
svetlost se naziva kruzno ili crkularno polarizovana, ili ¢ak nepolarizovana.

E E
%%
a b
Slika 13.1. Ravanski i cirkularno polarizovana svetlost

Moguca je i delimi¢na orijentisanost vektora E , kada njegov vrh opisuje elipsu, to je elipticki
polarizovana svetlost. Dalje, vrh vektora E moZe da rotira sa vremenom udesno (smer kazalijke na
satu) ili ulevo, pa je u zavisnosti od toga svetlost desno ili levo kruzno ili elipticno polarizovana.

Polarizovana svetlost se moze dobiti na dva nacina:

1. iz izvora Ciji emiteri (atomi) su na neki nagin prinudjeni da emituju svetlost koja je polarizovana;

2. “filtriranjem" prirodnih izvora svetlosti, tako da se izdvoje samo oni talasi u kojim E osciluje na
odredjen nacin.

Prvi nagin se redje koristi jer je sloZeniji i pracen je specifitnim efektima (Starkov, Zemanov
efekat). Na primer, zagrejan gas ili plazma u magnetnom polju emituje delimiéno polarizovanu
svetlost. Neki laseri takodje daju polarizovanu svetlost.

NajCeSCe se koristi drugi postupak u kome se iz snopa nepolarizovane svetlosti izdvajaju
talasi u kojim E osciluje samo u odredjenom pravcu i to propustanjem kroz "polarizatore"-supstance
ili sisteme koji reflektuju ili propustaju samo oscilacije u odredjenoj ravni-ravni polarizacije. Oscilacije
normalne na tu ravan se delimi¢no ili potpuno zadrzavaju. Polarizator upotrebljen za prou¢avanje veé
polarizovane svetlosti se naziva "analizator".
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Polarizatori se dele na tri osnovne grupe:
-REFLEKSIONI se zasnivaju na zavisnosti koeficijenta refleksije od stanja polarizovanosti svetlosti.
Ovaj koeficijent je razliCit za razne polozaje ravni polarizacije u odnosu na ravan refleksije.
-DVOJNOPRELAMAJUCI se zasnivaju na opti¢koj anizotropiji monokristala, koja se ogleda u tome da
je indeks prelamanja odredjenih supstanci razli€it za razliCite orijentacije ravni polarizacije.
-DIHROIZAM se zasniva na zavisnosti koeficijenta apsorpcije od polozaja ravni polarizacije. Za
odredjenu orijentaciju koeficijent je mali, dok je za ostale vedi.

Pored ovih pojava polarizacija moze da bude izazvana i rasejanjem svetlosti. Na primer
plava svetlost iz rasejanja sunCevog zratenja na gornjim slojevima atmosfere je delimi¢no
polarizovana.

13.2. Polarizacija pri refleksiji. Brusterov i Malusov zakon.

Pri refleksiji na grani¢noj povrsini izmedju dva dielektrika (nemetala) dobija se linearno polarizovana
svetlost. Na granici provodnika (metala) dobija se elipticho polarizovana svetlost.

Ako su povrSine granica vazduh-dielektrik, S i

f_\n S' S', medjusobno paralelne, svi upadni i odbojni uglovi su

\ ‘\ medjusobno jednaki. Zrak se kre¢e kao na sl. 13.2.

-—-e Ako se povrSina S' obrée oko ose OO, upadni ugao

o ; o' zraka na nju je i dalje isti, ali se menja polozaj upadne
4 A ravni definisan upadnim zrakom i normalom n, jer se
S n D] : ol o , : :
menja polozaj n'. Pri tom, intenzitet svetlosti na
Slika 13.2. Polarizacija pri refleksiji detektoru D se menja. Najveli je kada je S paralelno

sa S' a najmanji kada su S i S' medjusobno normalne.
To je posledica polarizacije svetlosti na povrSini S. Koeficijent refleksije je najveéi za talase za koje
je vektor E normalan na upadnu ravan odredjenu vektorima S i T, slika 13.3.a). Talas koji leZi u
upadnoj ravni se ne reflektuje, ve¢ se pretezno refraktuje-prelama u drugu sredinu. Intenziteti
reflektovane i refraktovane svetlosti, pored toga, zavise i od indeksa prelamanja i upadnog ugla .
Za dati indeks prelamanja postoji jedan kritieni ugao oy, pri kome se reflektuje iskljuCivo svetlost sa

vektorom E normalnim na upadnu ravan, dakle reflektovana svetlost je 100% polarizovana.Taj ugao
se naziva Brusterov ugao (1812). Pri istim uslovima refraktovana svetlost je polarizovana sa 30%, a
reflektovani i refraktovani zrak zaklapaju ugao od 90 stepeni. Ako je prelomni ugao 3, tada je
Oop+P=90 i sinf=sin(90—ap)=cosap. Primenom ovog odnosa i Snelijusovog zakona prelamanja dobija
se za kriti¢ni ugao:

Slika 13.3. Odbijanje i prelamanje pri razliitim poloZajima Vvektora E

n
Qp = arctg —Z (13.1)
nl

Sto predstavlja Brusterov zakon.
Za grani¢nu povrSinu vazduh/voda je ocb=53°, 8to znali da je Sunleva svetlost reflektovana

v . . . o . "
sa povrSine vode potpuno linearno polarizovana kada je Sunce 37 iznad horizonta.
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Intenzitet linearno polarizovane monohromatske svetlosti dobijene na Brusterovom uglu, je
veoma mali. Za granicu vazduh/staklo iznosi samo 15% od intenziteta upadne svetlosti dok se 85%
refraktuje.

Malusov zakon daje zavisnost propustene ili reflektrovane svetlosti na analizatoru u zavisnosti
od njegove orijentacije prema ravni polarizacije svetlosti. Neka je ta orijentacija odredjena uglom .

Od vektora Eo se na polarizatoru propusta samo njegova komponenta Egyx. Kako je intenzitet
svetlosti (energija) srazmeran kvadratu amplitude talasa, to ¢e intenzitet propustene svetlosti biti:

I = Io_cosz(p (13.2)

pri ¢emu je lo intenzitet svetlosti koji se
propusta pod uglom v=0, slika 13.4. Ovaj
jednostavan izraz predstavlja Malusov zakon.

Za  slutaj, pak, nepolarizovane
svetlosti, gde su zastuplijene sve orijentacije

vektora E , bi¢e propustena srednja vrednost

od 0032([) u intervalu 2w, $to je 1/2, pa je
I=lp/2, bez obzira na .

Slika 13.4. Ilustracija Malusovog zakona

13.3. Polarizacija svetlosti dvojnim prelamanjem. Dihroizam.

Ovaj efekat se javlja kod opticki anizotropnih supstanci, kod kojih indeks prelamanja zavisi od
pravca prostiranja svetlosti u odnosu na geometriju kristalne reSetke. (To su uglavnom kristali, izuzev
onih sa kubnom reSetkom). Neke supstance su prirodno anizotropne, dok se kod drugih ta pojava
moze indukovati spoljnjim uticajima.

Opti¢ki anizotropni kristali mogu biti jednoosni (kao Sto su kalcit CaCO3 i kvarc SiO92) i
dvoosni. Kod njih postoje opticke ose duz kojih je brzina svetlosti ista bez obzira na stanje njene
polarizovanosti. Za sve druge pravce, normalno na ovu ili ove ose, brzina prostiranja, odnosno indeks
prelamanja zavisi od polarizacije. Ako je svetlost polarizovana tako da je vektor polja E normalan na
osu kristala, takav zrak je "obian" (vo = c/ng), a ako je paralelan osi, takav zrak se naziva
"neobifan" (ve = c/ng). Ako je ve>Vg, nhe<ng kristal je negativno, u suprotnom je pozitivno
anizotropan. Razlike neg i ng idu od 1-10%. Za CaCOs3 je na primer ng=1,658 a ng=1,486. Ako se

svetlost prostire duz ose kristala, svi vektori E su normalni na osu i brzina je uvek ista: vg=c/no.

opt. osa o Oﬂ ; opt. osa

R x4 e
s A
Slika 13.5. Razdvajanje zraka u Slika 13.6. Nikolova prizma

anizotropnoj sredini

Posledica optiCke anizotropije je dvojno prelamanje svetlosti. Snop prirodne svetlosti se pri
prolasku kroz anizotropnu sredinu razdvaja na obiCni i neobicni, koji su prelomljeni pod medjusobno
razliitim uglovima. Na slici 13.5. prikazano je prelamanje na planparalelnoj ploCi pozitivhog
anizotropnog kristala, za zrak koji nije usmeren duz opticke ose i sa normalom na povrSinu kristala
zaklapa proizvoljan ugao o. Obi¢an i neobi€an zrak se prelamaju pod razli¢itim uglovima i posle
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drugog prelamanja izlaze medjusobno paralelni, razmaknuti i uzajamno normalno polarizovani. Ovi
zraci su, medjutim, medjusobno veoma malo razmaknuti i teSko ih je razdvojiti. Njihovo razdvajanje
se obi¢no vr§i pomocéu polarizacionih prizmi, od kojih je najpoznatija Nikolova prizma. Napraviljena je
od monokristala kalcita-CaCO3 u obliku romboedra ogranienog sa Sest slicnih paralelograma sa
uglovima od 102 i 78 stepeni. Ovaj kristal je preseCen na poseban nalin i presek je sleplien pomocu
smole od kanada-balsama sa indeksom prelamanja takvim da se obiCni zrak-(o) totalno reflektuje,
dok neobi¢ni prolazi. Zrak (0) se obi¢no apsorbuje nekim zastorom, a dobija se neobi¢ni zrak (e) koji
je linearno polarizovan, slika 13.6.

Opticka anizotropija se moze posti¢i i veStackim putem i to:
e nehomogenim mehani¢kim deformacijama ¢vrstih tela,
e dejstvom elektricnog ili magnetnog polja (Kerov i Koton-Mutonov efekat).

Ove pojave mogu da imaju i svoje prakticne primene. Kod nehomogenih deformacija prolazak
polarizovane svetlosti zavisi od stepena deformisanosti. Ovaj efekat se obrnuto moze Koristiti za
ispitivanje deformisanosti materijala na osnovu propustanja polarizovane svetlosti kroz njega. Kod
Kerovog efekta deli¢i te¢nosti (nitrobenzol) se orijentiSu elektricnim poljem i ona postaje opticki
anizotropna. Uklju€enje i iskljuCenje spoljasnjeg polja moze da dozvoli ili spre€i prolazak polarizovane
svetlosti. Ovo se koristi kao brz prekida¢, recimo u laserskoj tehnici.

Dihroizam je posebna pojava polarizacije svetlosti
osa lakog i zasniva se na osobini nekih kristala da razli¢ito
propusiania ansorbuju svetlost polarizovanu u razligitim ravnima, $to se

:‘ LI ]\LI I I ] I ] naziva selektivnom apsorpciji. U takvim sredinama
— < R X TR mname s T —

— definisana je takozvana "osa lakog propustanja" i svetlost

sa vektorom elektricnog polja E paralelnim sa tom osom
lak8e prolazi kroz kristal, dok se normalna komponenta
Slika 13.7. Polaroid brzo apsorbuje. Ovo, kao &to je ilustrovano na sl. 13.7,
daje polarizovanu svetlost. Takvi materijali su recimo
turmalin i polaroidi, od kojih se naj¢esSc¢e koristi jod-kinin

sulfat (herapatit) u svakodnevnoj upotrebi za izradu filmova za polaroid kamere.

13.4. Obrtanje ravni polarizacije. Opti€ka aktivnost.

Neki kristali i teCnhosti mogu da zakrenu ravan polarizacije oko pravca prostiranja svetlosti.
Ova pojava se naziva optika aktivnost. Ugao zakretanja zavisi od duzine optitkog puta svetlosti u
njima, od prirode supstance, temperature i talasne duzine svetlosti. Zavisnost od prirode supstance

se izrazava specificnom moéi rotacije { OL}M, Sto predstavlja ugao zakretanja po jedinici duzine puta
za datu talasnu duzinu i temperaturu. Na primer, ploCica kvarca debljine 1 mm, na 20 OC, za zutu

svetlost od 589,3 nm zakreée ravan polarizacije za 22°, Ukupno zakretanje se izrazava kao:

Q= {OL}M'C-S (13.3)

gde je s-duzina puta i ¢ koncentracija, ako su u pitanju rastvori. Zakretanje ravni polarizacija moze
biti ulevo ili udesno i najvece je duz opticke ose kristala.

Opticka aktivnost je posledica kristalne strukture ili asimetrije molekula te¢ne sredine. Moze
se objasniti kao "kruzno dvojno prelamanje" pri ¢emu vektor elektriénog polja jednog talasa razli€ito
rotira od drugog, ako se linearno polarizovan talas izrazi preko dva kruzna talasa u fazi.

Opticka aktivnost se kod vecine supstanci moze izazvati veStackim putem i to ako se stave
u jako magnetno polje i to tako da se svetlost prostire duz linija sila polja. Ova pojava se naziva
Faradejev efekat. Pri tome je ugao rotacije dat sa:

¢ =V-sB (13.4)
gde je s duzina puta svetlosti, B intenzitet indukcije magnetnog polja i V je specifitna magnetna
rotacija ili tzv. Verdeov koeficijent.
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13.5. Interferencija svetlosti.

Kako uopSte za talase, tako i za svetlost vazi princip superpozicije. Kada dva svetlosna
talasa dospeju u odredjenu tacku ukuukupan vektor jaCine polja bi¢e jednak vektorskom zbiru
pojedinacnih. Radi jednostavnosti, predpostavimo da su talasi linearno polarizovani i da im se ravni
polarizacije poklapaju. U tom sluaju mozemo izostaviti vektorske oznake. Takodje predpostavimo da
su talasi koherentni, odnosno da su im kruzne uCestanosti iste. Jednacinu talasa u tacki xj mozemo

pisati u obliku:
Ei - E 0i-COS(Ot-KXj+@j) = E 0i-cos(mt+a) (13.5)

gde je sa aj=—kxj+@j oznatena faza oscilovanja u posmatranoj tacki prostora. Na taj nacin pitanje

superpozicije se svodi na sabiranje oscilacija u istom pravcu i sa istom ucCestano$¢u, §to smo vec
sreli. Sabiranje se vr§i pomocu tzv. verzorskog dijagrama rotira- juéih vektora. Rezultujuéa amplituda
se dobija primenom kosinusne teoreme:

Eo2 = E012 + E022 + 2Eg1Eg2ocos(oo—a1) (13.6)
odnosno

I =11 +l2 + 2,/1,1, cos(ap—0tq) (13.7)

obzirom da je | srazmerno sa E02. Dakle, intenzitet u proizvoljnoj tacki prostora zavisi od kosinusa
fazne razlike talasa u njoj. Za koherentne talase fazna razlika je stalna sa vremenom, tako da se
sabiranjem dobija raspodela intenziteta talasa u prostoru koja se u toku vremena ne menja. Takva
superpozicija se naziva interferencija. Manifestuje se obrazovanjem svetlih i tamnih pruga, prstenova
ili drugih figura na zaklonu.

Ako su svetlosni zraci nekoherentni, nepolarizovani ili im se ravni polarizacija ne poklapaju,
srednja vrednost cos(oco—01) sa vremenom je nula, I=l{+l2 je konstantno svuda u prostoru i nema
interferencione slike.

QL

Xy

Slika 13.8. Interferencija svetlosti

Koherentni talasi se mogu dobiti razdvajanjem zrakova svetlosti iz istog izvora refleksijom,
refrakcijom ili difrakcijom pri ¢emu je ®{1=w2 i @1=@2. U principu ovi zraci mogu da prolaze kroz
razlicite sredine, pa je potrebno nacéi vezu izmedju opticke putne i fazne razlike talasa. Fazna razlika
je:

820\)(&—5) = 9(N2|_2—N‘]L1) = 9A ZL
vV, VvV, c c Ao

(13.8)

gde su koriséene standardne relacije izmedju navedenih veli¢ina, a sa A=(NaL>—N1L{) je oznacena
opticka putna razlika. Sa L su oznacene duZine puta u jednoj i drugoj sredini. Oznaka Ag je talasna
duzina svetlosti u vakuumu.
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Uslov za maksimume intenziteta je &=k.2m (k=0,1,2,..), a za minimume je &=(2k+1)T,
odnosno kombinovanjem sa gornjim izrazom sledi:

Amax = ik}\,o i Amm = (k+1/2)7\.0 Sa k=0,1,2,.. (139)

Razmotrimo detaljnije slu€aj interferencije dva cilindricha koherentna talasa, kao na slici. Na zaklonu
¢e se dobiti niz svetlih i tamnih pruga. Kolika ¢e biti rastojanja izmedju susednih pruga? Za d<<L je
x/L=A/d i x=LA/d. Dva susedna maksimuma su na putnoj razlici A=\Aq, slika 13.8., pa je rastojanje
medju njima:

x =D = LAg/Md (13.10)

Sirina pruga zavisi od stepena monohromati¢nosti svetlosnih zrakova i od veligine pukotina-odnosno
izvora Sq i So, i u vezi je sa difrakcijom svetlosti.

13.5.1. Interferencija pomoéu ogledala. Frenelova interferencija.

Jedan od na€ina da se dobiju
koherentni talasi je upotreba dva ogledala
nagnuta medjusobno pod veoma malim uglom,
tzv. Frenelova ogledala, kao to je to prikazano
na slici 13.9. Od izvora svetlosti S se dobijaju
koherentni izvori S1 i S2 na rastojanju r. Uslov
za interferenciju se ovde svodi samo na
odredjivanje putne razlike /o—/ 1. Maksimum

intenziteta se dobija za tatke koje
zadovoljavaju uslov da je putna razlika jednaka
kA, a minimum za (2k—1)A, gde je k=0,1,2,..
Veli€ina k predstavlja tzv. red interferencionog
lika. Za tacku D, na sredini izmedju Sq i So

putna razlka je nula i tu je intenzitet
maksimalan. Levo i desno od njega smenijivace
se naizmeni¢no mini- mumi i maksimumi

intenziteta. Lako je pokazati da su
interferencioni maksimumi u taCkama yk =

Slika 13.9. Frenelova interferencija KLA/r i da je rastojanje izmedju susednih
maksimuma LA/r.

13.5.2. Interferencija na tankim slojevima.

Boje tankih providnih slojeva, kao $to je mehur od sapunice ili sloj ulja na vodi, posledica su
interferencije svetlosti odbijene sa obe povrSine sloja (donje i gornje). Do posmatra¢a u tacki S dolazi

zrak reflektovan u tacki A, ali i onaj reflektrovan od
donje povrSine u tacki B1, kao i onaj iz tacke Bo.

N, Azi Svi ovi zraci su presli razliCite puteve i to u
! razliitim sredinama. Za dva susedna zraka putna
N d i razlika je:
B 8 = N(A1B1+B1A) — No(A1A)  (13.11)
2 B
Slika 13.10. Interferencija na tankom sloju Sa slke 1310 je A{1B{+BiA=2d/cosp i

Aq1A'=2.d.tgf.sinaL. Kako je prema  zakonu
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prelamanja Ngsina=Nsinf3 uslov za maksimum intenziteta svetlosti je:

1—stB
cosp

§ = 2Nd = 2Ndcosf = kL (k=0,1,2,...)

Medjutim, zbog ¢&injenice da se pri refleksiji talasa na granici opti¢ki redja/opticki guSéa
sredina faza talasa menja za A/2, a u suprotnom ne, gornji uslov se svodi na:

8 = 2Ndcosf = (2k+1)% (13.12)

Dakle interferenciona slika zavisi od debljine sloja, ali i od talasne duzine svetlosti, $to za
posledicu ima obojenu interferencionu sliku.

13.6. Interferometri.

Pojava interferencije se prakticno koristi za izradu izuzetno ta¢nih mernih instrumenata-
interferometara. NaveS¢emo neke.

ZAMENOV (JAMEN) INTERFEROMETAR

Na osnovu promene optitkog puta svetlosti u zavisnosti od promene indeksa prelamanja
mogu se vrSiti precizna merenja pritiska, temperature i vlaznosti vazduha. Dve visoko obradjene
staklene ploce A i B postavljene su paralelno jedna u odnosu na drugu. Zraci odbijeni na prvoj i
drugoj povrSini plo¢e A, medjusobno razdvojeni, prolaze kroz identitne kivete ki1 i ko ispunjene
gasom sa poznatim N{ i nepoznatim No indeksima
prelamanja. Posle odbijanja na plo¢i B i fokusiranja
K1 soCivom D se na okularu O dobijaju interferencione
pruge, slika 13.11. Iz putne razlike:

8= (No—Nq). ! (13.13)

i uslova za pojavu maksimuma k-tog reda se dobija

. . . O odnos:
Slika 13.11. Zamenov interferometar

A
No = N{ + kz (13.14)

Promena razlike N,-N, izaziva promenu interferencionih pruga. Na primer za £ =5 cm, A=500 nm i za
najmanju merljivu promenu polozaja interferencionih pruga za 10% od njihove S$irine, dobija se

najmanja merljiva promena razlike indeksa prelamanja od priblizno 10-6. Sa tom ta¢nod¢u dakle
moze da se registruje i promena pritiska, temperature ili vlaznosti koja je izazvala promenu indeksa
prelamanija.

MAJKELSONOV (MICKELSON) INTERFEROMETAR

Sluzi za veoma tacno merenje duzine, posebno malih rastojanja, sa tatnoS¢u do 10_8 mm.
Snop svetlosti iz izvora S se na polupropusnoj planparalelnoj plo¢i P deli na dva uzajamno normalna
zraka, reflektovani i refraktovani. Ovi se odbijaju o ogledala O1 i O2 i usmeravaju putem AB ka
posmatracu gde se dobija interferenciona slika. Kompenzaciona plo¢ica Pk sluzi da kompenzuje
putnu razliku snopova posto snop (2) prolazi tri puta kroz P a snop (1) samo jedan put. Ogledalo O2
moze precizno da se pomera (za nekoliko desetina cm) €ime se menja interferenciona slika na
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zaklonu. Brojanjem promene broja interferencionih pruga-m za dato A dobija se pomeraj t=mA/2 sa
tatno$éu od 0,1-0,001L. Na ovaj nacin je utvrdjen i etalon jedinice za duzinu, metra.

0, ! R —
T I~
2 S I~
: Dk :
I~
P Al 2
[~
3
B ~ A
S O || | ] 4
BT :
d
Slika 13.12. Majkelsonov interferometar Slika 13.13. Fabri-Peroov interferometar

FABRI-PEROOV (FABRY-PEROT) INTERFEROMETAR

Zasniva se na interferenciji veCeg broja zrakova (ne samo dva) i primenjuje se u
interferencionoj spektrometriji, posto ima veliku mo¢ razlaganja. Sastoji se od dve paralelne staklene
ploée na malom medjusobnom rastojanju-d. Ove plo€e su sa unutrasnjih strana prevucene tankim
polupropusnim slojem srebra koeficijenta refleksije oko 90%. Za fiksirano d, u zavisnosti od A, na
zaklonu se pojavljuje interferenciona slika. Pruge se javljaju za 2dNcosa=kA (k=0,1,2...). Preciznim
merenjem rastojanja interferencionih pruga (krugova) i poznavanjem d i N uz pomo¢ Fabri-Peroovog
etalona mogu se meriti talasne duzine svetlosti sa velikom ta¢noSéu.

13.7. Difrakcija svetlosti.

Sve §to je ranije reCeno o difrakciji talasa, vazi i za svetlosne talase. Na o§troj ivici ili veoma
malom otvoru se zbog talasne prirode svetlosti i vaZzenja Hajgensovog principa svetlosni snop savija i
ne daje oStru sliku ivica. Granica tamnog i osvetlienog dela nije jasna i sadrzi niz svetlih i tamnih
pruga Ciji se intenzitet i razmak smanjuju udaljavanjem od ivice. Ove pruge se nazivaju Fresnelove
zone, slika 13.14. Na grafiku je prikazana zavisnost intenziteta svetlosti od rastojanja od ivice
zaklona. Za razliku od interferencije ovde se radi o jednom jedinom izvoru svetlosti.

U zavisnosti od oblika ivice, odnosno veliine i broja otvora na kojima se difrakcija posmatra,
rezultat difrakcije ¢e biti razlicit.

1,351,

17001/‘\ /\ /\ /\/-\

0,78 —/ u \J T\

=Yy

Slika 13.14. Frenelove zone
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DIFRAKCIJA RAVNIH TALASA NA PUKOTINI. Na slici 13.15. je prikazan slucaj difrakcije ravnih
talasa na pukotini Sirine a. Zraci koji dolaze u tacku O, u slu¢aju monohromatske svetlosti imaju istu
fazu i tu je svetla pruga. Tamne pruge ¢e se javiti levo i desno gde je putna razlika srediSnjeg zraka
i zrakova sa ivice pukotine jednaka A/2

A
2

a
— sina.
2

odnosno tamne pruge ¢e biti i za

_ A
sinot = k— (k=1,2,3..)
a

Svetle pruge ée se javiti u tatkama za koje je putna
razlika jednaka celobrojnom umnosku talasne duZine,
odnosno sina=2kA/a.

A/

320 -0 L2083

a a «a a a a Raspored intenziteta interferencionih pruga na
Slika 13.15. Difrakcija na pukotini zaklonu dat je na donjem delu slike. Intenziteti

osvetljenosti na polozajima maksimuma viSih redova
opada rapidno i to, u odnosu na intenzitet centralnog
maksimuma Eg, prema relaciji:

sin(nasina /A)?

- (13.15)
(masino./A)

DIFRAKCIONA RESETKA predstavlja neprovi-dnu ploéu sa velikim brojem uskih paralelnih pukotina
na kojima se javlja difrakcija. |zradjuju se oStrim dijamantom na staklu ili posebnim fotopostupkom, a
mogu da imaju i po nekoliko stotina zareza po milimetru. Rastojanje izmedju dva susedna zareza se
naziva konstanta reSetke. Po Huygens-ovom principu svaka tatka pogodjena talasom postaje novi
izvor talasa. Putna razlika zrakova sa dva susedna otvora (A i B) iznosi & = AC = asina.

] l l a ] 2 1 0 1 2
B, A crvene
linije
1 1 | | | Spektri
plave
linije

3 2 101 2 3

Slika 13.17. Niz spektara
Slika 13.16. Difrakciona resetka dobijen difrakcionom resetkom

Svetle pruge bi se javile tamo gde je putna razlika asino=kA (k=1,2,3..), kao u gore
navedenom slu€aju. Interesantna je pojava kada na reSetku pada bela svetlost. Kako se ona sastoji
iz talasa sa razli¢itim talasnim duzinama, za svaku od njih svetla pruga ¢e biti na drugom mestu; za
crvenu svetlost je sinaqi=kAc/a, a za plavu sinop = kxp/a. Dakle svetlost ¢e biti razlozena na svoje

spekire i to ¢e se za svako k (k=1,2,3..) dobiti po jedan spektar, koji respektivno predstavljaju
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prizma

L (nm)

resetka

400 500 600 700
Slika.13.18. Uporedjivanje razlaganja prizme i resetke

spektar 1, II, lll, itd. reda, kao na slici 13.17.
Sitina  spektra, odnosno razlaganje se
povetava sa redom spekira (sve dok ne
pocnu da se preklapaju). Difrakciona reSetka
se Kkoristi u optickim instrumentima kao
disperzioni element (kao i prizma) i sluzi za
razlaganje bele svetlosti u spektar.

Prednost reSetke u odnosu na
prizmu je bolje razlaganje, kao i bolja
linearnost za razlicite delove spektra. Bolja
linearnost zna¢i da reSetka jednako dobro

razlaze svetlost svih talasnih duzina, za razliku od prizme, $to je ilustrovano na slici 13.18.

Osnovne karakteristike svakog spektralnog-disperzionog elementa su njegova disperzija-D i
mo¢ razlaganja-R. Disperzija je ugaono ili linearno rastojanje izmedju dve spektralne linije Cije se A
razlikuje za jedinicu (1 nm). Mo¢ razlaganja je minimalna razlika talasnih duzina dl pri kojoj se dve
linije spekira, zraci dve razliite talasne duzine, registruju odvojeno.

U savremenim spektrometrima se, zbog ve¢e mocéi razlaganja, za razlaganje svetlosti ceSée

koriste difakcione reSetke, nego prizme.
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XIv

OSNOVE TEORIJE RELATIVNOSTI

14.1. Teorija relativnosti. Osnovni postulati.

Godine 1905 Albert Ajnstajn (Einstein) je, sa 26 godina, objavio SPECIJALNU TEORIJU
RELATIVNOSTI izazivajuéi najrazligitije reakcije fizitara. Godine 1917 je objavio i OPSTU TEORIJU
RELATIVNOSTI koja u osnovi gravitaciju tumaci ne preko sila veé preko zakrivljenosti svemirskog
prostora i vremena, ali o njoj za sada ne¢emo govoriti.

Teorija relativnosti govori o prirodi prostora i vremena. Dosta se o njoj govorilo i govori i ima
reputaciju slozenog problema. Matematicki ona uopste nije komplikovana. Onaj ko zna da reSi
kvadratnu jednacinu je viSe nego kvalifikovan da je tretira. Problem u razumevanju teorije relativnosti
lezi u ¢Cinjenici da se za njeno shvatanje moraju kritiCki preispitati nasa ustaljena shvatanja prostora i
vremena i posebno brzine, kao njihovog odnosa. NaSe Zivotno iskustvo je ograniCeno na predmete
oko nas, koji se uglavnhom "sporo" pomeraju, kre¢u¢i se malim brzinama u odnosu na brzinu
svetlosti. Nemamo iskustva Sta se dogadja kada se brzine predmeta povecaju. Dokle to poveéanje
moze da ide i Sta se pri tom deSava? Da li i tada vaze zakoni klasi¢ne fizike? Sliéno ovome pitanju
je, recimo, iskustvo siéuSne bakterije u jako viskoznom fluidu. Ona na primer o gravitaciji "nema
pojma".

lako na prvi pogled kontraverzna, teorija relativnosti je prezivela sve eksperimentalne i
teorijske testove i danas je opSte prihvaéena. Klasi¢na dinamika, koju smo do sada izu€avali je u
stvari samo grani¢ni slu€aj teorije relativnosti kada su brzine kretanja tela veoma male.

Teorija relativnosti se zasniva na dva osnovna postulata:

e | Postulat relativnosti kretanja. FiziCki zakoni su isti za posmatrae u svim inercijalnim referentnim
sistemima. Ne postoji preferentni referentni sistem.

e || Postulat o brzini svetlosti. Brzina svetlosti u vakuumu, ¢, ima istu vrednost u svim pravcima i u
svim inercijalnim referentnim sistemima.

Jo$ je Galilej govore¢i o transformacijama sistema podrazumevao da su zakoni MEHANIKE
isti u svim inercijalnim sistemima (na primer |l Njutnov zakon). AjnStajn je samo proSirio tu ideju na
SVE FIZICKE zakone, posebno istiuéi zakone elektromagnetizma i optike. Ovaj postulat ne tvrdi da
su sve merene fiziCke veliine iste u svim inercijalnim sistemima, naprotiv vec¢ina nije ista. FiziCki
zakoni tj. odnosi medju fiziCkim veli¢inama su isti.

Drugi postulat govori da u prirodi postoji grani¢na brzina ¢ (c=299,792,458 m/s = 3x10° m/s),
kojom se prostire svetlost kao fizitka pojava bez mase, a da svaka Cestica sa konatnom masom
moze da bude ubrzana do blizu ove brzine, ali da ne moze da je dostigne ili premasi. Ovo je i
eksperimentalno proveravao W. Bertazzi 1964. godine. On je ubrzavao elekirone do razli¢itih brzina i

E(MeV) merio im  kineticku  energiju  pomocu  nezavisne
kalorimetrijske metode. Postizao je brzine do 0,999 999
999 95 od c, ali nije mogao da je premasi, mada je
energija rapidno rasla - brze od zakona kineticke energije

6

/ mv’/2. Znadi da se i masa menjala pri velikim brzinama,
8to je u klasi¢noj mehanici neshvatljivo.
Rezultati ovog eksperimenta su prikazani na slici
14.1. Ma kako da se povecCavala kinetiCka energija
elektrona, njegova brzina nije mogla da dostigne vrednost
0 1 2 3 4 v(10°m/s) c. Na istom grafiku je isprekidanom linijom prikazao kako
Slika 14.1. Zavisnost energije od brzine bi to bilo u klasi¢noj mehanici.
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Drugi test postulata o brzini svetlosti uCinjen je pomocu elementarne Cestice pion-ng u
CERN-u 1964. godine. Ova Cestica je neutralna, bez mase i sa veoma kratkim vremenom raspada
na dva fotona odnosno y zraka u konkretnom slu€aju. Ovakav pion je ubrzan do 0,99975 c¢ u
odnosu na laboratoriju. Tada je emitovao svetlost. Po klasiénoj mehanici brzina emitovane svetlosti bi
trebalo da bude 1,99975 c, medjutim merenja pokazuju da je ona vrlo bliska c-kao i kod svetlosti
koja se emituje sa izvora koji miruje. Znaci svetlost se prostire nekom svojom brzinom, bez obzira na
sistem (napomenimo da svetlost i nije objekat koji se kreée, ve¢ poremeéaj koji se prenosi kroz
prostor).

Prema tome ove pojave zahtevaju redefinisanje dosadasnjeg koncepta o prostoru i vremenu.
Ako je brzina konstantna, to znaéi da prostor i vreme nisu i da se od sistema do sistema menjaju.
Prvi zaklju¢ak je da vreme nije isto u svim sistemima (nasuprot Galilejevim transformacijama), a drugi
da se prostor i vreme ne mogu razdvojiti, te se moraju zajedno posmatrati kao jedan nov
Cetvorodimenzionalni prostorno-vremenski sistem. U tako definisanom sistemu vreme postaje relativno,
a pojam simultanosti dogadjaja gubi smisao. Svaki sistem je svet za sebe. Svaka tacka u prostoru
prema tome ima svoje sopstveno vreme.

14.2. Relativhost vremena i prostora (duzine). Transformacione jednaéine.

Relativnost simultanosti ili jednovremenosti dogadjaja je tesno povezana sa relativno$éu
vremena. RazliCiti posmatraCi ¢e mereéi interval vremena izmedju dva sukcesivna dogadjaja izmeriti
razliCite vrednosti. Ovo ¢emo ilustrovati uz pomo¢ slike 14.2.

Neka je posmatra¢ A u vagonu koji se uniformno kreée brzinom V u pravcu x-ose u odnosu
na stanicu, a posmatra¢ B na samoj stanici. Neka se meri vreme od ukljuCivanja baterijske lampe
preko odbijanja svetlosti od ogledala na tavanici vagona do njenog dolaska nazad na detektor koji se
nalazi na samoj lampi. Posmatra¢ A ¢e izmeriti vreme dato izrazom:

Ao = 22 (14.1
C

gde je D rastojanje od izvora svetlosti do ogledala. Ovo vreme se naziva pravo vreme. Posmatra¢ B
na stanici mora podrazumevati istu brzinu svetlosti, ali za njega posto se vagon pomerio, svetlost
predje veéi put - 2L. Za njega je:

2L
At= — (14.2)
c

U skladu sa gornjom tvrdnjom on mora imati dva €asovnika za razliite polozaje izvora pri emisiji i
detektora pri detekciji svetlosti, jer su to sada dve razlicite tatke njegovog prostora, a rekli smo da
svaka tatka ima svoje vreme. Rastojanje L je odredjeno Pitagorinom teoremom, pa je:

2 2 2
A
C?M:L: (V?At] D2 - (Vﬁtj +(02t°j (143)
A B
5 L L
D
1l 2 1 2
T x T, T,
o 4o YA

Slika 14.2. Dilatacija vremena
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Kvadriranjem ovog izraza i sredjivanjem se za vremenski interval u nepokrethom sistemu dobija:

At At

0

At = = o
Vi-(v/0)?  |1-p?

pri ¢emu se P=v/c<1 naziva parametar brzine. Zapazimo da je uvek At>Aty. Ova pojava se naziva
DILATACIJA VREMENA. Takodje se mozZe pisati da je:

(14.4)

gde je:

y= o >4 (14.6)

takozvani Lorenzov faktor. Za male brzine ovaj faktor je priblizno jednak 1, a za veée drastitno
raste. Za [ preko 0,5 Lorencov faktor se mora obavezno uklju¢ivati u transformacione relacije
odnosno mora se primenjivati teorija relativnosti. Dilatacija vremena je do sada i eksperimentalno
potvrdjena u nizu ogleda.

Interesantno je ovde navesti tzv. Paradoks blizanaca. Ako jedno od blizanaca putuje brzim
svemirskim brodom, za njega vreme sporije tee (Atg) po relaciji za dilataciju vremena. Za blizanca
na Zemlji (nepokretnog) proteci ¢e yAtp vremena. Kada se vrati na Zemlju putujuéi blizanac ¢e biti y
puta mladji od svog brata. Paradoks se sastoji u pitanju: nije li moguée zameniti sisteme, pa da
situacija bude obrnuta, odnosno da blizanac na Zemlji ostane mladji. U tom slu¢aju se dolazi do
logicke kontradikcije da svaki blizanac zatekne onog drugog mladjim. Zaklju¢ak je da se sistemi ne
mogu relativizirati. Razlozi za to su nesimetrija transformacionih jednacina i redosled ubrzanja i
usporenja pokretnog sistema. Rezultat zamiSljenog eksperimenta sa blizancima bi bio da ¢e blizanac
na Zemlji zaista biti stariji, S$to je i prakticno potvrdjeno nekim eksperimentima sa noSenjem atomskog
sata u svemir. Za dva obilaska oko Zemlje uoena je vremenska razlika od 273 ns.

Dakle, kretanje sistema utiCe na tok vremena. Vreme nije apsolutno, ne te€e u svim
inercijalnim sistemima jednako i zavisi od sistema u kome se odredjuje.

Na osnovu navedenih razmatranja da se zakljuCiti da se svaki dogadjaj mora posmatrati u
jednom koordinatnom sistemu na odredjenom mestu (x,y,z) i u odredjenom vremenskom trenutku t,
i 3! dpk se ovevlj isti dogadjaj u pokretnom ine.rcijalnom

ot ' sistemu deSava na drugom mestu (x'y',z') i drugom

» trenutku t'. Radi jednostavnosti, poSto su u pitanju

X inercijalni sistemi, moguée je sisteme izabrati tako

da im se pravci x—osa poklapaju sa pravcem brzine

0 % 0" oy relativnog kretanja pokretnog sistema u odnosu na

nepokretni, slika 14.3.

Slika 14.3. Lorencove transformacije Matematicke relacije izmedju koordinata i

vremena jednog dogadjaja u dva inercijalna sistema za koje vaze AjnStajnovi postulati formulisao je
Lorentz. Ove relacije su poznate kao Lorentzove transformacije i izrazene su na sledeéi nacin:

X = y(x'+vt)) X' = y(x—vt)
y=y y'=y (14.7)
z=2 z'=2z
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gde je v = 1/w/1—B2 i B = vic, a c-je brzina svetlosti u vakuumu. Za slu¢aj v<<c ove jednacine

prelaze u Galilejeve transformacije, izrazi (4.4). Dakle, za male relative brzine Njutnova mehanika je
prva aproksimacija opStije relativistitke mehanike.

Iz uslova da polozaj i vreme jednog dogadjaja budu realne, a ne imaginarne, veli€ine u svim
inercijalnim sistemima, sledi da je v<c, odnosno brzina svetlosti u vakuumu je maksimalna brzina
kretanja tela ili prostiranja nekog dejstva.

U Lorentzovim transformacijama koordinate i vreme Cine jednu celinu, $to zahteva da se
vreme tretira kao Cetvrta koordinata. U tom cilju se uvodi apstraktni ¢etvorodimenzioni prostor (sa
koordinatama x, y, z ict) i taj novi Rimannov prostor ima osobine razli¢ite od klasicnog Euklidskog
prostora.

Lorentzove transformacije imaju za posledicu niz znacajnih zaklju¢aka koji se ne mogu sresti
u Njutnovoj mehanici.

Jednovremenost dogadjaja u raznim inercijalnim sistemima. Neka se u inercijalnom sistemu O u
tatkama sa koordinatama x1 i x2 dogode dva dogadjaja u trenutku t{=to=t, dakle istovremeno. Ako

se dogadjaji posmatraju u sistemu O' na osnovu Lorentzovih transformacija ¢e se za vremenski
interval izmedju posmatranih dogadjaja dobiti izraz:

X1 —Xp

C2

ty —ty =V (14.8)

U zavisnosti od vrednosti koordinata x{ i x2, izraz na desnoj strani moze biti pozitivan ili negativan,
Sto znaCi da se jedan dogadjaj desio pre ili posle drugog, a ne istovremeno. Naravno, ovo se odnosi
na dogadjaje izmedju kojih ne postoji uzro¢na veza. U suprotnom, uvek ¢e se uzro¢ni dogadjaj desiti
pre posledi¢nog.

Dilatacija vremena je pojava koju smo veé sreli, relacija (14.5). Naravno, isti izraz se moze dobiti i iz
Lorentzovih transformacija i tg egzaktnije nego ranije. Uo€imo u sistemu O vremenski interval izmedju
dva sukcesivna dogadaja At=Atp=to—t1, koji se deSavaju u istoj taCki prostora x{=x2=x, na primer
dva uzastopna prolaska matemati¢kog klatna kroz ravnotezni polozaj. U pokretnom sistemu O', na
osnovu Lorentzovih transformacija, odgovarajuéi vremenski interval ée biti:

At' = Y Ato

Ova relacija je identicna sa (14.5), s tim Sto je vremenski inter- val u sistemu O' oznafen sa
primom. Dakle, vremenski interval se produzava za y u pokretnom sistemu, odnosno u njemu vreme
teCe sporije. Vreme tg ili T se naziva sopstveno vreme.

Kontrakcija duZine je takodje pojava karakteristitna za relativisticku mehaniku. Neka je Lgo=x2—X1q

duzina nekog tela u sistemu O u kome ono miruje. Ova duzina se naziva sopstvena duzina tela.
Postavlja se pitanje, koliku duzinu treba pripisati ovom telu u pokretnom sistemu O' Prema
Lorentzovim transformacijama koordinata, obrazovanjem razlike xo—xq, pri uslovu istovremenosti

t1'=to', dobice se:
Xp=Xy = Lo = v.(x2x1) = 7.L (14.9)

Duzina L = xo'-x{' predstavlja duzinu tela posmatranog iz pokretnog sistema i naziva se relativna
duzina tela. PoSto je y<1 onda je Lo=L, odnosno posmatrano iz pokretnog sistema duzina tela se

skracuje u pravcu kretanja sistema za faktor y. Ova pojava se naziva kontrakcija duZine.
U pravcima normalnim na pravac kretanja dimenzije tela ostaju neizmenjene. Posledica toga
je da sferno telo u nepokretnom sistemu ima oblik elipsoida u pokretnim sistemima. Ovo skracivanje
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duzine tela u pokretnom sistemu ne treba shvatati kao sustinsku promenu prirode tela, radi se samo
o tome kako izgleda duzina tela posmatrana iz raznih sistema.
Relativisticko slaganje brzina. Neka se sistem S' kreCe u odnosu na S brzinom u. Za ova dva

sistema ¢ée vaziti transformacione jednacine Ax=y(Ax'+uAt') i At:y(At'+qu'/02). Ako ova dva izraza
podelimo, a zatim i broilac i imenilac desne strane podelimo sa At', sledi:

AX _ AXHUAY AXUAE+U
At At'+UAX'[E® 1+ Uu(AX'/At')/c?

(14.10)

U grani¢nom slucaju Ax/At=v je brzina u S i Ax/At'=v' je brzina u pokretnom sistemu S'. Konac¢no
dobijamo izraz za relativisticku transformaciju brzine:

V'+u
= (14.11)
1+uv'lc
Odavde se za klasi¢ni slu€aj moze dobiti Galilejeva transformacija brzine ako se apsolutna brzina ne
ogranici, tj. za slu¢aj c—>0.
Sli¢ne transformacije mogu se izvesti i za ubrzanje. Takodje je zanimljiv Doppler-ov efekat u
relativistickoj mehanici, ali se ovde neéemo zadrzavati na tome.

Primer |: Dva svemirska broda, svaki prave duzine od Lo=230 m, se mimoilaze. Posmatra¢ na kraju
jednog broda izmeri da drugi prodje pored njega za 3,57 us. Kolika je njihova relativna brzina?
Posmatra¢ se kre¢e zajedno sa brodom i za njega je izmereno vreme pravo Atp=3,57 ps. On

medjutim  meri  prividnu  duzinu L=vAtg=BcAty. Kako je medjutim L=Lo/y=Lo(1-[32)1/2

izjednaCavanjem ovih izraza, kvadriranjem i sredjivanjem se dobija:

L
B= o =0,21 il 21% od c.

J(cAt,)? + L2

Primer IlI: U inercijalnom sistemu S plava sijalica se upali a 535 us za njom i crvena i to na
rastojanju od Ax=2,45 km. Pokretni sistem se kreée brzinom sa [(=0,85 u smeru porasta x
koordinate. Koliko je rastojanje i vremenski interval izmedju ova dva dogadjaja u pokretnom sistemu?
Kako je v=PBc iz transformacionih jednacina sledi

Ax'=y(Ax—BcAt)

At=y(At-BAx/c)

Posto je Ax=2450 m, At=5,35x10_6 s i y=1,928 sledi:

Ax' = 1,928x(2450—-0,855x3x1 08X5,35X10-6) = 2078 m = 2,08 km

At = 1,028x(5,35x10"0—-0,855x2450/(3x10%)) = —3,15 ps

Znak (—) oznaCava da se u pokretnom inercijalnom sistemu prvo vidi paljenje crvene sijalice, ali je
interval izmedju njih kraé¢i. U navedenom primeru dogadjaji su nezavisni. Ako je medjutim u pitanju
uzro¢no-posledi¢ni odnos, uvek ¢e se uzroéni dogadjaj desiti pre posledi¢nog.
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4.3. Kinematika specijalne teorije relativnosti.

U skladu sa prethodnim izlaganjem Minkovski je definisao prostor relativistiCke mehanike. Po
njemu taj prostor je ¢etvorodimenzionalan (Sto nije jednostavno zamisliti) i sadrzi u sebi trodimenzioni
Euklidski prostor, a Cetvrta njgova dimenzija je vreme. Ove Cetiri dimenzije, koordinate, obrazuju
jedinstven Getvorodimenzioni "svet" ili prostorno-vremenski kontinuum. U njemu je svaki tackasto-
trenutni dogadjaj odredjen sa Cetvorodimenzionim vektorom polozaja:

Rk = (R1, Ro, R3, Ra) = (x, y, z, ict) (i2 =—1) (14.12)
odnosno:

20!

kK = R1T+R2T+R3|Z+R4z = xr+yj7+z|2+ictz = T +ict/ (14.13)

Kretanje "svetske taCke" opisuje trajektoriju koja se naziva "svetska linija". Kretanje se odvija u
sopstvenom vremenu to=t, pa je R(t) dato sa:

R1=R1(1); R2=R2(t); R3=R3(t) i R4=R4(7) (14.14)

Rastojanje izmedju dva dogadjaja uklju€uje i vremensku promenu, pa je u S sistemu:
2 2 2 2 2 2
ARk~ = (x2—x1) +(y2—-y1) +(z2—z1) —¢ (t2—t1) (14.15)
ili de2 = dx2 + dy2 + dz2 - c“zdt2 ,

a u sistemu S' ée biti:

de2 = dx‘2 + dy'2 + dz'2 - c2dt'2 (14.16)

Koriséenjem Lorentzovih transformacija lako se moZe pokazati da je de2 = de'2 , 8to znadi da je
prostorno-vremenski interval koji razdvaja dva dogadjaja invarijantan u svim sistemima (dilatacija
vremena se kompenzuje kontrakcijom duzine).

Brzina i ubrzanje u relativistickoj mehanici se definiSu po analogiji sa klasitnom mehanikom.
Vektor brzine je:
dR,
dt

gde je 1T sopstveno ili pravo vreme (tg) sistema. U skladu sa time mozemo pisati:

Vi = (k=1,2,3,4) (14.17)

Vi = %j?—tk%:%(““ﬁ””@*@ (14.18)
li
V1 = 7.vx
V2 =v.vy (14.19)
V3 =v.vz
V4 = yi.c

Ove komponente Cetvorodimenzionog vektora brzine nisu medjusobno nezavisne. Povezane su preko
klasi¢ne brzine u izrazu za y, odnosno P=v/c. Intenzitet Cetvorodimenzione brzine je:

2

N/ 2 22,2 2 .2 2C2(V2/C2_1) - i2C2 —c (1420)

(VK = y2v2+yzizc2 =y (VIicH) =y
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Sto znadi da je jednak u svim sistemima, tj. da je invarijantna veli€ina.
Cetvorodimenziono ubrzanje se definiSe na sli¢an nacin:

A _ 0V v, dt

= = k=1, 2, 3, 4 14.21
KT dt dt dt ( ) (14.21)

i njegove komponente se mogu jednostavno izraziti.
Posto je intenzitet V g konstantan, ovaj vektor se moZe menjati samo po pravcu $to znadi
da je ubrzanje uvek normalno na brzinu, odnosno njihov skalarni proizvod jednak je nuli.

14.4. Dinamika specijalne teorije relativnosti.

U klasi€noj mehanici, na osnovu Galilejevih transformacija, imali smo da je u nepokretnom i
pokretnom sistemu d=a'  m=m'=const i F=F' Ako na telo deluje stalna sila F, moZe se (za
V o=0) pisati

. ,F
, odnosno V=(—)-t (14.22)
m

Ovo znaCi da bi sa vremenom u takvom slu€aju brzina neogranieno rasla. Medjutim to je u
suprotnosti sa teorijom relativnosti. Zna¢i da ove relacije u &etvorodimenzionom prostoru vise ne
vaze. Mora se redefinisati pojam impulsa i pojam sile.

Impuls se u &etvorodimenzionom prostoru odredjuje na slede¢i nacin:

P, =m.V, =m,(V+icl)y = p+imc/ (14.23)
Vektor |3k je kolinearan sa \7|(, a mg je invarijantna masa tela, u odnosu na sistem u kome telo

miruje (v=0) i naziva se masa mirovanja ili sopstvena masa tela. Komponente ovog
Cetvorodimenzionog impulsa su dakle:

P1 = moV1 = ymovx = mvx = px
P2 = mpV2 = ymgvy = mvy = py
P3 = mgV3 = ymgvz = mvz = pz (14.24)

P4 = mgV4 = ymgic = mic
Masa tela u relativistickoj mehanici nije konstanta i iznosi:

m! m,
m=qymg = ——>—— (14.25)

Ova masa, m, se naziva relativistic(ka masa i zavisi od brzine,
te nije invarijantna veliCina. Zavisnost mase od brzine
prikazana je na slici 14.4.
Dakle prve tri komponente vektora I:’k su projekcije
0 0,2 04 06 08 1,0 V/C obi¢nog trodimenzionog impulsa na ose x, y i z, a Cetvrta
nema analogni klasi¢ni smisao. Ona je imaginarna.
Relativisticka jednacina kretanja se dobija

myg

Slika 14.2. Zavisnost mase od brzine

—

diferenciranjem vektora F’k po sopstvenom vremenu:
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P V Y/ -
dP _ d(m,Vi) _ m, dV) _ m,A, =F, (14.26)
dt dt dt
gde je IEk = F1T+F2T+F3|Z+F4Z = |E+F4Z, tzv. sila Minkovskog. lzrazimo ovu silu u
inercijalnom sistemu.
c BB B
“ dt  dt dv O dt
dakle
dP, F
—k =k (14.27)
da vy
odnosno
dP, dP, d(mv,) F F

dp, dp, _d(mv,) F,
dt dt  dt oy

(14.28)
dp, _dP, _d(mv,) F __
dt dt  dt y 7

dP, d(mic) F,
dt dt Y

Sila I#:k se razlikuje od F za faktor 1/y i za komponentu F4. Ova komponenta se moZe

odrediti mnoZenjem Fk skalarno sa \7k imajuéi u vidu da su ova dva vektora medjusobno
ortogonalna. Bice:
V{iF{ + VoF2 + V3F3 + V4F4 = 0 (14.29)

odnosno:
F4 = —(V{F{ + VoF2 + VaF3)Vg = vi(V - F)ic (14.30)

gde su V i F vektori brzine i sile u trodimenzionom prostoru. Sila Minkovskog je dakle:

Fo = 7{Fxi +Fy ] +FzK +i(V-F)//c} (14.31)

14.5. Relativisti¢ki izraz za energiju. Proporcionalnost mase i energije.

Zamenjujuéi izraz za F4 u Cetvrtu projekciju relativisticke jednaine kretanja
dP4/dt=d(mic)/dt=F 4/y dobijamo:

d(mic) _iv-F
d ¢

(14.32)
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MnoZenjem ovog izraza sa c/i sledi:

dime?) . - dA
u:v-F:— (14.33)
dt dt
Izraz mc™ ima dimenzije energije, pa se moze pisati:
2
m_c
E=mc® = 0 (14.34)

J1-p2

Sto predstavlja ukupnu energiju slobodnog tela koje se kreée brzinom v u odnosu na neki inercijalni

sistem. Ona zavisi od v, E=E(v). Za v=0 je Ec,=moc2 i naziva se energija mirovanja ili sopstvena
energija tela. To znadi da i masi mg, koja miruje odgovara neka energija Eqg, dakle i masa je samo
oblik energije.

Relacija (14.34) se moze pisati i kao:

E
E=qEg= —2 (14.35)

1-p*

Posto je ukupna energija slobodnog tela, E, jednaka zbiru njegove kinetiCke energije, Ek i energije
mirovanja Eg, biée:

1
1-p2

Ek =E - Eg = mocz{ -1} = mocz(y—1) (14.36)

Kada v—>0 i Ek—0, Sto je saglasno i klasi¢noj mehanici. Zakon odrzanja energije za slobodno telo u
teoriji relativnosti glasi:

E = ym002 = const (14.37)

Ako telo nije slobodno ve¢ se nalazi u potencijalnom polju neke konzervativne sile, tada je

relativistiCki zakon odrzanja energije, na osnovu relacije dA=d(m02)=—dU:

mocz(y—1)+U = const = C (14.38)

Konstantni ¢lanovi su ovde u stvari C+mgc =C1. Za razliku od klasicne mehanike u relativistickoj je

slobodna energija tela uvek pozitivna i povezana je sa masom mirovanja tela. Relativistitka masa sa
jedne strane odredjuje ukupnu energiju slobodnog tela, a sa druge, inercijalna svojstva tela, tako da
svaka promena energije tela izaziva i promenu njegove mase po relaciji:

dE

dm = — (14.39)

C

Ova relacija se naziva zakon proporcionalnosti mase i energije. U ovom sluaju postaje o€igledna
ranija tvrdnja da masu tela kao meru njegove inertnosti treba razlikovati od koli¢ine supstance u telu.
Pri velikim brzinama, njegova koli¢ina supstance ostaje stalna dok mu se masa povecava.

Odnos izmedju energije | impulsa. Smisao Cetvrte komponente vektora impulsa slobodne Gestice
moze se izvesti iz izraza za energiju:
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P4 = imc = i(mcz)/o = iElc (14.40)
Ukupan impuls ¢e biti:

P.=m\V, =p+(i/c)El (14.41)

te se Pk jo$ naziva vektor energije-impulsa. Obzirom da je intenzitet ¢etvorodimenzione brzine (Vk)2

=—c2 i da je invarijantan kvadrat impulsa ¢ée biti:

Pk2 = m02Vk2 = —m0202 (14.42)

Na osnovu izraza za ukupan impuls je:

)22 22

p2 + (i/c) E” = —-mg C (14.43)

odnosno:

E =cyp° +mic’ (14.44)

Ako Cestica nije slobodna, ve¢ je u polju konzervativne sile, tada je:

E=cyp>+mic®+U (14.45)

U savremenoj eksperimentalnoj fizici, posebno u nuklearnoj, teorija relativnosti je
nedvosmisleno potvrdjena. StaviSe, tumadenje niza fenomena ne bi moglo biti razjasnjeno bez nje.
Svojom pojavom specijalna teorija relativnosti odigrala je zna€ajnu ulogu u povezivanju, otkrivanju i
razjaSnjavanju fundamentalnih zakona fizike.
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