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Modeli, fizicke velicine 1 osnovne jedinice

Fizika je osnovna prirodna nauka. U okviru fizike se proucavaju
osnovni prirodni procesi ¢ije razumevanje je neophodno za mnoge
druge nauke i za tehnologiju. Bavljenje fizikom predstavlja veliku
intelektualnu avanturu. Cesto ima tedkoca, ponekad je frustrirajuce
i bolno ali svaki, ma koliko bio mali pomak u nepoznato donosi
ogromno zadovoljstvo. Sa druge strane, svaki mali pomak je jos je-
dan kami¢ak u mozaiku opste slike sveta oko nas.

Kada fizi¢ari proucavaju neku prirodnu pojavu oni pokusavaju da
pronadu uzrok za nju i razloge zbog kojih se ona odvija na nacin na
koji se odvija. Da bi dobro razumeli pojavu moraju da razdvoje zna-
¢ajne Cinjenice od onih koje nisu toliko znacajne. Za tako izdvojene
¢injenice potrebno i napraviti model koji ¢e dobro opisati pojavu.
Uz model potrebno je osmisliti eksperiment ili niz eksperimenata u
kojima bi se proverile pretpostavke i kvalitet predloZzenog modela.
Posle niza teorijskih i eksperimentalnih provera dolazi se do teorije
koja dovoljno dobro opisuje pojavu. Ali tu nije kraj istraZivanjima.
Ako se teorija dobro slaZe sa eksperimentalnim rezultatima, onda je
moguce da ona predvidi neke nove pojave, koje do tada nisu prime-
¢ene. Sa druge strane, uvek je moguce doraditi postoje¢i model da
bi se postiglo bolje slaganje sa eksperimentom ili da bi se proSirila
oblast u kojoj je model dobar. Ceo proces istraZivanja se tako nasta-
vlja. Dobro, ¢ak rigorozno, proverena teorija, ili grupa teorija koje se
bave sli¢nim sistemima dobijaju status fizickog zakona ili principa.

U okviru ovog kursa klasi¢ne mehanike bi¢e prou¢avani osnovni
zakoni mehanike: Njutnovi zakoni kretanja, Njutnov zakon gravita-
cije i zakoni odrzanja (energije, impulsa i momenta impulsa). Zatim
¢e, primenom osnovnih zakona, biti analizirani vrlo vazni mehanicki
problemi.

Sve pocinje opisom osnovnih modela, koji ¢e biti koriséeni. Pored
toga bice date osnovne fizicke veli¢ine i njihove jedinice, bice istaknut
znacaj dimenzionalne analize kao i procene reda veli¢ine. Ova glava
¢e biti zavrSena delom o granicama vaZenja klasi¢ne mehanike.

Osnovni modeli u mehanici

Prirodne pojave su vrlo sloZene. Razmotrimo padanje gumene
lopte u gravitacionom polju Zemlje. Da bi se problem resio potrebno

Lep primer iz istorije za razvoj jed-
nog fizickog zakona je univerzalni za-
kon gravitacije. Sve je pocelo pre vise
od dva milenijuma kada se ¢ovek za-
pitao zasto no¢no nebo izgleda tako
kako izgleda. Zasto se planete kre¢u
na nacin kako ih vidimo? Postojali
su razni modeli koji su opisivali kreta-
nje. Prakti¢no najve¢u kolekciju poda-
taka o kretanjima nebeskih tela je na-
pravio danski astronom Tiho Brahe u
XVI veku. Bio je pristalica geocentri¢-
nog sistema, podaci koje je imao su
se slagali sa tim modelom. Medutim,
njegov mladi saradnik Johan Kepler je
koriste¢i ovu ogromnu bazu podataka
i na osnovu svojih merenja formulisao
tri zakona kretanja nebeskih tela, koji
su bili bazirani na heliocentritnom si-
stemu. Njegovi zakoni su imali mnogo
jednostavnije oblike i na osnovu njih
je bilo mnogo jednostavnije predvideti
polozaje planeta u buduénosti. Iako
vrlo koncizni i elegantni ovi zakoni su
i dalje bili opis kretanja, nisu nudili od-
govor na pitanje zasto je kretanje ta-
kvo. Posle Keplera je Isak Njutn otkrio
univerzalni zakon gravitacije. Otkrio je
da je gravitaciona sila uzrok svim kre-
tanjima u vidljivom svemiru. Isposta-
vilo se da se Keplerovi zakoni dobijaju
iz Njutnovih. Izgledalo je da je Njut-
nov zakon gravitacije (uz ostale Njut-
nove zakone) tacan, sve dok nisu pri-
mecene neke anomalije na koje je uka-
zao Albert Ajnstajn, kada je formulisao
opstu teoriju relativnosti. Pri¢a o gravi-
taciji i dalje nije gotova, i dalje se traga
za kvantnom gravitacijom. Dakle vise
od dve hiljade godina traje potraga za
potpunim razumevanjem gravitacije, i
taman kad se pomisli da je sve jasno po-
javi se neka sitnica koja se ne slaze, i rad
se nastavlja. Sli¢na pric¢a se moZe ispri-
¢ati 0 mnogim drugim znacajnim mo-
delima i teorijama.
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je pre svega utvrditi koje sve sile deluju na loptu (vidi glavu 3). Na
loptu deluje gravitaciona sila Zemlje, pored toga lopta se nalazi u
vazduhu, pa na nju deluje i sila potiska. Lopta se krece u odnosu na
Zemlju koja rotira pa na nju deluje i centrifugalna sila. Kada lopta
pocne da pada na nju ¢e poceti da deluje i sila otpora vazduha, kao
i Koriolisova sila zbog toga Sto se lopta krece u sistemu koji rotira
(glava 3). Strogo gledano gravitaciono ubrzanje se menja sa udalje-
nos¢u od centra Zemlje. Stvar se dodatno komplikuje zbog toga Sto
sila potiska vazduha zavisi od gustine vazduha i zapremine lopte.
Gustina vazduha moZe da se menja sa visinom, pa i to treba uzeti u
obzir. Ako je lopta tankih zidova onda promena u temperaturi i pri-
tisku vazduha u okolini moZe da dovede do promene temperature
vazduha u lopti $to kona¢no moze da dovede do promene zapremine
lopte tokom kretanja. Sila otpora vazduha zavisi posredno i od tem-
perature vazduha, koja moZe da se menja, a zavisi i od brzine lopte i
konacno i od dimenzija lopte. Dakle, jedan obican problem padanja
u gravitacionom polju moZe da bude veoma slozen, moZzda i neresiv.

Tada nastupa sposobnost uo¢avanja onog sto je vrlo bitno i onoga
$to se moZe zanemariti. Pre svega moZe se proceniti da se gravita-
ciona sila ne menja mnogo za prili¢no veliki opseg visina u odnosu
na povrsinu Zemlje. U tom slucaju se moZe uzeti da je gravitaciona
sila konstantna. Centrifugalna sila zbog rotacije Zemlje je nekoliko
promila gravitacione sile, pa se moZe zanemariti. Sila potiska va-
zduha je onoliko puta manja od gravitacione koliko puta je manja
gustina vazduha od gustine lopte, pa se naj¢eS¢e moZze zanemariti.
Koriolisova sila zavisi od geografske Sirine na kojoj se telo krece. Po-
red toga intenzitet joj je mali za male brzine tela, pa se i ona moze
zanemariti. Gustina i temperatura vazduha zaista zavise od visine,
ali za razumnu visinu sa koje je batena lopta mozZe se uzeti da se ni
gustina ni temperatura vazduha ne menjaju. Promena pritiska nije
dovoljna da znacajno uti¢e na promenu zapremine lopte. Kona¢no,
ostaju konstantna gravitaciona sila i sila otpora vazduha, za koju iz
navedenih razloga moZzemo uzeti da ne zavisi od temperature. Pro-
blem se moZe i dalje pojednostaviti u slucaju tela malih dimenzija
kada se sila otpora vazduha moZe zanemariti u odnosu na gravi-
tacionu sily, i tek tada imamo situaciju koju dobro poznajemo kao
slobodan pad tela.

Materijalna tacka

U svetlu gornjeg primera sa loptom, kada imamo pojavu u kojoj
su dimenzije tela nebitne, onda problem realnog tela moZzemo da za-
menimo situacijom u kojoj sve relevantne sile deluju na jednu tacku
(telo zanemarljivih dimenzija) koja ima masu kao i realno telo. Ovaj
model se naziva modelom materijalne tacke. Model materijalne tacke
se ne primenjuje samo na mala tela, ve¢ je jedini kriterijum da li su
dimenzije tela vazne i uti¢u na kretanje, ili ne uticu. Na primer, za
kretanje Zemlje oko Sunca sasvim je korektno uzeti da je Zemlja ma-
terijalna tacka, a kliker koji se spusta niz strmu ravan ako moze da

Koliko korektno i precizno izvedenih
eksperimenata je potrebno da bi se obo-
rila neka teorija? A koliko da bi se po-
tvrdila?
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se kotrlja onda ne moze da se opise kao materijalna tacka. U modelu
materijalne tacke sve tacke na telu se kre¢u na isti nacin, odnosno
imaju iste brzine u svakom trenutku.

Apsolutno kruto telo

Kruto (apsolutno) telo je model u kome je telo sistem materijalnih
tacaka koje su uvek na istom medusobnom rastojanju. To znaci da
se deformacije tela tokom kretanja zanemaruju. Vredi napomenuti
da isto telo u jednom problemu kretanja moZe sasvim zadovoljava-
ju¢e da bude opisano modelom materijalne tatke, u nekom drugom
problemu da bude neophodno da se primeni model krutog tela, dok
u nekom tre¢em problemu ni model krutog tela ne mora da bude
dovoljno dobar.

Harmonijski oscilator

Harmonijski oscilator je model fizickog sistema u kome na telo
zanemarljivih dimenzija deluje sila koja se menja u zavisnosti od ra-
stojanja tela od ravnoteznog poloZaja (mesto u kome je sila jednaka
nuli), i uvek je usmerena ka ravnoteznom polozaju. Zavisnost od ra-
stojanja je linearna, a koeficijent proporcionalnosti zavisi od nekoliko
stvari ali je vaZno da je u opsegu kretanja tela konstantan.

Neprekidna sredina

Model neprekidne sredine (kontinuuma) se primenjuje u fizici flu-
ida (gasovi i te¢nosti). Fluid se posmatra kao deo prostora u kome je
gustina funkcija poloZaja u prostoru, a ne kao skup ogromnog broja
atoma ili molekula. MoZe se re¢i da je model neprekidne sredine u
stvari model u kome su molekuli ,razmazani” po prostoru.

Aproksimacije

Kada se pri opisu nekog fizickog sistema upotrebi neki model to
ne mora da bude dovoljno da bi problem bio resiv, ili jasan. Cesto je
potrebno pojednostaviti sliku. Pojednostavljenja se, bazirana na ¢vr-
stim argumentima, nazivaju aproksimacijama. U primeru sa loptom
napravljen je niz aproksimacija, na primer: da je gravitaciona sila
konstantna, da se pritisak i temperatura vazduha malo menjaju sa
visinom, itd. Za dobru aproksimaciju u novom problemu je potrebno
dosta iskustva. To iskustvo mora da bude zasnovano na razumeva-
nju osnovnih fizickih zakona ali i na dobro zasnovanim procenama.
U nastavku ove glave posebna paznja ¢e biti posveéena procenama.

Fizicke velicine i osnovne merne jedinice

Vrednost neke fizicke veli¢ine je zadata brojcanom vrednoscu i
odgovaraju¢om mernom jedinicom. U mehanici osnovne fizicke ve-
li¢ine su duzina, vreme i masa. Samim tim se merne jedinice za ove

Definicija krutog tela moZe da po-
sluZi za definisanje osa koordinatnog si-
stema. Naime ose se mogu definisati
kao kruta tela, pa se onda, bio koordi-
natni sistem pokretan ili ne, ose tokom
kretanja ne deformisu.

U Arhimedovo vreme neki kralj Gelon
je tvrdio da se ne mogu prebrojati zrna
peska na nekoj obali. Arhimed je, da
bi pokazao da kralj gresi, procenio ko-
liko bi zrna peska stalo u ceo tada po-
znati svemir. Dobio je da je taj broj ma-
nji od 10%. To je samim tim znatilo
da zrna peska na bilo kojoj obali mora
da bude mnogo, mnogo manje. Zani-
mljivo je da je svoj ra¢un Arhimed ba-
zirao na dve procene. Procenio je di-
menzuju zrna peska (tako Sto je pro-
cenio koliko zrna peska moZe da stane
u jedno zrno maka, potom koliko zrna
maka moZe da se naslaze do duZine
od jednog palca) i dimenziju svemira
(koristio je model Aristarha sa Samosa,
tvorca prvog heliocentri¢nog sistema, u
tom modelu svemir je bio pre¢nika oko
dve svetlosne godine).

Koriste¢i podatke iz primera sa Arhi-
medom izracajte pre¢nik zrna peska
koji se dobija iz njegovog modela. Ko-
liko je njegova procena bila dobra?
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fizicke veli¢ine mogu uzeti kao osnovne. Kao sto je dobro poznato u
Medunarodnom sistemu jedinica (SI) osnovna jedinica za duZinu je
metar (m), za vreme sekunda (s) i za masu kilogram (kg).

Fizi¢ka veli¢ina Naziv Oznaka Tabela 1.1: Medunarodni sistem jedi-
Duzina metar m nica (S1).

Masa kilogram kg

Vreme sekunda s

Jactina elektri¢ne struje amper A

Termodinamicka temperatura kelvin K

Koli¢ina supstancije mol mol

Svetlosna jacina kandela cd

Redovi veli¢ina i procena

Bavljenje fizikom ¢esto podrazumeva i put kroz nepoznate pre-
dele, pa je vazno steci sposobnost procene i osecaj za redove veli¢ina.
Jos od antickih vremena ljudi su koristili procenu kada nisu bili u

Stanju da nesto izmere ili izraéunaju_ Tabela 1.2: Redovi veli¢ina karakteri-
sti¢nih duzina i vremena.

Objekat Veli¢ina (m)  Vremenski interval Vreme (s)
Proton 101 Vreme potrebno svetlosti da prede rastojanje jezgra 10~
Atom 1010 Period vidljive svetlosti 10715
Virus 1077 Period mikrotalasa 1010
Velika ameba 104 Poluzivot miona 1070
Plod lesnika 102 Period najviSeg tona koji moze da se ¢uje 1074
Covek 10" Period otkucaja srca ¢oveka 10"
Visoka planina 10* PoluZivot slobodnog neutrona 10°
Zemlja 107 DuZina dana 10°
Sunce 10’ Zemljina godina 107
Rastojanje od Zemlje so Sunca 10! DuZina Zivota ¢oveka 10’
Suncev sistem 1013 PoluZivot plutonijuma-239 1012
Rastojanje do najblize zvezde 1010 Starost planinskih venaca 101
Mle¢ni put 102! Starost Zemlje 107
Vidljivi svemir 10%6 Starost svemira 10'8

Primer 1.1

Koliko zrna pSenice moZe da stane u jedan pun silos?

Resenje: Prvo je potrebno pronadi podatke o kapacitetu silosa i veli¢ini ili masi zrna pSenice. Najvedi
silosi u Srbiji imaju kapacitet od oko 50000 tona. Standardna masa 1000 zrna psenice je oko 50 g. Dakle
u velike silose moZe da stane oko 5 x 10’ kg, p3enice, a masa jednog zrna je 5 x 10> kg. To znadi

12

da u ovim silosima ima oko 10'* zrna pSenice, $to je oko 10 miliona puta manje zrna nego u poznatom

srednjevekovnom problemu sa zrnima na Sahovskoj tabli.

Primer 1.2

Za koliko se smanji debljina gazeceg sloja automobilske gume posle predenog jednog kilometra puta?
Resenje: Gazedi sloj autombilske gume je sloj u kome su Sare i on je u stalnom kontaktu sa podlogom.
Njegova debljina zavisi od vrste guma, proizvodaca i drugih stvari. Pretpostavicemo da je debljina sloja
reda veli¢ine 1 cm. Nije toliko vazno da moZe da bude 2 ili 3 cm, posto je to isti red veli¢ina. Sada nam
treba neki podatak koji moZze da se iskoristi za procenu. Ako se raspitate kod voza¢a moZete da dobijete
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podatak koliko kilometara mogu da predu automobilom sa istim gumama. Za kvalitetne gume se tvrdi
da je moguce preci 60 000 km bez promene guma. Sada imamo sve potrebne podatke. Za predenih 60 ooo
km oljusti¢e se 1 cm gume. Onda ée za jedan predeni kilometar biti oljugteno 1 cm/60000=1.7 x10~"m,
odnosno priblizno 2 x 1077 m po predenom kilometru.

Dimenzionalna analiza

) 3 Plankova konstanta i moment impulsa,
U fizici pojam dimenzije ima viSe znacenja. Pored standardnog na primer, imaju istu dimenziju, odno-

pojma dimenzionalnosti prostora i op$teg naziva za duZinu, visinu i Sho Mogl ¢ izraziti u istim mernim je-
$irinu, dimenzija se koristi i u vezi sa mernom jedinicom neke fizicke '

veli¢ine. Kada se kaZe, na primer, da neka konstanta ima dimenziju

duzine, to znadi da je njena merna jedinica ista kao i za duzinu. Ako

je neka fizi¢ka veli¢ina bezdimenzionalna onda ona nema jedinicu,

odnosno ima samo broj¢anu vrednost, odnosno ta fizicka veli¢ina se

predstavlja neimenovanim brojem.

U svakoj jednacini obe strane moraju da imaju iste dimenzije.

Primer 1.3
Pritisak u te¢nosti zavisi od gustine te¢nosti i njene brzine. Naéi kombinaciju gustine i brzine koja ¢e imati

dimenzije pritiska.
Redenje: Merna jedinica za pritisak je paskal. 1Pa = N odnosno &m0 — k&
je: ) p ep . TmZ” 22 i

Zavisnost pritiska

I . o g . kg" m”
od gustine i brzine moZe da se napise kao p = p*v". Kada se uvrste merne jedinice dobija se %%« =

k
%. Poredenjem sa dimenzijama pritiska dobija se da je k = 1in = 2, odnosno p o pv?.
m 'S

Primer 1.4
Da li je tatno: (a) Dve fizicke veli¢ine moraju da budu istih dimenzija da bi mogle da se saberu. (b) Dve
fizicke veli¢ine moraju da budu istih dimenzija da bi mogle da se pomnoZze.

Resenje: Pod (a) je tatno, samo treba voditi ratuna da fizicke veli¢ine budu izraZene u istim mernim
jedinicama. Na primer duZinu izraZenu u metrima i duZinu izraZenu u mikronima ne moZemo tek tako
da saberemo, moramo da izrazimo obe duZine u metrima ili obe u mikronima; (b) nije ta¢no, ne postoji
nikakvo ograni¢enje za dimenzije fizickih veli¢ina koje se mnoZe ili dele.

Tabela 1.3: Redovi veli¢ina karakteri-
sti¢nih masa.

Granice vaZenja klasicne mehanike Objekat Masa (kg)
Elektron 10~
ey e . . . Proton 1077
Svaka fizicka teorija ima svoja ogranic¢enja, odnosno granice va- o 25
Aminokiselina 10
Zenja. Tako i klasi¢na mehanika ima jasne granice primenljivosti. Hemoglobin 1072
. oy . . . « . .y : : -19
Pridev klasi¢na u nazivu ima dvojako znacenje. Klasi¢na kao ne- Virus gripa 10
e e . Velika ameba 1078
relativisticka i klasi¢na kao ne-kvantna. Kap kige 106
U prvom sludaju, brzina kretanja tela mora da bude mnogo ma- Mrav 07!
. . . . . A Covek 10?
nja od brz'l‘ne svetl'ostl (? << .c). To za posledicu ima ('ia prostorni i Veliki kombajn 1ot
vremenski intervali ostaju isti u svakom referentnom sistemu u kom Piramida 1010
se mere. Ova posledica je zapravo njutnovski koncept apsolutnog Zemlja 10%
. ludaiu kad lo kreée brzi Kot i Sunce 10%
prostora i vremena. U slucaju kada se telo krec¢e brzinom koja je Mlecni put 104
uporediva sa brzinom svetlosti prostor i vreme vi$e nisu apsolutni Svemir > 10%

(Specijalna teorija relativnosti).
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U drugom slucaju sistemi koji se mogu opisati klasi¢no moraju
da budu takvi da su kvantni efekti zanemarljivo mali. Po pravilu, si-
stemi koji ne mogu da se opisu klasi¢nom fizikom su mali po dimen-
zijama, od dimenzija atoma pa naniZe. Ipak postoje izuzeci, sistemi
koji su makroskopski, a ne mogu se razumeti bez kvantne fizike (fe-
romagneti, superprovodnici...).

Cesta pocetnitka greska je tvrdnja da je kvantna fizika dobra samo
na malim skalama, a relativisti¢ka fizika dobra samo za velike brzine.
To nije ta¢no. Svi sastavni delovi makroskopskog sveta su kvantni
objekti, ali kada opisujemo mehanic¢ko kretanje makroskopskih tela
onda je kvantna priroda tela nebitna. Ali neke druge osobine ma-
kroskopskih tela mogu da zahtevaju kvantni opis. Isto je i sa rela-
tivnos¢u. Teoriju relativnosti mozemo da primenimo na svako telo
koje se kre¢e, ma koliko brzina bila mala, ali razlika je u odnosu na
rezultat dobijen klasi¢no, zanemarljivo mala. Na osnovu ovih argu-
menata se moZe reci da je klasi¢cna mehanika aproksimativna teorija
za makroskopske sisteme koji se kre¢u malim brzinama.

Primer 1.5

Vazne relacije u kvantnoj mehanici su Hajzenbergove relacije neodredenosti. Relacija koja povezuje ne-
odredenost impulsa i poloZaja Cestice je AxAp > 1, gde je i = 1.05 x 10734 Js. Neka na primer za telo
mase m = 1 g ne moZemo da odredimo poloZaj tela preciznije od 1 mm, odnosno Ax = 1mm. Zamenom
u relaciju neodredenosti dobija se da je neodredenost brzine Av ~ 6 X 10’26%. Ne postoji uredaj kojim
bismo mogli ovako precizno da izmerimo brzinu. Dakle, u ovom slu¢aju moZzemo da znamo i poloZzaj
i brzinu tela sa gotovo proizvoljnom ta¢noséu. Medutim, ako posmatrmo elektron (m = 9 x 10~28g), u
nekom atomu (Ax < 107'%m), i jedino znamo da je on u atomu, onda se za neodredenost brzine dobija
Av ~ 7 x 1002, §to je vece od brzine elektrona u atomu! Dakle, ako znamo gde je ta¢no elektron u atomu
ne moZemo da izmerimo njegovu brzinu, i obrnuto. MozZe se zakljuditi da u jednostavnim slu¢ajevima
relacije neodredenosti mogu biti dobar kriterijum za primenljivost klasi¢ne teorije.

Fizika i matematika
,+Matematika je jezik kojim je Bog napisao svemir.” (Galileo Galilej)
~Ako postoji Bog, on je sjajan matematicar.” (Pol Dirak)

,Ako Zelite da proucavate prirodu, da je razumete, neophodno je da
razumete jezik kojim ona govori (matematiku).” (Ri¢ard Fejnman)

Mnoge fizi¢ke veli¢ine su vektorske. Sa-
Ovi citati velikana iz istorije nauke dovoljno govore koliko je ma- biranje vektora, na primer, je bazirano
da euklidskoj geometriji. Euklidska
geometrija podrazumeva ravan prostor
oblasti, predstavljaju logicki zatvorene strukture. Sa druge strane svi u kome se radi. Ali da li je realan pro-
stor u svetu oko nas ravan, i kako to
uopste utvrditi?

tematika vazna i neophodna u fizici. Matematika, odnosno njene

objekti u matematici su apstraktni. Na primer tacka, prava, funkcija...
Da bi se matematicki aparat adekvatno primenio u fizici potrebno je
nadi na¢in kako realna fizicka tela i sisteme opisati apstraktnim poj-
movima. Zbog toga se realan fizicki sistem mora idealizovati, aprok-
simirati ili modelovati ne¢im sa ¢im u matematici moZze da se radi.

Primer 1.6

Uzmimo na primer putanje tela, ili zavisnost brzine ili ubrzanja od vremena. Opisujemo ih funkcijama,
koje su po pravilu glatke, neprekidne. Ali rezultat makar i najpreciznijeg zamislivog eksperimenta bi dao
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samo diskretan skup tacaka.

15

Zadaci

Racun, jedinice, mali i veliki brojevi

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Mesec se u nekoj tacki na povrsini Zemlje vidi
pod uglom od priblizno 0.524°. Ako se zna da
je rastojanje izmedu Zemlje i Meseca u trenutku

8

posmatranja 3.84 x 10° m, izracunati polupre¢nik

Meseca.

Masa Sunca je 1.99 x 10°0 kg. Sunce se u najvecoj
meri sastoji od vodonika, sa vrlo malim procen-
tom teZih elemenata. Masa vodonikovog atoma

=27

je 1.67 x 10~/ kg. Koliko ima atoma vodonika

u Suncu?

Pisac avanturistickog romana je smislio da mu
glavni junak pobegne preko granice noseéi u ru-
kama kofer sa zlatom u vrednosti od milijardu
dinara. Da li je to moguce? Da li bi junak lakse
pobegao da se odlucio za dijamante u istoj vred-
nosti?

Celijska membrana je debela oko 7 nm. Koliko
membrana treba da se naslaZe jedna na drugu
da bi im debljina bila 1 cm?

Ako vam pri brojanju novca treba oko jedne se-
kunde po novcanici, koliko vremena vam je po-
trebno da izbrojite milijardu dinara u apoenima
od 10 dinara?

Masa atoma uranijuma je 4.0 X 10~ 2 kg. Koliko
atoma uranijuma ima u 8 g ¢istog uranijuma?

Tokom letnje oluje palo je kiSe toliko da se na-
pravio sloj vode debeo 4.5 cm. Koliko je litara
kiSe palo po kvadratnom metru?

Polupretnik jezgra atoma gvozda je 5.4 x 101
m, a masa mu je 9.3 x 10 2° kg. (a) Kolika je
gustina jezgra atoma gvozda? (b) Kada bi Ze-
mlja bila iste gustine kao i jezgro atoma gvozda
koliko bi bila velika?

Astronomska jedinica (AJ]) je duZina jednaka ra-
stojanju Zemlje od Sunca. Jedan parsek (pc) je
rastojanje na kome se 1 AJ vidi pod uglom od
1". Jedna svetlosna godina (sg) je duzina puta
koji prede svetlost u vakuumu za jednu godinu.
(a) Koliko ima parseka u jednoj AJ? (b) Koliko je

1.10

1.11

1.12

jedan parsek metara? (c) Koliko jedna svetlosna
godina ima metara? (d) Koliko je AJ u svetlosnoj
godini? (e) Koliko je svetlosnih godina u jednom
parseku?

Energija mirovanja je po znamenitoj Ajnstajno-
voj jednacini E = mc?, gde je m masa tela a c
brzina svetlosti u vakuumu. Izra¢unajte energiju
mirovanja elektrona. Izracunajte energiju miro-

vanja vode koja se nalazi u punoj kafenoj kasicici
(kasicica obi¢no zahvata oko 5 ml vode).

Izratunajte srednju gustinu Zemlje, uzimajuci da
je ona savrsena lopta (srednja gustina je jednaka
koli¢niku mase i zapremine tela). Za oko pet mi-
lijardi godina nase Sunce ¢e postati beli patuljak,
imace istu masu ali ¢e mu pre¢nik biti oko 15000
km. Kolika ¢e onda biti gustina Sunca? Prose¢na
neutronska zvezda ima oko 20 km u prec¢niku, a
masa joj je kao i Suncu. Kolika je gustina takve
neutronske zvezde?

Kiseonik i ugljen-dioksid ljudska krv razmenjuje
u malim dZepovima u plu¢ima, koji se nazi-
vaju alveole. Alveole imaju veliku povr$inu
za razmenu gasova. Najnovija precizna mere-
nja pokazuju da je ukupan broj alveola u pro-
se¢nim pluéima oko 480x10°, i da je prose¢na
zapremina jedne alveole oko 4.2x100um?3. (a)
Izra¢unajte ukupnu zapreminu u kojoj se od-
Ko-
lika je ova zapremina izraZena u litrima? (b)

vija razmena gasova u jednim pluéima.

Ako pretpostavimo da su alveole skoro sfernog
oblika, koliki je pre¢nik prose¢ne alveole? (c)
Kod ljudi zapremina plu¢a moze prili¢no da se
razlikuje. Na slici je prikazan rezultat mere-
nja zapremine pluca, i srednje zapremine alve-
ola za Sest osoba. Na osnovu grafika $ta mo-
Zete da zakljucite o vezi izmedu veli¢ine alveola,
zapremine pluca i i broja alveola, Sta se desava
sa brojem alveola i srednjom zapreminom jedne
alveole kada se zapremina pluca povecava?
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1.13 Koja fizicka pojava, osim klatna ili atoma cezi-

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

juma, mozZe da se iskoristi za merenje vremena?

Da li debljina lista papira moZe da se izmeri
obi¢nim lenjirom?

Vecina napitaka se prodaje u aluminijumskim li-
menkama. Masa limenke je oko 15 g. (a) Pro-
ceniti broj limenki koje se iskoriste u Srbiji za
godinu dana. (b) Proceniti ukupnu masu alumi-
nijuma upotrebljenog za te limenke. (c) Ako je
otkupna cena praznih limenki oko 70 dinara za
kilogram, koliko vrede sve limenke sakupljene
tokom jedne godine?

Znameniti fizicar Ri¢ard Fejnman je jos pedese-
tih godina dvadesetog veka predvideo neslu¢ena
dostignuéa nanotehnologije, pa tako i moguc-
nost skladistenja ogromne koli¢ine podataka na
malom prostoru. Najveéi poduhvat na srpskom
jeziku je Veliki re¢nik srpskog jezika, koji bi kada
se zavrsi trebalo da ima 35 tomova knjiga. (a) Za-
mislite da ceo re¢nik moZe da se zapiSe na glavu
¢iode, koja je pre¢nika oko 2 mm. Kolika bi u
tom slucaju bila veli¢ina jednog slova? (b) Ako
je uobiajeni razmak izmedu atoma metala oko
0.5 nm, koliko atoma moze da stane duz jednog
slova (po visini)?

Koliko ima plavookih ljudi u Srbiji?

Jedna binarna cifra se naziva bit. Niz od osam bi-
tova se naziva bajt. Pretpostavite da imate hard

disk kapaciteta 1TB (terabajt).
mozZe da stane na disk ako je za svako slovo po-

Koliko knjiga

treban jedan bajt?

Kolika je masa Zemljine atmosfere?

U 12 g ugljenika ima 6.02 X 1023

atoma ugljenika.
Ako mozete da izbrojite 3 atoma u sekundi, ko-

liko je vremena potrebno da se izbroje svi atomi?

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

Koliko zrna pirin¢a moZe da stane u bocu od dva
litra?

Koliko re¢i ima u vasoj omiljenoj knjizi?
Koliko puta u toku Zivota prosecne duZine, neka
osoba trepne?

Koliko otkucaja napravi srce neke osobe u toku
zivota prose¢ne duzine? Koliko litara krvi is-
pumpa za to vreme? Napomena: Srce tokom
jednog otkucaja ispumpa oko 50 cm? krvi.

Da bi se negde sipala samo mala, dobro kontroli-
sana koli¢ina te¢nosti, koristi se pipeta. Pipetom
je moguce sipati te¢nost kap po kap. Koliko ta-
kvih standardnih kapi ima u jednom litru vode?

Ako biste redali novéanicu na novcéanicu, ko-
liko nov¢anica od 10 dinara bi bilo potrebno da
ukupna duZina bude kao od Zemlje do Meseca?
Uporedite sumu tih novcéanica sa cenom leta na
Mesec.

Koliko nov¢anica od 10 dinara bi bilo potrebno
da se cela Srbija pokrije njima? Koliko bi svaki
gradanin trebalo da priloZi novca za tu priliku?

Koliko atoma imate u telu? Koriste¢i pomo¢ iz
biologije, nadite kojih je pet elemenata najvise
zastupljeno u naSem telu? Kolika je ukupna
masa svih atoma za svaki od tih pet elemenata u

nasem telu?

Najveci broj tkiva zivih bi¢a su sastavljena od 98
% vode. (a) Proceniti masu srca odrasle osobe.
(b) Proceniti masu celije pre¢nika pola mikrona.
(c) Proceniti masu pcele.

Astronomi vole da kazu da u svemiru ima vise
zvezda nego zrna peska na svim plazama na
Zemlji. Uporedite ova dva broja. Da li su, na
osnovu vase procene, astronomi u pravu?

Kolika atoma ima Zemlja? Koliko Suncev si-

stem? Koliko vidljivi svemir?

Ako neutronska zvezeda ima masu dva puta
vecu od Sunca, koliko je u njoj neutrona?

Pretpostavimo da je neposredno posle Velikog
praska sva masa bila skoncentrisana u sferi po-
lupre¢nika od jedne astronomske jedinice. Neka
je u njoj bila jedna tre¢ina protona, jedna trec¢ina
neutrona i jedna trecina elektrona. Gustina te

5 _8

materije je bila oko 10! -5, Koliko je atoma
cm’

nastalo od ovih ¢estica?
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Jedna mala softvrska kuca iz Srbije je 2000. go-
dine svoje akcije ponudila za trgovinu na Lon-
donskoj berzi. Cene akcija na svetksoj bezi
su vrlo nepredvidive, ali tokom duZeg vremen-
skog perioda, ako nema velikih ekonomskih
potresa cene dosta dobro opisuje stepeni za-
kon ¢ = At’, gde je ¢ cena akcije, t vreme
U ta-
beli je data cena akcija na svakih pet godina.
(a) Odredite konstante A i b. Da li ove kon-
stante imaju neke jedinice? (b) Kolika je bila
i kolika ¢ée da bude 2025.?

u godinama, dok su A i b konstante.

cena akcija 2010.

1082
2016

210
2001

Cena (RSD)
Godina

1685
2021

419
2006

914
2011

Dimenzionalna analiza

1.35

1.36

1.37

Pokazati da: (a) proizvod mase, ubrzanja i br-
zine ima dimenzije snage, (b) proizvod mase i
brzine ima iste dimenzije kao proizvod sile i vre-
mena.

Kojom fizickom veli¢inom treba pomnoziti silu
da bi se dobila snaga?

U turistickim vodi¢ima Cesto se za ocenu uspona
duz neke planinarske staze koristi sledece:
uspon je 120 metara po kilometru. Koje je di-
menzije ova fizicka veli¢ina?

U datim jedna¢inama x ima dimenzije duZine, ¢
vremena, v brzine i 4 ubrzanja. Sve fizicke ve-
licine imaju jedinice iz SI. Nac¢i merne jedinice
za fizi¢ke veli¢ine C; i Cp. (a) x = C; + Caot, (b)
x = 1Ci2, (0) v? = 3Cyx, (d) x = Cy sin(Cat), (e)

1.39

1.40

1.41

1.42

143

1.44

17

0 = Cro— (Cox), () C = 2, (g) C2 = vx/a.

Ako u jednatini N(t) = Noe~*, t ima dimenzije
vremena, koja je merna jedinica u SI sistemu za
fizicku veli¢inu A?

Merna jedinica za silu je njutn, N = k%m Naci
mernu jedinicu za gravitacionu konstantu, 7 u

mqmyp
r2 7

SI, ako je gravitaciona sila jednaka F = v
gde su my i my mase, a ¥ ima dimenzije duZine.

Kada telo pada kroz vazduh na njega deluje sila
otpora sredine koja je proporcionalna povrsini
tela i kvadratu brzine: F = CSv?. Odrediti di-

menziju konstante C.

ML
T2/
M masa, L duzina i T vreme. Eksperimentalno je

Neka fizicka veli¢ina ima dimenzije gde je
utvrdeno da ova fizicka veli¢ina zavisi od mase,
brzine i duZine. Koja kombinacija ove tri fizicke
veli¢ine ¢e dati dobru dimenziju?

Period obilaska planete oko Sunca zavisi od
mase Sunca, gravitacione konstante i poluprec-
nika orbite. Koja kombinacija ovih fizi¢kih veli-
¢ina ¢e dati dimenziju perioda?

Jednacina Inz = C + Inzy dobro opisuje neku fi-
zicku pojavu. (a) Ako z i zg imaju dimenzije du-
zine koje je dimenzije fizicka veli¢ina C? (b) Da li
dimenzija fizicke veli¢ine C zavisi od dimenzija
z i zp? (c) Da li dimenzije fizi¢kih veli¢ina z i zg
moraju da budu iste? (d) Kako je moguce da je
jednacina dobra ako logaritam bilo koje merne
jedinice nema smisla?






2
Kinematika

Kretanje

Mehanika se bavi opisivanjem kretanje tela u prostoru i vremenu,
kao i osnovnim zakonima kretanja tela. Kretanje je bilo kakva pro-
mena koja se deSava sa telom tokom vremena (kretanje u sirem slislu)
ili promena poloZaja tela tokom vremena (krefanje u uzem smislu —
mehanicko kretanje). PoloZaj tela je uvek relativan posto zavisi od toga
u odnosu na sta se utvrduje. Zbog toga je i kretanje tela relativno.

Telo u odnosu na koje se posmatra polozaj tela koje se krece se
naziva referentno telo. Za referentno telo moze da se veze koordinatni
sistem. U fiksiranom koordinatnom sistemu poloZaj tacke je odreden
vektorom poloZzaja, r (slika 2.1). Vektor poloZaja je vektor koji poci-
nje u koordinatnom pocetku a vrh mu je u datoj tacki (M na slici).
Potpuno poznavanje kretanja podrazumeva da se u svakom trenutku
zna vektor polozaja tela.

Proucavanje kretanja tela podrazumeva i merenje vremena. Za
merenje vremena na razli¢itim mestima su potrebni sinhronizovani
¢asovnici. Sistem koji obuhvata koordinatni sistem i sistem sinhroni-
zovanih ¢asovnika se naziva referentni sistem. Definisanje referentnog
sistema je neophodan prvi korak u opisivanju kretanja.

Izu¢avanje mehanike po¢inje se kinematikom. Kinematika je deo
mehanike koji se bavi opisivanjem kretanja i definisanjem osnovnih

Slika 2.1: Vektor polozaja i koordinatni
sistem.
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fizickih veli¢ina, bez postavljanja pitanja o uzroku kretanja.

Kinematika materijalne tacke

Ako se zna vektor poloZaja tela u svakom trenutku, to znaci da se
zna funkcija #(t). Geometrijsko mesto svih tataka odredenih vekto-
rima poloZaja r(t) tokom kretanja predstavlja trajektoriju ili putanju
tela, slika 2.2.

Telo se tokom kretanja u jednom trenutku nade u tacki 1 (slika
2.3), a nesto kasnije u tacki 2. U koordinatnom sistemu ¢iji je pocetak
oznacen slovom O vektori poloZaja ove dve tacke su r; i ry, respek-
tivno. Razlika vektora poloZaja tacaka 1 i 2 se naziva vektor pomeraja

ili pomeraj:

Ar =1y — 1. (2.1)

Tokom kretanja telo prede put s, odnosno rasojanje izmedu tacaka
11 2, mereno duZ putanje je s, slika 2.4. Intenzitet vektora pomeraja,
u opStem slucaju, nije jednak predenom putu.

Primer 2.1

Dva tela se kre¢u po istoj putanji i u istom trenutku polaze iz iste
tatke. Posle nekog vremena, u istom trenutku se nadu u razli¢itim
tatkama. Da li je moguce da telo koje je preslo ve¢i put napravi manji
pomeraj?

Resenje: Pre svega vredi napomenuti da se vektori mogu upore-
divati samo na osnovu intenziteta, u ovom slucaju duzine. DuZina
pomeraja nema nikakve veze sa predenim putem. Zamislite da je pu-
tanja ova dva tela kruznica. Neka se jedno telo kre¢e mnogo brze od
drugog. U trenutku kada brZe telo ponovo stigne u pocetnu tacku,
pomeraj ¢e mu biti jednak nuli, a predeni put jednak obimu kruZnice.
Drugo telo ¢e preé¢i samo deo kruZnice, pa ée pomeraj biti razli¢it od
nule.

(¢

Neka je vreme potrebno da telo stigne iz tacke 1 u tacku 2, At.
Koli¢nik pomeraja i odgovarajuceg vremena pokazuje koliko brzo se

Slika 2.2: Putanja tela.

Slika 2.3: Pomeraj.

Slika 2.4: Predeni put i pomeraj.

Slika 2.5: Pravac i smer vektora srednje
brzine.



telo kretalo. Ovo je definicija vektora srednje brzine:

(v) = i—: (2.2)

Merna jedinica za srednju brznu je:

()] = — (2.3)

Iz definicije vektora srednje brzine je ocigledno da su vektori sred-
nje brzine i pomeraja uvek paralelni (slika 2.5).

Ako se vremenski, a samim tim i prostorni interval izmedu tacaka
11 2 smanjuju, tako da postanu infinitezimalno mali dobija se:

. Ar . r(t+ A —r(t)  dr
v Aigo At A%go At dt (24)
) J

Jednacina 2.4 je definicija izvoda vektora poloZaja r po vremenu
t. Sa druge strane, jednacina daje definiciju vektora trenutne ili prave
brzine.

Iz definicije trenutne brzine je jasno da je merna jedinica, takode,
%, Sa druge strane vektor brzine je paralelan vektoru infinitezimal-
nog pomeraja. Lako se moZe videti sa slike 2.6 da je vektor infinite-
zimalnog pomeraja u nekoj tacki putanje tela usmeren duz tangente
na putanju, u toj istoj tacki. Dakle, brzina je uvek usmerena duz
tangente na trajektoriju. Smer je uvek odreden smerom kretanja.

Intenzitet vektora brzine jednak je:

v=|v| =

Frik (2.5)

Sa druge strane intenzitet brzine je jednak izvodu predenog puta
po vremenu:

_ds

V=g

Iz ove definicije je jasno da se predeni put ratuna kao integral

(2.6)

intenziteta brzine, po vremenu:

gde se put rauna od trenutka ¢; do trenutka f;.
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Vazno je napomenuti da su dva vek-
tora paralelna ako su im pravci medu-
sobno paralelni i ako su istog smera.
Ako su pravci dvama vektorima me-
dusobno paralelni a smerovi su im su-
protni, onda su ti vektori antiparalelni.

Slika 2.6:
smer trenutne brzine.

Trenutna brzina. Pravac i

U matematici se izvod funkcije y po ar-
gumentu x oznacava sa % =y'. Me-
dutim, u fizici, ako je argument vreme,
onda se izvodi oznacavaju tackom iz-

nad simbola funkcije, odnosno % =7.

Vazno je uociti da intenzitet brzine, u
opstem slucaju, nije jednak izvodu in-
. 5 d d
tenziteta vektora polozaja, | §f| # §f- U
opstem slucaju: intenzitet izvoda vek-
tora nije jednak izvodu intenziteta vek-

tora.
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Na slici 2.7 je prikazana zavisnost intenziteta brzine od vremena

(grafik levo). Na srednjoj slici je prikazana zavisnost predenog puta
od vremena. Kriva predenog puta je dobijena integracijom funk-
cije zavisnosti intenziteta brzine. Sa druge strane, intenzitet brzine
se dobija kao izvod funkcije zavisnosti predenog puta od vremena.
Predeni put za neko vreme, po formuli 2.7, moze da se izra¢una kao
integral intenziteta brzine. Na desnoj slici 2.7 se predeni put za prvih
10 s kretanja vidi kao povrsina osencene oblasti ispod krive. Povrsina
oblasti je jednaka odredenom integralu intenziteta brzine.

Ubrzanje

Druga vazna fizicka veli¢ina koja opisuje kretanje tela je ubrzanje.
Ubrzanje pokazuje kako se menja brzina tela tokom kretanja. Ubrza-
nje je brzina promene brzine, odnosno izvod brzine po vremenu:

_do
- odt’
Merna jedinica za ubrzanje je metar u sekundi na kvadrat, 3.

a (2.8)

Vektor ubrzanja je paralelan vektoru infinitezimalnog prirastaja
brzine, a|/dv. Pravac i smer ovog vektora ¢e biti detaljno analiziran
u slede¢em odeljku.

dv.

Intenzitet ubrzanja je:

dov

E ’ (29)

kao i u slucaju brzine, intenzitet ubrzanja, u opstem slucaju, nije
jednak izvodu intenziteta brzine, |%| # %.

Primer 2.2

Slika 2.7:  Zavisnost brzine i predenog
puta od vremena.

U srpskom jeziku termin brzina se ko-
risti dvojako. Brzina je fizi¢ka veli¢ina,
upravo definisana. Termin brzina se ko-
risti i u smislu veli¢ine promene neke fi-
zi¢ke veli¢ine sa viemenom. Na primer:
brzo sam potrosio dzeparac, ili zapre-
mina vode se brzo smanjuje...

Nekada se merna jedinica za ubrzanje
¢itala kao metar u sekundi za sekundu, $to
vrlo precizno ukazuje na smisao ubrza-
nja.

Slika 2.8: Ubrzanje. Pravac i smer vek-
tora ubrzanja.

Neka je vektor poloZaja nekog tela dat sa r = At?, gde je A konstantan vektor. Izraéunati brzinu i ubrzanje

tela.



Resenje:
dr
= — = 2At,
BT
Intenzitet brzine je v = 2At.
dov
= — = 2A,
T
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Intenzitet ubrzanja je a = 2A. Iz uslova zadatka za vektor A je jasno da je vektor ubrzanja konstantan.

Prethodni primer opisuje jedan vrlo vazan specijalan slucaj kre-
tanja. Vektor poloZaja je uvek duz pravca konstantnog vektora A,
dakle ne menja pravac i smer tokom kretanja. Ovakvo kretanje je
ocigledno pravolinijsko kretanje. U op$tem slucaju, ako koordinatni
pocetak nije na putanji, pravolinijsko kretanje je takvo kretanje pri
kome vektor pomeraja ne menja pravac tokom kretanja:

Ar = f(t)A, (2.10)

gde je f(t) proizvoljna funkcija vremena, dok je A konstantan vek-
tor. Iz definicija brzine i ubrzanja lako se vidi da su kod pravolinij-
skog kretanja vektor pomeraja, brzina i ubrzanje vektori duz istog
pravca, odnosno da su kolinearni vektori. Pri tom je brzina uvek
paralelna pomeraju. Ako je ubrzanje paralelno brzini govori se u
ubrzanom kretanju, a ako je suprotnog smera, o usporenom. Pri pra-
volinijskom ubrzanom kretanju intenzitet brzine raste sa vremenom,
dok pri usporenom opada. U opstem slucaju, kada kretanje nije pra-
volinijsko koristi se samo termin ubrzano kretanje.

Primer 2.3

> = ¥Q——
O 1 2 3
1 Aru 2 Al‘23 3

O

Slika 2.9: Pravolinijsko kretanje. Slika
gore: koordinatni pocetak na pravcu
kretanja. Slika desno: koordinatni po-
Cetak proizvoljno izabran.

Neka je vektor poloZzaja nekog tela dat sa r = At + BL, gde su A i B konstantni vektori. Izracunati brzinu

i ubrzanje tela.
Resenje:
v=A+ Bt,

intenzitet brzine je v = /A2 + B2{2 + 2A - Bt, pos$to nije poznato da li su vektori A i B ortogonalni.

a = B.

Kretanje tela u ovom primeru je takode kretanje sa konstantnim ubrzanjem, ali se ne moze reéi da li je

pravolinijsko ili nije. Kretanje tela je pravolinijsko samo ako su vektori A i B kolinearni.

Kinematicki problemi

Postoje dve vrste kinemati¢kih problema. Laksa vrsta problema je
ona u kojoj je poznata zavisnost vektora poloZaja tela od vremena,
r(t). Ova funkcija se naziva konacnom jednacinom kretanja. Ako je
poznata konac¢na jednacina kretanja onda je izracunavanje brzine i
ubrzanja jednostavno, treba samo iskoristiti definicije 2.4 i 2.8, odno-
sno naci izvode po vremenu funkcije r(t).

U drugoj vrsti problema poznato je ubrzanje tela kao funkcija vre-
mena, a(t). Treba nadi brzinu i vektor poloZaja. Neka je radi jedno-
stavnosti ubrzanje konstantno, a(t) = a. Tada je iz definicije ubrza-
nja:

dv = adt.
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Integracijom ove jednacine od pocetnog, do nekog trenutka ¢, do-

t t
/dv:/adt,
0 0

v(t) —v(0) = Av = at.

bija se:

odnosno:

Dakle, ako je poznato ubrzanje, bez dodatnih podataka moZe da se
nade samo promena brzine u nekom vremenskom intervalu.

v(t) = v(0) + at,

Odnosno, da bi bila poznata brzina u bilo kom trenutku, potrebno je
znati i brzinu u trenutku f = 0, odnosno pocetnu brzinu.
Koriste¢i definiciju brzine 2.4, daljom integracijom se dobija:

t
Ar = / (v(0) + at) dt = v(0)t + aé,
0
odnosno, s
r(t) =r(0) +0(0)t + u%. (2.11)

Da bi se potpuno odredila funkcija r(t) potrebno je znati i vektor
polozaja u pocetnom trenutku, r(0). Kona¢no, pored poznatog ubr-
zanja neophodno je zadati i pocetne uslove, da bi se dobila kona¢na
jednacina kretanja.

Treba napomenuti da je prikazan slucaj kretanja sa konstantnim
ubrzanjem, Sto je vrlo specijalan slucaj. U opStem slucaju ubrzanje
moZe da bude bilo kakva funkcija vremena, pa moZe da se desi da ga
nije mogude integraliti, bar ne analiticki. Dakle ova vrsta problema
u opStem slucaju ne mora da bude resiva.

Primer 2.4
Kosi hitac

Telo se kre¢e stalnim ubrzanjem g koje je usmereno suprotno od smera
y-ose. Pocetna brzina tela je vy i usmerena je pod proizvoljnim uglom u
odnosu na x-osu. U pocetnom trenutku telo se nalazilo u koordinatnom
pocetku. Naci kona¢nu jednacinu kretanja.

Resenje: ReSenje se dobija na isti na¢in kao i u jednacini 2.11, samo treba
zameniti a sa g. Zanimljivo je da se reSenje mozZe videti tako da je vektor

polozaja u svakom trenutku jednak zbiru dva vektora, konstantnih pra-
vaca, vpt i g%, kao $to je prikazano na slici.

Koordinatni prikaz
U Dekartovom koordinatnom sistemu, vektor poloZaja je:
r(t) = x(t)i+y(t)j+z(t)k,

gde su x, y i z Dekartove koordinate vektora polozaja, dok su i, ji k
ortovi (jedini¢ni vektori) Dekartovog koordinatnog sistema. Dekar-
tovi ortovi su medusobno ortogonalni, konstantni vektori i intenzitet



im je jednak jedinici,

Intenzitet vektora polozaja, kada se iskoriste ortogonalnost i in-
tenzitet ortova, je:

r-r:rzzx2—|—y2+zz,

lr(t)| = \/x% 4+ y* + 22

Posto su Dekartovi ortovi konstantni vektori, njihov izvod po vre-

odnosno:

menu je jednak nuli:

di _dj _dk _

dt dt dt =0

Tada je izvod vektora poloZaja po vremenu jednak:

dr dx, dy dz
a = a a] + k,
gde su
% _ dy dz .
dr " T var T
Dekartove komponente vektora brzine.
Izvodom brzine po vremenu se dobija ubrzanje:
d?x, d%y., d%z

a(t) dt21+ @]‘i‘ dtzk

gde su
P ay
R T

Dekartove komponente vektora ubrzanja.

- aZ/

Ako se znaju koordinate vektora onda mogu da se odrede i uglovi
koje vektor polozaja zaklapa sa koordinatnim osama:

X
cosx = —, cosf = y,cosy =
r r

z
P

Odnosi sa desne strane se nazivaju kosinusima pravaca, i prikazani
su na slici 2.11. Analogno se definisu i kosinusi pravaca vektora
brzine i ubrzanja.

U osnovnom kinemati¢kom problemu da bi se do kraja resile jed-
nacine iz kojih se dobijaju jednacine kretanja potrebno je znati pocetne
uslove. Pocetni uslovi su pocetni vektor polozaja i pocetna brzina. U
bilo kom koordinatnom sistemu, dva pocetna vektora odgovaraju po
trima koordinatama, tri pocetne koordinate tela i tri komponente po-
Cetne brzine, dakle Sest skalarnih pocetnih uslova.
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Slika 2.10: Dekartov koordinatni sistem.

Slika 2.11: Kosinusi pravaca.
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Prirodne koordinate

Brzina tela je u svakoj tacki putanje usmerena duz tangente na
putanju, u toj tacki, kako god da izgleda putanja (slika 2.12). Ubr-
zanje je u svakoj tacki paralelno vektoru promene brzine. Naizgled,
brzina moZe proizvoljno da se menja, na proizvoljnoj putanji, pa sa-
mim tim i pravac i smer vektora ubrzanja moze da bude proizvoljan.
Ipak, to nije sasvim ta¢no. Da bi se jasno video polozaj vektora ubr-
zanja u odnosu na putanju potrebno je kretanje analizirati u sistemu
prirodnih koordinata.

U sistemu prirodnih koordinata je neophodno da putanja bude
potpuno poznata. Koordinatni pocetak je postavljen u tacku na pu-
tanji (tacka O na slici 2.12) u kojoj se telo nalazilo u poc¢etnom tre-
nutku. Tada je poloZaj tela u bilo kom trenutku odreden rastojanjem
od koordinatnog pocetka, [, ali merenom duZz putanje. Kretanje tela
je potpuno opisano ako je poznato kako rastojanje ! zavisi od vre-
mena, odnosno [(t).

Neka je T ort (jedini¢ni vektor) tangente na putanju tela u bilo
kojoj tacki. Smer vektora je odreden smerom kretanja tela. Vektor
T nije konstantan vektor, mada je jedini¢ni, zato $to pravac i smer
vektora zavise od poloZaja tacke na putanji. S obzirom da je putanja
poznata, a samim tim i funkcija /(t), onda zavisnost pravca i smera
moze da se zapiSe kao t(1).

Brzina tela je:

v =0T, (2.12)

pri ¢emu je intenzitet brzine v = % (posto je vrednost koordinate
I(t) jednaka predenom putu).
Ubrzanje tela je:

_do dov dr

=—=—T+0——. 2.1

T @ (2.13)
Prva komponenta ubrzanja je ocigledno paralelna brzini, odnosno
duZ tangente na putanju, a druga zahteva malo transformacija.

AT drdl _ odr
dt dl dt dr-

Kada su tacke 1 i 2 sa slike 2.13 vrlo blizu jedna drugoj, odnosno
kada At — 0, onda tacke 1 i 2 leZe na kruznom luku poluprec¢nika
p. Zapravo cela putanja moZe da se izdeli na deli¢e koji su delovi
kruznica. Poluprec¢nici ovih kruznica su razli¢iti od tacke do tacke
putanje, pa se moze zapisati da je p = p(!). Funkcija p(!) se naziva
poluprecnik krivine putanie.

Posto bliske tacke 1 i 2 leze na kruZnici polupre¢nika p, onda je
rastojanje izmedu njih, mereno duz putanje, d/, jednako dI = pdux,
slika 2.13. S obzirom da su tacke sa iste kruZnice, onda su pravci na
kojima se nalazi tacka i centar lokalne kruZnice normalni na odgo-
varajuce tangente. Zbog toga je ugao izmedu ortova tangenti takode
du. Kada su tacke 1 i 2 dovoljno bliske jedna drugoj onda je intenzitet
vektora dt jednak duZini luka kruznice polupre¢nika | 7| = 1, koji se
vidi pod uglom Ja.

Slika 2.12: Prirodne koordinate. Koor-
dinatni pocetak u sistemu prirodnih ko-
ordinata.

Analiza u prirodnim koordinatama je
znacajna i zbog toga Sto pokazuje ko-
liko se ra¢un usloZnjava u slucajevima
kada ose koordinatnog sistema menjaju
orjentaciju tokom kretanja.

7

Sar dr

n
Slika 2.13: Promena pravca i smera orta
tangente.



Izjednacavanjem uglova iz izraza za duzine lukova dobija se:

b = —'dﬂ = g,
1 %

odnosno:
dr

dr

1

o

U grani¢nom slucaju, kada tacke 1 i 2 postanu beskonac¢no bliske,

onda ¢e vektor dt biti ortogonalan na vektor 7, odnosno bi¢e usme-
ren ka centru lokalne kruZnice, C. MoZe da se uvede jedini¢ni vektor
n koji je normalan na tangentu na putanju u svakoj tacki, i usme-
ren je ka centru lokalne kruZznice, odnosno ka centru krivine putanje.
Onda je:

dr =

dar o

Zamenom dobijenih rezultata u izraz za ubrzanje dobija se:

a—dvr—l—vzn (2.14)
ot o 14

Prvi sabirak se naziva tangencijalnim a drugi normalnim ubrzanjem.
Intenzitet ubrzanja u prirodnim koordinatama je a = /9% + (% )2.

Konatno, u prirodnim koordinatama se jasno vidi da je brzina
uvek usmerena duZ tangente na putanju, dok ubrzanje ima dve kom-
ponente u prirodnim koordinatama, jednu duz tangente, tangenci-
jalno ubrzanje, i drugu duZ normale na putanju, normalno ubrza-
nje. Posto ortovi tangente i normale odreduju jednu ravan, za svaku
tacku putanje, onda je vektor ubrzanja uvek u ravni odredenoj tan-
gentom i normalom na putanju.

Polarne koordinate

Za tela koja se kre¢u u ravni Cesto je podesno problem analizirati
u polarnim koordinatama. Polarne koordinate su rastojanje tacke do
koordinatnog pocetka, p, i ugao koji vektor polozaja (u ravni), p, za-
klapa sa x-osom, ¢. Ortovi polarnih koordinata su prikazani za slici
2.15. VaZzno je uociti da ortovi polarnih koordinata nisu konstantni
vektori. Oni menjaju pravac i smer od tacke do tatke putanje.
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Za krivu u ravni, ako je poznata jedna-
¢ina krive y = y(x), polupre¢nik kri-
a +yl2)3/2

vine je dat sa p(x) = y

Slika 2.14: Prirodne komponente ubr-
zanja.

Slika 2.15: Polarne koordinate.
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Vektor polozaja proizvoljne tacke u polarnim koordinatama je:

p = pey.

Veza izmedu polarnih i Dekartovih koordinata se vidi sa slike 2.15:
X =pcos@, Yy =psing.

BRZINA U POLARNIM KOORDINATAMA se kao i svaka brzina dobija
kao izvod vektora poloZzaja po vremenu. U polarnim koordinatama
je jednaka:

_dp
Cdt

Posto ortovi nisu konstantni ovaj izvod je jednak:

v

dp _dp, . deo

ar ~ar P

Za mali pomeraj tela duZz putanje, promena ortova polarnih koor-
dinata je prikazana na slici 2.15 desno. Vidi se da je de, paralelno
sa ey, dok je de, suprotnog smera od e,. Za infinitezimalno male
pomeraje intenzitet promene orta je jednak duZzini luka kruZnice po-
lupre¢nika [e,| = 1, koji se vidi pod uglom d¢:

de, =1-dgey, dey, = —1-dge,.

Izvod ortova po vremenu je:

de, _de, dey __dg,
dt — dt ¥ dt  dt ¥
Odnosno: q q
0 _ ve, 50— g
i - pegp, T pep. (2.15)
Brzina je onda:
v = pep + ppeg. (2.16)

UBRZANJE U POLARNIM KOORDINATAMA:

do
dt’

a =
d . d )
=3 (0eo) + T (ogpeq) -

d oo\
57 (0eo) = e + pgey.

d , | .. . 2
q; (09eq) = pgeq +piey — pgre,,

odnosno:

a=(p—p¢?) e+ (209 +pP) e (2.17)



Cilindri¢ne koordinate

Cilindri¢ne koordinate su prikazane na slici 2.16. Normalno ra-
stojanje proizvoljne tacke do z-ose je p, ugao koji zaklapa prava koja
prolazi kroz tatku i normalna je na z-osu je ¢, dok je normalno ra-
stojanje tacke do xy-ravni, isto kao i u Dekartovim koordinatama, z.
Normalno rastojanje tacke do z-ose moze biti samo pozitivan broj,
paje p € [0,00). Ugao ¢ moZze da uzme vrednosti od o do 27, dok z
ima isti smisao kao i u Dekartovim koordinatama, paje z € (—oo, c0).
Na slici su takode prikazani i ortovi cilindri¢nih koordinata, e, e,
i e;. Ortovi e, i e, nisu konstantni vektori, posto menjaju pravac i
smer od tacke do tatke u prostoru. Ortovi cilindri¢nog koordinatnog
sistema su ortogonalni i normirani, odnosno:

e; - e]- = 5ijr
gde su i i j iz skupa {p, ¢,z}, dok je ;; Kronekerov simbol koji je
jednak:
0,i4],
=471
1,1=j.

Pored toga, ortovi cilindri¢nog koordinatnog sistema obrazuju de-
sni triedar, tako da je:
ep X ep = e.

Vektor polozaja proizvoljne tacke u cilindriénim koordinatama je:

r = pey + zey.

Veza izmedu cilindriénih i Dekartovih koordinata se vidi sa slike 2.16:

X=pcosg, y=psing, z=z.

Polarne koordinate su specijalan slucaj cilindri¢nih koordinata, je-
dina razlika je Dekartova koordinata z. Po$to su ortovi Dekartovih
koordinata konstantni vektori, onda se rezultati za brzinu i ubrzanje
u cilindri¢nim koordinatama mogu lako dobiti iz izraza u polarnim
koordinatama, dodavanjem odgovarajuce z-komponente.

Brzina je:

v = pe, + ppey + Zez, (2.18)

a ubrzanje:
. .2 . " "
a= (P P ) ep + (209 +p§) ep + Ze:. (2.19)

Sferne koordinate

Sferne koordinate su: duZina vektora polozaja tatke r, odnosno
rastojanje tacke do koordinatnog pocetka, ugao koji vektor polozaja
zaklapa sa z-osom, 8, i ugao koji projekcija vektora poloZaja na ho-
rizontalnu xy-ravan zaklapa sa x-osom, ¢. Rastojanje tacke do koor-
dinatnog potetka je uvek pozitivan broj, pa je r € [0,0), dok uglovi
mogu imati sledece vrednosti 0 € [0, 7], ¢ € [0,27). Koordinate i
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Slika 2.16: Cilindri¢ne koordinate.
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Slika 2.17: Sferne koordinate.
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njihovi ortovi su prikazani za slici 2.17. Vektor polozaja u sfernim
koordinatama je r = re,. MoZe se pokazati da su brzina i u brzanje
u sfernim koordinatama:

v = ie, + reg + rsinf ey, (2.20)
odnosno
a = (r — 16? — rsin? 9(;’)2) ey
1 d 2 A . .2
+ <rdt(r ) — rsinf cos0¢p ) ey
1 d 2 .24,
ma( sin“6¢)e,. (2.21)

Kinematika krutog tela

Kruto telo je model za tela Cije se dimenzije ne mogu zanemariti
tokom kretanja ili ako se sve tacke tela ne kre¢u na isti na¢in. Model
krutog tela podrazumeva da nema deformacija tela tokom kretanja.

Kretanje krutog tela moZe da bude vrlo sloZeno, ali i u najslozeni-
jim slucajevima kretanje je kombinacija nekoliko nesto jednostavni-
jih tipova kretanja. Zbog toga ¢e biti analizirani samo jednostavniji
slucajevi kretanja krutog tela, na koje potpuno proizvoljno kretanje
moze da se razlozi.

Translatorno kretanje

Kada se kruto telo krece translatorno, onda sve tacke u telu na-
prave isti pomeraj za isto vreme. Samim tim i brzine i ubrzanja svih
tacaka u telu su u svakom trenutku jednake. To zna¢i da je trans-
latorno kretanje krutog tela potpuno ekvivalentno kretanju bilo koje
tatke krutog tela. Za potpun opis kretanja krutog tela dovoljno je
znati konacne jednacine kretanja za proizvoljnu tacku na telu.

Rotacija oko nepokretne ose

Rotacija oko nepokretne ose je takvo kretanje pri kome se sve tacke
krutog tela sve vreme kre¢u po kruZznicama. Sve kruZnice su ili me-
dusobno paralelne ili koncentri¢ne i njihovi centri se nalaze na istoj
pravoj. Ova prava se naziva osom rotacije. Ako se fiksira jedna tacka
krutog tela, ona ¢e se tokom rotacije oko nepokretne ose sve vreme
kretati po istoj kruZnici.

Neka telo za vreme dt zarotira oko nepokretne ose za vrlo mali
ugao d¢. Osa je nepokretna te samim tim definiSe jedan pravac u
prostoru. Fiksirani ugao rotacije oko fiksirane ose ne odreduje pot-
puno rotaciju. Telo moZe da rotira na dve razli¢ite strane. Dakle po-
trebno je definisati stranu na koju telo rotira, odnosno smer rotacije.
Za potpuno odredenu rotaciju potrebno je dati vrednost ugla (broj-
¢ana vrednost), pravac ose rotacije (pravac) i smer rotacije (smer).
Izgleda kao da se rotacija moze zadati jednim vektorom, ali, kao sto

Slika 2.18: Translatorno kretanje krutog
tela.

Slika 2.19: Rotacija krutog tela oko ne-
pokretne ose.



¢e biti pokazano, to je moguce samo za infinitezimalno male uglove
rotacije.

Vektor rotacije, dg, je vektor Ciji intenzitet je jednak uglu rotacije,
pravac je odreden osom oko koje telo rotira, a smer smerom rotacije.
Ako je osa rotacije usmerena, onda je smer vektora rotacije paralelan
osi ako je rotacija u pozitivnom matemati¢kom smeru (gledano sa
vrha ose telo rotira u suprotnom smeru od kazaljki na satu).

Ispostavlja se da d¢ nije pravi vektor, odnosno da ima drugacije
osobine od vektora polozaja ili vektora brzine.

Za standardne vektore (vektor poloZaja, brzina, ubrzanje...) nije
potrebno dodatno definisati smer, i ovakvi vektori se nazivaju po-
larnim. Na primer, ako se telo kre¢e u izabranom koordinatnom si-
stemu, vektori poloZaja su jednozna¢ni, a brzina i ubrzanje su defi-
nisani kao izvodi vektora polozaja, dakle nikakav poseban dogovor
o smeru ovih vektora nije potreban.

Sa druge strane smer vektora ugla rotacije je vezan, dogovorom,
za smer rotacije. Ovakvi vektori se nazivaju aksijalnim vektorima ili
pseudovektorima. Pored toga refleksija u ravni koja je paralelna vek-
toru menja smer aksijalnom vektoru, dok polarnom ne menja.

Kada se definiSe vektor infinitezimalne rotacije, onda se lako defi-
niSu i ugaona brzina i ugaono ubrzanje:

de
== 2.22
YT (222)
Merna jedinica za ugaonu brzinu je radijan u sekundi, %, a posto je
radijan bezdimenzionalna veli¢ina, to je ekvivalentno 1.
dw d%
=—=—. 2.2
YT a T ar (2:23)

Merna jedinica za ugaono ubrzanje je radijan u sekundi na kvadrat,
r:‘—zd. Posto su ugaona brzina i ubrzanje izvodi aksijalnog vektora
onda su i oni aksijalni vektori.

Veza izmedu linijskih i ugaonih fizickih velicina

Pretpostavimo da kruto telo rotira oko nepokretne ose. Neka se
jedna koordinatna osa poklapa sa osom rotacije. Koordinatni pocetak
neka bude proizvoljna tatka na osi rotacije. Ako je ugao rotacije
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Slika 2.20: Aksijalni vektori u ogledalu.

Standardna definicija aksijalnog vek-
tora je da je to vektor koji se ne menja
pri prostornoj inverziji (centralna sime-
trija u odnosu na koordinatni pocetak).
Direktna posledica toga je na¢in na koji
se aksijalni vektor ogleda u ogledalu.

Rotacija oko fiksne ose je takvo kreta-
nje tela u kome su vektori rotacije, uga-
one brzine i ugaonog ubrzanja duz is-
tog pravca, sve vreme kretanja.
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Slika 2.21: Pomeraj i ugaoni pomeraj
pri rotaciji tela oko nepokretne ose.

O

infinitezimalno mali onda je intenzitet pomeraja jednak duZini luka
koji opiSe proizvoljna fiksirana tatka dok se telo zarotira za ugao d¢.
Sa slike 2.21 se vidi da je intenzitet pomeraja:

|dr| = rsinfde.
Sa desne strane je intenzitet vektorskog proizvoda:

dr=de xr. (2.24)
Relacija 2.24 ima ovakav oblik samo za
Posmatrajmo rotacije za uglove dg1 i dg, oko dve razlicite ose koje infinitezimalne rotacije. Za kona¢ne ro-
tacije (kada je intenzitet vektora pome-
raja bitno razli¢it od duzine luka) je
|Ar| = rsin62sin Az—(” # Al

prolaze kroz istu tacku, gde se postavi koordinatni pocetak. Tada je:
dr =dr; +dr, =de x r+des x r = (dg +deo) xr=de x r.

Kompozicija dve infinitezimalne rotacije je rotacija za ugao |dg|

oko ose ¢iji je pravac odreden vektorom® %, $to je jos jedan dokaz *To je i svaki pravac koji je paralelan

da je dg vektor, posto se sabira na isti nadin kao i svaki drugi vektor. praveu koji sadrZi ovaj vektor.

Kada se jednacina 2.24 podeli sa dt, dobija se:

V=w XT. (2.25)

Slika 2.22: Veza izmedu brzine i uga-
one brzine pri rotaciji krutog tela oko
nepokretne ose.

Vektor poloZaja fiksirane tacke moZe da
se razlozi kao r = pe, + ze;. Onda je
a Xt =ux(pe,+ze;). axe, =0, jer
su u pitanju kolinearni vektori. Ort e,
je duz pravca normale na kruZnicu po
kojoj se tatka krece, samo je suprotno
usmeren. Po definiciji vektorskog pro-
izvoda « X e, je vektor koji je u ravni
normalnoj na ravan koju obrazuju osa
rotacije i ep. Pa je & X ey, u ravni u ko-
joj je kruznica po kojoj se krece fiksi-
rana tacka. Dakle rezultujuéi vektor je
u ravni kruZnice i normalan je na nor-
malu na kruZnicu, $to je paralelno tan-
genti. Za drugi ¢lan sve isto vaZi za pro-
izvod w x r. Kada se vektor duZ tan-
gente vektorski pomnozi vektorom duz
ose, dobija se vektor paralelan normali
na kruZnicu.




Intenzitet vektora brzine je |v| = wrsinf = wp, gde je p normalno
rastojanje tacke do ose rotacije. Ubrzanje je:
dv dw dr

u:azaxr+w><a.

Kada se brzina iz 2.25 zameni u prethodnu jednac¢inu dobija se:
a=axr+wx (wxr). (2.26)

Prva komponenta ubrzanja je normalna na ravan u kojoj leZe osa
rotacije (odnosno ugaono ubrzanje) i trenutni vektor polozaja, a to
je sa slike ocigledno pravac tangente (pravac paralelan tangenti) na
putanju u fiksiranoj tacki. Prvi ¢lan je tangencijalno ubrzanje, inten-
ziteta ap. Druga komponenta je normalna na pravac tangente, a to je
normalno ubrzanje, intenziteta w?p.

Kretanje krutog tela u ravni

Neka je N fiksirana proizvoljna tacka na krutom telu koje se krece.
Ako sve vreme kretanja tacka N ostaje u istoj, nepokretnoj, ravni
onda se takvo kretanje naziva kretanjem krutog tela u ravni. S obzi-
rom da je tacka N proizvoljna, onda pri kretanju krutog tela u ravni
svaka tacka tela se krece u jednoj nepokretnoj ravni. Razli¢ite ravni
su medusobno paralelne.

Neka je figura koja nastaje u preseku zamisljene nepokretne ravni,
koja sadrZzi proizvoljnu fiksiranu tacku N, i krutog tela, I1. U speci-
jalnom slucaju kretanja krutog tela u ravni kretanje ovako dobijene
figure je potpuno ekvivalentno kretanju celog tela.

Neka su O’ i N proizvoljne fiksirane tatke u figuri II. Tada je
vektor koji ih spaja, ¥/, takode &vrsto vezan za telo. Neka je ¢ ugao
izmedu vektora #' i unapred odredenog pravca x’. PoloZaj tela je
potpuno odreden vektorom polozaja tatke O’ (ro(t)) i uglom ¢(t).

Ako se ¥’ zarotira za ugao dg, za isti ugao se zarotira i bilo koja
druga duz fiksirana za telo, i to ne zavisi od toga koja tacka na telu je
izabrana za O’. Dakle, sve tatke na telu (osim onih na osi rotacije) se
zarotiraju za isti ugao. To znaci da je ugaona brzina za bilo koju tacku
na telu ista. Sa druge strane ovo znaci da je osa rotacije normalna na
figuru I1.

Neka se sistem K’ kre¢e translatorno u odnosu na nepokretni si-
stem K, a telo rotira u odnosu na sistem K’. S obzirom da je opisi-
vanje rotacije krutog tela u ravni potpuno proizvoljan izbor tatke O/,
moZe se uzeti da je to tatka u kojoj osa rotacije prolazi kroz figuru.

Onda je:

dr = drg + dr/,

gde je dry pomeraj koordinatnog pocetka sistema K’, usled transla-
tornog kretanja, a dr’ je pomeraj u odnosu na sistem K’ usled rotacije.
Tada je d¥’ = d¢ x #/, na osnovu jednacine 2.24. Kada se ova jedna-
¢ina podeli vremenom dt, dobija se brzina tacke u sistemu K:

v=vy+wxr, (2.27)
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Slika 2.23: Kretanje krutog tela u ravni.

Kotrljanje tela je primer za kretanje kru-
tog tela u ravni.

O ¥

Slika 2.24: Kretanje krutog tela u ravni.
Nepokretni i pokretni referentni sistem.

Zahtev da tactke koje su u jednom tre-
nutku bile unutar figure IT budu sve
vreme kretanja unutar figure, u slucaju
kada osa rotacije nije ortogonalna na
figuru bi nametnuo da razlicite tacke
imaju razli¢ite ugaone brzine.
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gde je drugi sabirak brzina tacke u odnosu na pokretni sistem.

Iz jednacine 2.27 se vidi da se kretanje krutog tela u ravni uvek
moze posmatrati kao kompozicija translacije izabrane tacke na kru-
tom telu i rotacije oko ose koja prolazi kroz tu tacku, i normalna je
na figuru u kojoj je izabrana tacka.

Pri kretanju krutog tela u ravni je iz definicije o¢igledno da su
vektori brzine vp i ugaone brzine rotacije tela w ortogonalni. Vektor
w X v’ za bilo koju tatku figure, ali i bilo koju ta¢ku ravni u kojoj je
figura, je u ravni figure. Tada sigurno postoji takva tacka, na primer
M, za koju je vy + w X rj; = 0, odnosno postoji tatka u prostoru &ija
je brzina jednaka nuli u nepokretmom sistemu K. Tacka M ima
fiksiran poloZaj u odnosu na telo, ali nije nuZno unutar figure koja
se kre¢e (samim tim ne mora da bude deo krutog tela). Vektor 7},
je ortogonalan na w, jer je tacka M u ravni normalnoj na pravac w,
ali 7j; mora da bude ortogonalno i na vy, da bi vektorski proizvod
bio suprotnog smera od vy, odnosno, da bi vektori mogli da se sa-
beru u nulu. Intenzitet vektora r}, je |r},| = 2. Osa rotacije koja je
normalna na izabranu ravan figure i koja prolazi kroz tacku M, ¢ija
je brzina jednaka nuli u nepokretnom sistemu, naziva se trenutna osa
rotacije. Vazno je ista¢i da se proizvoljno kretanje krutog tela u ravni
moZe svesti samo na rotaciju oko trenutne ose.

Slaganje ugaonih brzina

Neka kruto telo rotira oko nepokretne ose, z-ose na slici 2.26, uga-
onom brzinom wy, i oko sopstvene ose (x’-osa na slici), ugaonom
brzinom w’. Pokretni sistem K’ sadrZi obe ose, s tim $to je z-osa ne-
pokretna, dok se x’ kre¢e sa telom. Za infinitezimalne rotacije vaZi
da je:

de = deo + d¢'.

Deljenjem ove jednacine vremenom, dobija se ugaona brzina:
w=wy+w.

Rezultujuc¢a ugaona brzina odgovara rotaciji oko pokretne ose ¢iji se
pravac u svakom trenutku poklapa sa pravcem rezultuju¢e ugaone
brzine, i sadrzi tacku O, kao $to se vidi na slici 2.26.

Transformacije brzine i ubrzanja

Vazan problem u mehanici je odredivanje veze izmedu osnovnih
kinematickih veli¢ina datih u dva razli¢ita sistema reference, koji se
kre¢u jedan u odnosu na drugi. Vazna polazna pretpostavka je da su
prostorni i vremenski intervali apsolutni, odnosno da su isti u svim
sistemima reference, nezavisno od toga da li se sistemi krec¢u ili ne.

Posmatrajmo kretanje tela (materijalne tacke) iz dva referentna si-
stema. Neka je, radi jednostavnosti, jedan sistem nepokretan, K, a
drugi se krec¢e, K'. Bi¢e razmotrena tri posebna slucaja kretanja po-
kretnog sistema reference i na kraju ¢e biti dat izraz za kombinaciju
svih pojedinacnih nacina kretanja.

Slika 2.25: Trenutna osa rotacije krutog
tela.

Polozaj trenutne ose rotacije je odre-
den u odnosu na pokretni, K/, sistem.
Odreden je brzinom pokretnog sistema
i ugaonom brzinom tela u odnosu na
pokretni sistem.

Slika 2.26: Slaganje ugaonih brzina.

O

Slika 2.27: PoloZaj tacke u dva sistema
reference.



K’ sE KRECE TRANSLATORNO. Neka se kretanje tela (tatke M sa

slike 2.27) posmatra iz dva sistema reference. Jednog nepokretnog,

K, i jednog koji se u odnosu na nepokretni krece translatorno.
Pomeraj tela u nepokretnom sistemu je:

dr = drg + dr/,

gde je drg pomeraj pokretnog koordinatnog sistema, K’, a dr’ po-
meraj tela u odnosu na pokretni sistem. Deljenjem jednacine sa dt¢,
dobija se veza izmedu brzina u dva sistema reference:

=vo+ 0. (2.28)

Izvod po vremenu prethodne jednacdine daje vezu izmedu ubrza-
nja:
a=ay+a. (2.29)
Zanimljivo je i ujedno vrlo vazno uotiti, da je samo ako se pokretni
sistem ne kreée ubrzano ag = 0, ubrzanje u oba sistema reference
isto, fj. a = a’.

K’ ROTIRA OKO NEPOKRETNE OSE U K. Neka sistem K’ rotira oko
nepokretne ose, konstantnom ugaonom brzinom. I neka je, radi jed-
nostavnosti, osa oko koje sistem rotira zajednicka za oba sistema.

Tadajer = #'.

O [

Za tatku koja je nepokretna u K’ sistemu, pomeraj je, na osnovu
jednacine 2.24:
dr =de x r.
Ako se tatka jo§ dodatno kreée, brzinom v’ u odnosu na K’, po-
meraj u nepokretnom sistemu K se moZze razloZiti na zbir pomeraja,

pomeraj koji poti¢e od kretanja tela u odnosu na sistem reference K’,
v’dt, i pomeraj koji potice od rotacije sistema ¢ X r:

dr = o'dt + de x r.
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Slika 2.28: Pomeraj u pokretnom si-
stemu koji rotira.
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Deljenjem sa dt, dobija se veza izmedu brzina tela u dva sistema
reference:
v=0+wxr.

Diferencijal ove jednacine daje prirastaj brzine:
dv = do’ + w x dr,

gde je dv’ prirastaj brzine u pokretnom sistemu reference.
Ako se intenzitet brzine v’ ne menja, onda je po formuli 2.24 pro-
mena brzine jednaka:

dv’ = de x v'.

O [

Medutim, ako se telo kre¢e ubrzano, onda treba dodati jo$ i deo
koji poti¢e od ubrzanog kretanja u odnosu na pokretni sistem, K':

dv’ = a'dt +de x v'.
Kada se u izraz za dv uvrsti izraz za prirastaj brzine, kao i izraz
za pomeraj dr , dobija se:
dv=a'dt+de x v’ + w x (v'dt +de x r).

Deljenjem sa dt, dobija se izraz za vezu izmedu ubrzanja u dva si-
stema reference:

a=a+2wxv +wx (wxr).

Tre¢i sabirak je centripetalno ubrzanje i ono postoji u svakom si-
stemu reference koji rotira (bilo kakvom ugaonom brzinom). Drugi
¢lan je Koriolisovo® ubrzanje, i postoji samo ako se telo krece u si-
stemu koji rotira.

K’ sE KRECE TRANSLATORNO I ROTIRA. Neka se pokretni referentni
sistem K’ kreée i translatorno i rotira oko nepokretne ose konstant-
nom ugaonom brzinom. Da bi se dobile veze za brzine i ubrza-
nja dovoljno je spojiti dva prethodna slu¢aja. To se lako vidi ako

Slika 2.29:  Prirastaj brzine u pokret-
nom sistemu koji rotira.

2Nazvano je po francuskom matema-
ticaru Gasparu Gustavu de Koriolisu
(Gaspard Gustave de Coriolis) (1792-
1843), koji pored ostalog i prvi upotre-
bio termin rad sile.
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se uvede pomo¢ni referentni sistem koji se u odnosu na nepokretni

krece translatorno. Sistem K’ onda samo rotira oko nepokretne ose

u odnosu na pomocéni sistem. Radi jednostavnosti, jedna osa pomo¢-

nog sistema se poklapa sa osom pokretnog sistema, a paralelna je osi

nepokretnog sistema.

Veze izmedu brzine i ubrzanja, odnosno izrazi koji pokazuju kako

se brzina i ubrzanje transformiSu pri promeni referentnog sistema,

tada su:

v=v9+0 +wxr

a=ag+a +2wxv +wx (wxr).

(2.30)

(2.31)

Ovo nije najopstiji slu¢aj kretanja sistema jednog u odnosu na

drugi. Ugaona brzina ne mora da bude konstantna i osa rotacije

ne mora da bude nepokretna. Ipak za dalji rad izloZeni slucajevi ée

biti dovoljno opsti.

Zadaci

Brzina i predeni put

2.1

2.2

2.3

Proooniti povrSinu osencene oblasti ispod krive
sa olixe 2.7. Uporediti rezultat sa procenjenom
vredno$éu funkcije s(t) u tacki t = 10 s.

Neka intenzitet brzine prikazan na grafiku 2.7
Acos(Bt) +
C %2 + 2D, gde sve konstante imaju odgovarajuce

zavisi od vremena kao ov(t)

merne jedinice u SI i imaju brojéanu vrednost je-
dan. (a) Odrediti dimenzije svih konstanti. (b)
Naci kako predeni put zavisi od vremena. Hzeti
vanja. (c) Skicirati grafike funkcija v(t) i s(t).
(d) Izracunati put koji telo prede za 10 s, na dva
nacina, kao integral intenziteta brzine i kao vred-
nost funkcije s(t) u trenutku t = 10 s. (e) Nadi
relativnu gresku procene iz prethodnog zadatka
u odnosu na izra¢unate vrednosti, i za proce-
njenu povrsinu i za procenjenu vrednost prede-
nog puta. Uporediti rezultate sa kolegama.

Kako se telo kre¢e ako mu je u svakom trenutku
srednja brzina jednaka trenutnoj? A kako ako je
intenzetet srednje brzine jednak srednjem inten-
zitetu brzine?

Brzina i ubrzanje

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.4 Neka je vektor poloZaja nekog tela dat sa r = 2.10

At?, gde je A konstantan vektor. Naéi intenzitet

vektora poloZaja, njegov prvi i drugi izvod po
vremenu i uporediti rezultate sa intenzitetima
brzine i ubrzanja. Objasniti rezultate.

Neka je vektor poloZaja nekog tela dat sa r
At+BY, gde su A i B konstantni vektori. Naci
intenzitet vektora poloZaja, njegov prvi i drugi
izvod o vremenu i uporediti rezultate sa intenzi-
tetima brzine i ubrzanja.

Telo se krece pravolinijski, konstantnim ubrza-
njem. Da li telo krec¢uéi se na ovakav nacin moze
da promeni smer kretanja?

Da li telu koje usporava ubrzanje moZe da se po-
vecava?

Da li telu koje ubrzava ubrzanje moZe da se sma-
njuje?

Vozac je dobio prekrSajnu prijavu zbog prekora-
¢enja brzine. U prijavi je pisalo da je saobraca-
jac koji je merio brzinu jednom vozilu i izmerio
da se vozilo kretalo nedozvoljenom brzinom, u
jednom trenutku ugledao drugo vozilo sa ovim
nasim vozacem u njemu, koje se kretalo uporedo
sa prvim vozilom. Zaklju¢io je da su oba vozila
prekoracila brzinu. Da ste vi advokat da li bi ste
mogli da odbranite naseg vozaca i kako?

Telo slobodno pada u liftu koji se penje ubrza-
njem g. Koliko je ubrzanje tela u odnosu na lift?


boza
Cross-Out

boza
Cross-Out
t

boza
Sticky Note
Ova dva zadatka mogu da se spoje u jedan posle ovih ispravki.
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2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22
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Kako se telo kre¢e ako mu je u svakom trenutku 2.23 U nasSem krvotoku, krv neprekidno kruzi. Kada

vektor ubrzanja normalan na vektor brzine?

Ako se telo kre¢e pravolinijski i brzina mu line-
arno zavisi od vremena, kako ubrzanje zavisi od
vremena?

Telo se krece pravolinijski. Ako mu ubrzanje li-
nearno zavisi od vremena, kako od vremena za-
visi brzina? Kako od vreman zavisi brzina ako
je ubrzanje konstantno?

Kako se telo kre¢e ako mu je u svakom trenutku
vektor ubrzanja paralelan vektoru brzine?

Kako se telo kre¢e ako mu je u svakom trenutku
vektor pomeraja paralelan vektoru srednje br-
zine?

Kako se telo kre¢e ako mu je u svakom trenutku
vektor pomeraja paralelan vektoru trenutne br-
zine?

Kako se telo krec¢e ako mu je u svakom trenutku
vektor pomeraja paralelan vektoru ubrzanja?

U kakvom su odnosu vektori brzine i ubrzanja
prilikom pravolinijskog kretanja tela: paralelni
su, antiparalelni, duz istog pravca ili mogu imati
bilo kakve pravce?

Da li telu posle nekog vremena moZe pomeraj
da bude jadnak nuli a srednja brzina razli¢ita od
nule? Pomeraj jednak nuli a brzina razli¢ita od
nule?

Da li je moguce da telo ima nenulto ubrzanje i
brzinu koja je jednaka nuli? Ubrzanje jednako
nuli a brzinu razli¢itu od nule? Da brzina bude
jadnaka nuli a srednje ubrzanje razli¢ito od nule?

Pri konstantnom ubrzanju srednja brzina je po-
lovina zbira pocetne i krajnje brzine. Da li je isti
slucaj i ako ubrzanje nije konstantno?

Tokom zemljotresa stvara se nekoliko vrsta udar-
nih talasa. Najvise poznati i proucavani su P-
talas (primarni) i S-talas (sekundarni ili talas
smicanja). U Zemljinoj kori P-talasi se prostiru

brzinom od oko 6.5 kTm dok se S-talas prostire
brzinom od oko 3.5 kTm Vreme koje protekne

izmedu detekcije u seizmoloskoj stanici jednog i
drugog talasa moZe da posluZi da se odredi ko-
liko daleko se zemljotres desio. Ako je vreme
izmereno izmedu dva talasa 45 s, koliko daleko
od seizmicke stanice se zemljotres desio?

2.24
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se nade u sréanoj komori srce ga pumpa u aortu,
i krv kada prode celim krvotokom se vraéa u
srce, na trenutak se zaustavi pre novog pokre-
tanja ka aorti. (a) Ako jedna kontrakcija srca-
nog misica traje 250 ms, i ako je brzina krvi koja
ulazi u aortu 0.8 %, na kraju kontrakcije, koliko
je srednje ubrzanje crvenog krvnog zrnca koje
ulazi u aortu? (b) Aorta se na jednom mestu
grana u dve arterije jednakih poprec¢nih preseka.
Ako je pre¢nik aorte d,, koliki je pre¢nik arte-
rije? (c) Brzina krvi u aorti moZe direktno da se
meri ultrazvukom. Standardni grafik zavisnosti
brzine krvi od vremena za vreme jednog otku-
caja srca je prikazan na slici. Koji od navedenih
zakljucaka najbolje odgovara podacima sa gra-
fika: (i) smer proticanja krvi se menja na oko 0.25
s; (ii) brzina krvi pocinje da se smanjuje na oko
0.15 s; (iii) ubrzanje krvi je najve¢e na oko 0.25

s; (iv) ubrzanje krvi je najvece negde oko 0.1 s.
0.8

Brzina krvi (m/s)

0.4

Vreme (s)

06

Iz slavine kaplje voda. Svake sekunde kapne po
jedna kap. Posmatrajte dve uzastopne kapi. Od
trenutka kada se druga odvoji od slavine i po¢ne
da pada, kako se menja rastojanje izmedu kapi?

Sa vrha visoke zgrade bacate dve loptice. Is-
tom pocetnom brzinom, jednu navise a drugu
nanize. Koja loptica ¢e ve¢om brzinom udariti
u zemlju? Koja ¢e prva udariti u zemlju ako su
bacene istovremeno? Kojoj loptici je veéi pome-
raj od pocetka do kraja kretanja? Koja loptica je
presla veci put? Zanemariti otpor vazduha.

Muva koja je mirovala na stolu odjednom se
ustremila na ostatak jabuke koji je stajao na
drugom kraju prostorije. Letela je pravolinij-
ski. Super brza kamera je zabelezila njene po-
lozaje u svakoj sekundi leta, sa leva na de-
sno. Polozaji muve su predstavljeni crnim

tatkama na slici. Koji od ponudenih grafika
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opisuje njeno kretanje? Ako je neko pogre-
$io i muva je zapravo letela sa desna na levo,

da li bi onda neki od grafika bio adekvatan?

(a) (b)

Bacite lopticu vertikalno navise. Koliko je ubrza-
nje loptice u trenutku kada se zaustavi u najvisoj
tacki putanje?

Kada bacite lopticu sa neke visine, bez pocetne
brzine, i ako zanemarite otpor vazduha, loptica
¢e pasti na zemlju za vreme 7. Koliko ¢e biti
vreme padanja, u odnosu na 7, ako lopticu pod
istim uslovima bacite sa tri puta veée visine?
Ako buva moZe da skod¢i pravo uvis do visine
0.44m, kolika joj je bila pocetna brzina pri od-
skoku?

zduhu tokom jednog skoka?

Koliko vremena buva provede u va-

DA L1 sMO svI MaRrsovci? Postoji jedna sa-
svim ozbiljna teorija po kojoj je Zivot postojao na
Marsu i prenet je na Zemlju tako Sto je neki ve-
liki meteor udario u Mars, komadi stena stekli
su dovoljnu brzinu da napuste Mars, i neki od
njih su mogli da stignu do Zemlje. Ako je na
nekoj steni bilo zivih organizama mogli su i oni
da stignu do Zemlje. Ima mnogo kamenja palih
na Zemlju, za koje je pouzdano utvrdeno da po-
ti¢u sa Marsa. Ali jedan od glavnih fizi¢arskih
zamerki ovoj teoriji je da bi pri ovakvom lansi-
ranju kamenja sa povrsine Marsa, kamenje, pa i
sve Zivo na njemu pretrpelo ogromno ubrzanje.
Brzina koju telo treba telo da dostigne da bi na-
pustilo Mars je oko 5 kTm Pri udaru velikog me-
teora kamen ovu brzinu moze da dostigne po-
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sle predenih 4 m puta. (a) Koliko je ubrzanje
kamena? Koliko je izraZeno u g? Pretpostaviti
da je ubrzanje konstantno. (b) Koliko dugo bi
ovo ubrzanje trajalo? (c) Nau¢nici su utvrdili da
40% jediniki jedne vrste bakterija (Bacillus subti-
lis) moZe da prezivi ubrzanje od 450000 g. Kada
ovaj podatak uporedite sa rezultatom pod (a), da
li postoji verovatnoca da smo svi pali s Marsa?

Neka neko uzme lenjir i drZi ga vertikalno iz-
nad vase Sake, tako da vrh lenjira bude izmedu
palca i kaZiprsta. U jednom trenutku lenjir je pu-
Sten i vi treba da ga uhvatite sa dva prsta. Oci-
tajte na lenjiru koliki put je presao padajuci. Na
osnovu tog podatka izracunajte vreme vase re-
akcije. Ako neko pored vas meri vreme reakcije
hronometrom, ¢ije ¢e mrenje biti bolje i zasto?
Sa ivice visoke zgrade ispaljena je iz pracke
8ljiva, tako da joj je pocetna brzina horizontalna i
jednaka vy. Ubrzanje Zemljine teZe je jednako g,
i neka je koordinatni pocetak postavljen u tacku
ispaljivanja. (a) Posle koliko vremena ¢e hori-
zontalno pomeranje Sljive biti jednako vertikal-
nom? Kolike su koordinate Sljive u tom tre-
nutku? (b) Posle koliko vremena ¢e ugao koji
vektor brzine zaklapa sa vertikalom biti 45°? Ko-
like su koordinate $ljive u tom trenutku?

Za telo iz primera 2.4 nadi intenzitet ubrzanja,
tangencijalno i normalno ubrzanje.

Telo se kre¢e tako da mu je jednacina kretanja
datasa r = Asin(wt)i + Acos(wt)j, gde su A
i w konstante. (a) Pokazati da se telo krece po
kruZnici polupre¢nika A. (b) Naéi brzinu i ubr-
zanje tela. (c) Nadéi intenzitet brzine, ubrzanja,
normalno i tangencijalno ubrzanje. (d) Pokazati
da je poluprecnik krivine kruznice jednak polu-
precniku.

Telo se kre¢e tako da mu je jednacina kretanja
datasar = Asin(wt)i+ Bcos(wt)j, gdesu A,
B i w konstante. (a) Naci jednacinu trajektorije.
(b) Na¢i brzinu i ubrzanje tela. (c) Nadi inten-
zitet brzine, ubrzanja, normalno i tangencijalno
ubrzanje.

Izratunati é, i é, u cilindri¢nim koordinatama,
kaoi e, ég i ép u sfernim.

Telo se kre¢e tako da su mu posle nekog vre-
mena pomeraj, srednja brzina i srednje ubrza-
nje jednaki nuli. Da li na osnovu ovih podataka
moze nesto da se kaZe o putanji tela?
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2.38 U kojoj tacki putanje tokom kosog hica su vek- 2.47 Kamen je bac¢en pod nekim uglom u odnosu na

2.39

2.40

2.41

2.42

2.43

2.44

2.45

tori brzine i ubrzanja tela paralelni, a u kojoj su
ortogonalni?

Na sto je fiksirana puska tako da moze da is-
pali metak horizontalno. Na ivici stola je gre-
Skom ostavljen jedan metak. U trenutku kada
puska opali metak sa ivice stola po¢ne slobodno
da pada, vertikalno. Ako se zanemari otpor va-
zduha koji metak ¢e brZze da padne na horizon-
talnu podlogu?

Avion koji dostavlja robu u nepristupacne pre-
dele leti horizontalno i u nekom trenutku izbaci
paket, koji pada bez pocetne brzine u odnosu na
avion. Kako izgleda putanja paketa za posma-
traca sa zemlje?

U kakvom su odnosu vektor brzine i vektor ubr-
zanja pri kretanju tela u ravni?

Gumica za brisanje sleti sa horizontalnog stola.
U trenutku odvajanja od stola brzina gumice je
horizontalna, vg. Gumica udari u pod posle vre-
mena 7. Ako se pocetna brzina gumice udvo-
struci, kako ¢e se promeniti: (a) vreme padanja
gumice, (b) horizontalno rastojanje od stola do
mesta na kome gumica udari u pod, (c) intenzi-
tet brzine gumice neposredn pre nego $to udari
u pod?

Pretpostavimo da Zaba moZze da sko¢i u bilo kom
pravcu sa istim intenzitetom brzine. Ako je naj-
veca daljina koju Zaba moZe da postigne u skoku

2
v . . . 2 . s
Ripax = —go kolika je najveca visina?

Telo se kre¢e uniformno po kruznici. (a) Kolika
je srednja brzina i srednje ubrzanje tela za vreme
za koje ono obide jedan krug? (b) Koliko se pro-
meni centripetalno ubrzanje tela ako se brzina
poveca cetiri puta? Koliko ako se polupre¢nik
putanje smanji tri puta?

Da li moguce da se telo ne kre¢e uniformno po
kruZznici (intenzitet brzine nije konstantan) a da
vektori brzine i ubrzanja budu ortogonalni?

Vozite se automobilom tokom kisnog dana. Na
boc¢nim staklima kapi kiSe ostavljaju dijagonalne
tragove. Da li sa sigurno$¢u moZete da kaZete
da li napolju duva vetar? Ako su tragovi dija-
gonalni na vetrobranskom (prednjem) staklu, da
li onda moZete sa sigurnosc¢u da kaZete nesto o
vetru?

2.48

2.49

2.50

horizontalnu podlogu, uz zanemarljiv otpor va-
zduha. Koji od prikazanih grafika predstavlja
intenzitet brzine kamena tokom vremena leta?
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Strasna oluja je odnela most na reci. Voza¢ juri
kuéi da vidi u kakvom je stanju posle oluje. 1z
daljine vidi da nema mosta i odludi se za suludo
reSenje, da preskodi reku. Put, sa strane sa koje
nailazi automobil je horzontalan i 25 metara je
iznad reke. Na drugoj obali, nastavak puta je
samo 2 metra iznad vode. DuzZina koju treba
da preskoci je 50 metara. (a) Kolika treba da
bude brzina automobila (ako zanemarimo otpor
vazduha) da bi uspeo da preskoci reku? (b) Ko-
lika ¢e biti brzina automobila u trenutku kada
dodirne put na suprotnoj strani reke?

Jedna vrsta cvrcka (Philaenus spumarius), pored
toga Sto je ogromna Stetocina, je i aktuelni svet-
ski rekorder u skoku u vis insekata. Ovaj cvr-
¢ak skace pod uglom od 58° u odnosu na hori-
zontalu. Najbolji skaka¢i dosegnu visinu od 58.7
c¢m, u odnosu na podlogu. (a) Ako se zanemari
otpor vazduha kolika je pocetna brzina cvrcka?
(b) Koliki je domet cvrcka koji uspe u skoku da
dosegne ovu visinu?

Kosmonaut dok se odmarao na Zemlji u svemir-
skom brodu gurnuo je lagano lopticu za tenis,
tako da se ona skotrljala sa stola i pala na ra-
tojanju D od stola. Posto mu je loptica amajlija
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2.52

2.53

2.54

poneo je na put. Kada su sleteli na Zeljenu pla-
netu on je ponovo gurnuo lopticu sa istog stola i
ona je pala na rastojanju od 3D od stola. Koliko
je gravitaciono ubrzanje na toj planeti?

Procenite koliko daleko moZete da bacite kosar- 2.55

kasku loptu. (a) Na osnovu ove procene izracu-
najte kolikom brzinu bi ste bacili loptu. (b) Ako
biste mogli istom brzinom da bacite loptu verti-
kalno navise do koje visine bi lopta otisla? (c)
Ako biste istom brzinom loptu bacili na Mesecu,
koliko daleko bi odletela?

RavnoteZu odrZavamo pored ostalog i zahvalju-
juéi te¢nosti (endolimfi) u unutrasnjem uhu. Ro-

tacija pomera ovu te¢nost i izaziva vrtoglavicu. 2.56

Pretpostavite da klizacica pravi piruetu rotirajuci
oko sopstvene vertikalne ose tako $to napravi tri
okreta u sekundi. Ako je unutrasnje uho na oko
7 cm od ose rotacije, koliko je radijalno ubrzanje
te¢nosti u unutrasnjem uhu?

Avion se obrusava po putanji koja je prikazana
na slici. Za najniZi deo putanje se moze uzeti
da je deo kruZnice, polupre¢nika 300 metara. Po

medicinskim istraZivanjima pilot moZe da izgubi 2.57

svest ako je ubrzanje posle obruSavanja veée od
5.5 . Kojom najve¢om brzinom avion moze da
izvede ovakvo obrusavanje a da pilot ostane pri

ot

svesti?

U Nasinom (NASA) istrazivackom centru u
Ejmsu (SAD) postoji velika, takozvana, ,20 G”
centrifuga, koja se koristi da bi se ispitivali efekti
vrlo velikih ubrzanja na probne pilote i kosmo-
naute. Uredaj se sastoji od 8.84 m duge grede,
koja moZe da rotira oko jednog kraja u horizon-
talnoj ravni. Kosmonaut je privezan u leZiste
na drugom kraju grede, tako da mu je telo duz

grede, a glava najdalje od ose rotacije. Najvece

ubrzanje koje se koristi za ispitivanja na ljudima 2.58

je oko 12.5 g. (a) Kojom brzinom se krece glava
kosmonauta ako je ubrzanje jednako maksimal-
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nom? (b) Kolika je razlika u ubrzanju glave i
stopala kosmonauta koji je visok dva metra? (c)
Koliko obrtaja u minuti napravi centrifuga kada
ostvari maksimalno ubrzanje za ljude?

Guske sa severa, krajem leta, lete na jug i po ne-

koliko hiljada kilometara, brzinom i do 100 kTm

Neka guske lete brzinom od 100 kTm duz meri-
dijana na jug. Ali sa zapada ka istoku duva jak
vetar brzinom 40 kTm (a) Pod kojim uglom u od-
nosu na meridijan guske treba da lete, tako da
bi se kretale pravo prema jugu? (b) Pri ovakvim
uslovima, koliko je guskama potrebno vremena

da predu put od 1000 km?

Voz na dugackom pravcu ide brzinom od 15 7.
Pada kiSa, nema vetra tako da kapi padaju verti-
kalno na zemlju ali na prozorima voza ostavljaju
kose tragove na prozorima. Tragovi zaklapaju
ugao od 30° u odnosu na vertikalu. (a) Kolika je
horizontalna komponenta brzine kapi u odnosu
na voz i u odnosu na zemlju? (b) Koliki je inten-
zitet brzine ki$nih kapi u odnosu na voz, a koliki
u odnosu na zemlju?

Pistolj sa oprugom moZe da ispali mali ka-
men, pocetnom brzinom vg. Izmeren je do-
met kamena ispaljenog ovim pistoljem, uvek
sa istog mesta, u zavisnosti od nagibnog ugla
cevi. Rezultati merenja su prikazani na gra-
fiku. Koriste¢i dobijene podatke treba naéi po-
Cetnu brzinu, vy, ako se zanemari otpor va-
zduha. (a) Od datih podataka treba na¢i na-
¢in da se dobije linearna zavisnost. (b) Kori-
ste¢i linearizovani grafik smisliti kako bi mo-
(c) Kori-
ste¢i dobijenu vrednost za pocetnu brzinu iz-

gla da se odredi vy, i izra¢unati je.

ratunati domet za slucaj kada je nagibni ugao
44.2°. Za sve ratune koristite da je g = 9.817.

A

N

o
T
o

L ]

Domet (m)
[ 4

| | | | | |

20 30 40 50 60 70
Ugao ispaljivanja (o)

Masina za ispaljivanje tenskih loptica se pokva-
rila, i moZe da ispaljuje loptice samo jednom br-
zinom, i samo horizontalno. Uz pomo¢ ove ma-



42

2.59

2.60

FIZICKA MEHANIKA

Sine uraden je slede¢i eksperiment. Iz zgrade
fakulteta sa svakog sprata su ispaljivane teni-
ske loptice i meren je domet. Izmereni podaci
su dati u tabeli. (a) Koriste¢i podatke iz ta-
bele nadi nacin kako dobiti linearnu zavisnost.
(b) Sa linearizovanog grafika nac¢i nac¢in kako
da se odredi vy, i odrediti je. Zanemariti ot-
por vazduha, nema vetra tokom izvodenja ek-
sperimenta i za gravitaciono ubrzanje uzeti g =

9.815%.

Visina (m) Domet (m)
3 14.5
7 21.8
11 26.5
15 31.0
19 355

Na jednom avanturistiSkom izletu naisli ste na
siroku reku. Dobili ste zadatak da odredite $i-
rinu reke i procenite brzinu struje. Na raspola-
ganju imate mali ¢amac sa vanbrodskim moto-
rom, i znate da je u blizini malo mirno jezero.
Na jezeru kalibriSete brzinu ¢amca, tako Sto za
dva poloZaja gasa odredite da su brzine 6 T i

9 &. Posle toga camcem prelazite reku drzeci

kurs tako da stignete ta¢no na suprotnu stranu 2

od mesta sa kojeg ste krenuli. Kada idete ma-
njom brzinom potrebno vam je 4 minuta da pre-
dete reku, u povratku, ve¢om brzinom reku pre-
dete za minut i 50 sekundi. (a) Kolika je brzina
recne struje (pretpostavimo da je ista celom $iri-
nom reke), i koliko je reka Siroka? (b) Ako na-
mestite gas tako da ¢amac postiZe ve¢u brzinu (9
$), koliko iznosi najkarace vreme prelaska reke?
Na kom mestu, u odnosu na mesto odakle ste
krenuli cete sti¢i do druge obale, u tom slucaju?

Neke biljke rasipaju semenke kada se plod po-
cepa, i malo stegne Sto izazove ispaljivanje se-
menki. Putanja ovih semenki moZe da se zabe-
lezi kamerama velike brzine. U eksperimentu,
semenke biljka ispaljuje sa visine od 30cm, u od-
nosu na podlogu. Brzine semenki se kre¢u od
2.3 & do 4.6 §. U svim slucajevima zanemariti
otpor vazduha. (a) Da bi snimak bio upotrebljiv
za vreme izmedu dva snimka (frejma) semenka
ne bi trebalo da prede viSe od 0.2 mm. Kolika je
minimalna brzina (u slikama u sekundi) kamere
koja moze da ostvari dovoljan broj snimaka?
(b) Ako neka semenka bude ispaljena vertikalno
navise najve¢om mogucom brzinom koliko ¢e

joj vremena biti potrebno da dostigne najvisu
tacku? (c) Ako se semenka ispali horizontalno,
najve¢om moguéom brzinom koliko daleko ¢e
da ode? (d) Precizna merenja pri ispaljivanju
velikog broja semenki pokazuju da su nagibni
uglovi u intervalu od -51° do 75° (negativan
ugao znaci da je semenka ispaljena direktno ka
podlozi, horizontala je 0°), sa srednjom vredno-
8¢u od 31°. PribliZzno 65% semenki se ispali pod
uglom izmedu 6° i 56°. Na osnovu ovih poda-
taka koja od navedenih hipoteza bi najvise od-
govarala dobijenim rezultatima: Semenke se ra-
sejavaju tako da (i) visina koju semenke dostizu
tokom leta bude najveca; (ii) uglovi ispaljivanja
budu negativni i da se semenke najve¢om silom
zabijaju u zemljiste; (iii) domet bude Sto je mo-
guce vedi, tj. da semenke odlete $to dalje od
biljke; (iv) vreme koje semenka provede u va-
zduhu bude najmanje moguce.

Kinematika krutog tela
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Sta se deSava sa aksijalnim vektorom pri reflek-
siji u odnosu na ravan koja je normalna na vek-
tor?

2 Pokazati da je ¢lan w x (w x r) jednak —w?p,

gde je vektor p takav da je njegov intenzitet jed-
nak normalnom rastojanju tela do ose rotacije, a
usmeren je od ose rotacije ka telu.

Kako izgleda vektor ubrzanja kuglice klatna u
najniZoj tacki putanje?

U kakvom su odnosu vektori ugaone brzine
i ugaonog ubrzanja prilikom kruznog kretanja
tela?

Baca¢ kladiva (teSka kugla ucvrséena za jedan
kraj sajle, a sa druge ima rukohvat) zavrti kla-
divo oko svoje glave, tako da se kugla vrti po
prblizno kruznoj putanji. U jednom trenutku on
ispusti (baci) kladivo. Kako izgleda putanja ba-
¢enog kladiva?

Tocak rotira oko ose koja je normalna na ravan
u kojoj je tocak, i prolazi kroz njegov centar. Za-
mislite dve tacke na to¢ku, A na obodu toc¢ka i
B na polovini rastojanja od centra do oboda. U
kakvom su odnosu ugaone brzine u tatkama A
i B? Ugaona ubrzanja? Brzine? Tangencijalno
ubrzanje? Normalno ubrzanje?

Koji je najopstiji uslov koji treba da ispunjavaju
dva referentna sistema da bi brzine istog tela u
ta dva sistema bile jednake?



2.68 Koji je najopstiji uslov koji treba da ispunjavaju
dva referentna sistema da bi ubrzanja istog tela
u ta dva sistema bila jednaka?

2.69 Biciklista vozi po kruZnoj stazi brzinom 107 i
ima centripetalno ubrzanje od 53. Koliki je po-
lupreénik putanje?

2.70 Tocak sobnog bicikla napravi jednu celu rotaciju
za 1.34 s. Posmatrajmo dve tacke na toc¢ku, tacka
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A je na 10 cm od ose rotacije tocka, tacka B na
rastojanju 20 cm od ose. (a) Koliki je intenzitet
brzine u ove tatke, tokom rotacije? (b) Koliko
je centripetalno ubrzanje u njima? (c) Na osnovu
prethodnih rezultata zakljucite kako se menja br-
zina tac¢aka na toc¢ku sa porastom rastojanja od
ose rotacije? Kako se menja centripetalno ubrza-
nje?






3
Njutnovi zakoni

Inercijalni sistemi reference

U okvirima kinematike, ako je poznato kako se jedan referentni
sistem kreée u odnosu na drugi onda je moguce na¢di veze izmedu
brzina i ubrzanja u ta dva sistema. Ne postoji nikakva sustinska
razlika izmedu referentnih sistema, samo opisivanje kretanja moZze
da bude manje ili vise sloZeno.

Svako telo menja brzinu ako ga na to prisili neko drugo telo. U
pokretnom referentnom sistemu samo ubrzanje a’ je posledica uza-
jamnog delovanja. Svi ostali ¢lanovi su posledica isklju¢ivo kretanja
referentnog sistema.

a=a +ag+2wxv —w?p. (3.1)

O¢igledno je najjednostavniji slu¢aj onaj u kome su ubrzanja u oba
sistema reference jednaka. To je slucaj kada se pokretni sistem refe-
rence ne kre¢e ubrzano, pa samim tim i ne rotira (ag = 0i w = 0).
Tadaje a = a’.

Neka se u nepokretnom sistemu reference posmatra kretanje slo-
bodnog tela. Slobodno telo je telo na koje ne deluje ni jedno drugo
telo. Ubrzanje slobodnog tela je jednako nuli a4 = 0, u nepokret-
nom sistemu reference. U bilo kom drugom sistemu reference koji
se kre¢e konstantnom brzinom ubrzanje slobodnog tela ¢e takode biti
jednako nuli a’ = 0. Slobodno telo koje se krece bez ubrzanja, krece
se pravolinijski, konstantnom brzinom, odnosno kreée se po inerciji.

Koriste¢i prethodni zaklju¢ak moZe da se definiSe jedna vazna vr-
sta referentnih sistema. Referentni sistem u kome se slobodno telo
krece po inerciji se naziva inercijalni referentni sistem.

Svaki referentni sistem koji se kre¢e ravnomerno pravolinijski u
odnosu na neki inercijalni sistem je takode inercijalan. Sistemi koji se
kre¢u ubrzano u odnosu neki inercijalni sistem su neinercijalni sistemi.

Zakon inercije

Tvrdnja da inercijalni sistemi postoje je zapravo prvi Njutnov' za-
kon dinamike. Postojanje inercijalnih sistema je potvrdeno eksperi-
mentalno. Ali zapravo svi inercijalni sistemi su samo priblizno iner-
cijalni, $to je Cesto sasvim dovoljno za vrlo precizan opis kretanja tela

Referentni sistem vezan za Zemlju se
Cesto moZe uzeti kao inercijalan, sto ¢e
biti diskutovano kasnije. Mnogo blizi
stvarnom inercijalnom sistemu je refe-
rentni sistem vezan za Sunce, za kreta-
nja u Sun¢evom sistemu i okolini.

*U mnogim knjigama se on naziva
Njutn-Galilejev zakon.
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u njima.

Slobodno kretanje, odnosno kretanje slobodnog tela je moguce
samo u inercijalnom sistemu. Jedino $to moZe da uti¢e na promenu
nacina kretanja slobodnog tela je neko drugo telo. Dakle, slobodno
telo ¢e se kretati po inerciji, ravnomerno pravolinijski, sve dok ga
neko drugo telo ne primora da takav nacin kretanja promeni. Ovaj
iskaz je dobro poznata formulacija prvog Njutnovog zakona dina-
mike, a pokazano je da iz tvrdnje da inercijalni sistemi postoje di-
rektno sledi ovakva formulacija.

Galilejev princip relativnosti

VazZna osobina inercijalnih sistema je da su svi inercijalni sistemi
po svojim mehani¢kim osobinama medusobno ekvivalentni. Direktna
posledica je da su u svim inercijalnim sistemima isti zakoni meha-
nike i iste su osobine prostora i vremena. Vreme je homogeno a
prostor homogen i izotropan. Ovaj iskaz se ¢esto naziva Galilejevim
principom relativnosti. Galilejev princip relativnosti je tatan samo u
okvirima klasi¢ne (nerelativisticke) mehanike. Ako se sistem ili telo
kre¢u brzinama uporedivim sa brzinom svetlosti onda mora da se
primeni Ajnstajnova specijalna teorija relativnosti.

Ekvivalentnost inercijalnih sistema reference za posledicu ima ne-
mogucnost razlikovanja sistema koji miruju od onih koji se kre¢u. Ne
postoji eksperiment koji bi utvrdio da li se inercijalni sistem krece ili
miruje.

Galilejeve transformacije

Neka se jedan inercijalni sistem, K’, krece brzinom vy u odnosu na
drugi nepokretni, K. Neka su se u po¢etnom trenutku koordinatni
sistemi poklapali. Vreme mereno u oba sistema reference je isto,
odnosno isti su vremenski intervali, protekli izmedu istih dogadaja.
Veza izmedu vektora poloZaja i vremena u dva sistema je:

¥ =r—opt, ' =t (3.2)

Relacije 3.2 vaZe samo uz pretpostavku da su prostor i vreme ap-
solutni, odnosno da su prostorni i vremenski intervali isti u svim
sistemima reference, $to je jedna od osnovnih postavki klasi¢ne me-
hanike.

S obzirom da se pokretni sistem kre¢e konstantnom brzinom, iz-
vod jednacine 3.2 se lako nalazi, i dobija se veza izmedu brzina:

v =v—1,

Sto je i definicija relativne brzine tela u odnosu na pokretni sistem.
Daljim diferenciranjem dobija se veza izmedu ubrzanja:

a = a.

Ubrzanje je isto u oba sistema reference, posto su oba sistema inerci-
jalna. Iz jednacine za ubrzanja se vidi jo$ jedan nacin da se definisu

(6] y (0} ¥y
x x!

Slika 3.1: Galilejeve transformacije.



inercijalni sistemi. Ako su fizicke veli¢ine u jednom sistemu refe-
rence povezane Galilejevim transformacijama sa odgovarajuéim fizi¢-
kim veli¢inama u nekom inercijalnom sistemu, onda je taj referentni
sistem nuZno inercijalan. Vazi i obrnuto, ako su sistemi inercijalni
onda su fizi¢ke veli¢ine u njima povezane Galilejevim transformaci-
jama.

Opésti izraz 3.2 se moZe pojednostaviti, bez smanjenja opstosti, ako
se koordinatni sistemi orijentisu tako da je brzina kretanja pokretnog
sistema duZ neke koordinatne ose, na primer y (donja slika 3.1). U
tom slucaju je veza izmedu koordinata i vremena data sa:

X =x,y=y—uot, 2=zt =t (3.3)

Drugi Njutnov zakon

U inercijalnim sistemima reference svako ubrzanje je izazvano is-
klju¢ivo delovanjem drugih tela. Svako telo, materijalno, ¢ini sup-
stancija i fizicko polje koje ono stvara. Kada se dva tela nadu na
rastojanju na kojem im se polja preklapaju, onda tela uzajamno de-
luju, odnosno interaguju. Fizicka veli¢ina koja je mera interakcije je
sila.

I ako u makroskopskom svetu postoji mnogo razli¢itih vrsta sila,
mnoge imaju i posebne nazive, sve sile su posledice malog broja
osnovnih interakcija. Postoje Cetiri osnovne interakcije tela u prirodi:

* nuklearna jaka interakcija, deluje na rastojanjima ~ 10! m (sila
izmedu kvarkova koja ih drZi na okupu unutar nukleona);

¢ slaba interakcija (vidi se u B~ raspadu, interakcija elektrona i ne-
utrina, dometa ~ 10718 m);

* elektromagnetna interakcija, interakcija izmedu naelektrisanih tela,
beskonatno dometna;

* gravitaciona interakcija, interakcija izmedu tela koja imaju masu,
beskona¢no dometna.

Osnovne fizicke velicine u dinamici

Masa: Iz iskustva (eksperimenta) je poznato da se svako telo protivi
bilo kakvom poku$aju menjanja njegove brzine, po intenzitetu ali i
po pravcu i smeru.

Ova osobina se naziva inertnost. Mera inertnosti tela je masa.
Osnovna merna jedinica za masu je kilogram (kg). U okviru Njut-
nove mehanike masa je aditivna veli¢ina i tokom kretanja tela se ne

menja.

ImpuLs, ili koli¢ina kretanja, je proizvod mase tela i njegove brzine:

p = mo.
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Sila ima materijalno poreklo. Uvek je
izazvana prisustvom nekog drugog tela
bilo ono blizu ili daleko, svejedno.

Broj osnovnih interakcija u prirodi
je donekle otvoreno pitanje, trenutno
nema konacan odgovor. Po teoriji na-
stanka vasione, Velikim praskom, lo-
gi¢no bi bilo ocekivati da je u trenutku
praska postojala samo jedna vrsta inter-
akcije. Uspesno je pokazano da su na
visokim energijama slaba i elektromag-
netna interakcija jedna (elektroslaba in-
terakcija), odnosno da su se razdvojile
u posebne usled hladenja vasione. Deli-
mi¢no uspesno je pokazano da su na jo$
vedim energijama, nuklearna jaka, slaba
i elektromagnetna interakcija bile jedno
(kvantna hromodinamika). Ono $to se
nikako ne moZe ujediniti je gravitacija.
Za sada nema uspeha u nalaZenju jedne
pra-ineterakcije i objasnjenju postanka
danas poznatih interakcija. Sa druge
strane, otvoreno pitanje je da li znamo
kompletnu materijalnu strukturu vasi-
one. Otkri¢a tamne materije i tamne
energije nam ukazuju da je moguce da
u vasioni postoji jo§ mnogo toga Sto se
ne da opisati poznatim modelima. Da
li ¢e nova otkrica u buduénosti poka-
zati da u prirodi postoji jo neka vrsta
interakcije, otvoreno je pitanje.
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S1LA je fizicka veli¢ina koja je mera interakcije tela. Sila je vektorska
veli¢ina. Na osnovu eksperimenta jo$ je Njutn uocio vezu izmedu
sile i promene impulsa:

dp = Fdt, (3-4)

odnosno, impuls sile je jednak promeni koli¢ine kretanja, u originalnoj
formulaciji.

Posto je p = mv, onda je dp = d(mwv). Ako je masa konstantna,
onda je promena impulsa proporcionalna promeni brzine dp = mduv,
pa je mdv = Fdt, odnosno m% = F, $to predstavlja osnovnu jedna-
¢inu dinamike:

ma = F. (3.5)

Merna jedinica za silu je njutn. Sila od 1N je sila koja telu mase

od 1kg daje ubrzanje od 1 3.

Slaganje sila

U eksperimentu kojim se posmatra kretanje ili odreduje putanja
tela moZe se utvrditi delovanje samo zbirne, rezultujuce sile. Rezul-
tujuca sila je odredena poloZajem okolnih tela, a ponekad i brzinom
tela koje se posmatra.

Rezultujuca sila moze da se razloZi na sile koje poti¢u od pojedi-
na¢nih tela, pod uslovom da ta tela ne interaguju tako da menjaju
svoja stanja:

F=KH+E+....

Svaka interakcija je dvocesti¢na te je svaka pojedina¢na sila F; mera
dvocesti¢ne interakcije i ne zavisi ostalih tela u okolini. Zbog toga se
rezultujuca sila uvek moze razloziti na zbir sila koje poti¢u od poje-
dina¢nih interakcija, Sto se naziva principom superpozicije. Do ideje o
superpoziciji se doslo generalizacijom eksperimentalnih ¢injenica.
Vrlo vazan je primer kada na telo deluje viSe sila, ali je rezultujuca
sila jednaka nuli:
Ee, =0. (3~6)

Ako se ovaj uslov ne narusi tokom kretanja, onda se telo krec¢e po
inerciji iako na njega deluju sile, ali je zbir svih sila jednak nuli. Ako
je rezultujuca sila jednaka nuli onda je ispunjen uslov ravnoteZe za
materijalnu tacku.

Tre¢i Njutnov zakon

Interakcija podrazumeva uzajamnost. Kada dva tela interaguju
oba osecaju posledice interakcije. Njutn je uocio da postoji veza iz-
medu sila koje deluju na tela koja interaguju.

Za dva tela (oznacena sa 1 i 2) koja interaguju vaZzi:

Fo = —F;. (3.7)

Sile kojima dva tela uzajamno deluju uvek su jednakih intenziteta,
suprotnog smera i deluju duz pravca koji spaja ova dva tela (ma-
terijalne tacke). Ili, svaka sila akcije ima silu reakcije, koja je istog

Fascinantno je da je u originalnoj for-
mulaciji zakon dobar i u relativistickom
slu¢aju, samo S$to fizicke veli¢ine ne-
maju sasvim isti smisao kao u klasi¢noj
mehanici.

Zanimljivo je da osnovna jednacina di-
namike nije dobra u relativistickom slu-
caju.



intenziteta, duz istog pravca a suprotnog smera. Tre¢i Njutnov za-
kon se lako uopstava i na sistem od vise tela.

Interesantno je da je u originalnoj formulaciji Njutn dodao i da su
sile akcije i reakcije istovremene i da su iste prirode (isti im je uzrok).
Sile akcije i reakcije uvek deluju na razlicita tela.

Uslov da su sile akcije i reakcije istovremene implicitno podra-
zumeva da se interakcija prostire trenutno, zapravo beskonatnom
brzinom, a to dalje znaci da su interakcije dugodometne. Ni jedna
interakcija nije trenutna, najveca brzina kojom se prenosi interakcija
je brzina svetlosti, ali u klasi¢nim problemima u kojima su brzine
tela mnogo manje od brzine svetlosti, aproksimacija trenutne inter-
akcije je dovoljno dobra. Drugim re¢ima i tre¢i Njutnov zakon je
aproksimativan i vaZi samo u slucajevima u kojima su brzine tela
zanemarljivo male u poredenju sa brzinom svetlosti, odnosno sa br-
zinom kojom se prenosi interakcija.

Po Galilejevom principu relativnosti fizicki zakoni u svim iner-
cijalnim sistemima su isti. Sa druge strane, masa tela ne zavisi od
brzine, odnosno ista je u svakom referentnom sistemu. U svakom
inercijalnom sistemu ubrzanje tela je isto. Sila zavisi samo od tela
koja interaguju, a ne od referentnog sistema iz koga se interakcija
posmatra. Kada se sve ovo uzme u obzir zaklju¢uje se da je osnovna
jednacina dinamike ista u svakom inercijalnom sistemu, ili da je in-
varijantna na Galilejeve transformacije.

VazZnije vrste sila

U ovom odeljku ¢e biti opisane sile koje ¢e se najvise pominjati u
ostatku teksta, i sa kojima cete se najceSée susretati u zadacima.

Gravitaciona sila

Njutnov zakon gravitacije:

mim
F= —v%r, (3.8)

m3
kgs?’
my su gravitacione mase tela, za koje nije o¢igledno da su jednake

gde je  gravitaciona konstanta i jednaka je 6.67 x 10711 ami
masama koje su mera inertnosti tela. I ako je jo$ 1747 Kevendis$ ek-
sperimentalno pokazao da su inertna i gravitaciona masa iste fizicke
veli¢ine, teorijski je to dokazano tek u okviru Ajnstajnove opste te-
orije relativnosti, 1915. Gravitacionoj sili i gravitaciji je posveéena
posebna glava u drugom delu knjige (glava 8).

Kulonova sila

Kulonovom silom interaguju dva tackasta naelektrisana tela koja
miruju.

F= kq;#r, (3.9)
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gde je k = 8.99 x 109NC—HZ12 konstanta za tela u vakuumu, a g1 i ¢
su naelektrisanja tela. U zavisnosti od vrste naelektrisanja sila moZze
da bude privla¢na ili odbojna. Medutim ¢im se neko naelektrisanje
pokrene ono stvara i magnetno polje, ali ako je brzina tela mala, onda
je doprinos Kulonove sile mnogo veéi od magnetne sile.

Makroskopske sile

Makroskopske sile su posledica bar jedne od ove dve fundamen-
talne interakcije. U svakom realnom makroskopskom slucaju je ne-
moguce analizirati ogroman broj mikroskopskih sila fundamental-
nog tipa, pa se uvode aproksimativne makroskopske sile.

TEZINA TELA je sila i ne sme se meSati sa masom tela®. TeZina tela je
gravitaciona sila Zemlje u blizini njene povrsine,

F =mg. (3.10)

Ovakva definicija teZine povlaéi pazljivo definisanje besteZinskog
stanja i teZine tela u te¢nosti.

ELASTICNOM SILOM se naziva svaka sila koja je srazmerna rasto-
janju tela od ravnoteZnog poloZaja, i usmerena je ka ravnoteZznom
poloZzaju:

F = —kr, (3.11)

gde je k koeficijent elasti¢nosti (konstanta sile), a r vektor poloZaja u
odnosu na ravnotezni poloZaj. Primer za ovakvu silu je elasti¢na sila
opruge, koja deluje na telo pri¢vrséeno za oprugu, ako je istezanje u
okvirima Hukovog zakona. Elasti¢noj sili, odnosno oscilacijama, je
posvecena posebna glava (glava 9).

S1LA TRENJA: Na telo koje kliza po podlozi deluje sila trenja klizanja:
Ft}’ = ‘Z/IN,

gde je u koeficijent trenja klizanja, a N sila reakcije podloge. Sila tre-
nja klizanja deluje na telo koje se krece, i uvek je usmerena suprotno
od brzine tela, dakle tangencijalna je na putanju.

Fr = —uNT,

gde je T ort tangente (jednacina 2.12).

Sila reakcije podloge je normalna na podlogu, odnosno na putanju
tela, u svakoj tacki putanje po kojoj se telo krece.

Sila trenja deluje i na tela koja miruju ako na njih deluje neka sila
koja pokusava da ih pokrene. Sve dok se telo ne pokrene ona nije
jednaka sili trenja klizanja. Zavisnost koeficijenta trenja od intenzi-
teta sile koja deluje na telo pokazuje da dok telo miruje intenzitet sile
trenja je jednak intenzitetu sile koja deluje na telo.

Naelektrisana tela mogu da budu i neu-
tralna ako imaju jednak broj pozitivnih
i negativnih naelektrisanja. I takva tela
interaguju ako naelektrisanja nisu rav-
nomerno rasporedena po telu. Dobar
primer za ovo su molekuli vode.

2 Bez obzira na svakodnevnu upotrebu
reci teZina.

U naSem 8kolskom sistemu teZina se
definiSe kao sila kojom telo pritiska po-
dlogu na kojoj se nalazi ili zateZe konac
o koji je obeseno. U vecini strane lite-
rature je teZina definisana kao i u ovom
poglavlju. Treba samo voditi ratuna da
pojmovi izvedeni iz pojma teZine budu
adekvatno definisani.



Vrlo vazno mesto na ovom grafiku je lokalni maksimum koefici-
jenta trenja, odnosno sile trenja. Maksimalnoj vrednosti koeficijenta
trenja odgovara sila trenja mirovanja. To je sila trenja neposredno pre
nego Sto se telo pokrenulo i ona je veca nego sila koja deluje na telo
koje se kliza. Kao sto ¢e se videti kasnije, trenje kod kotrljanja bez
klizanja je trenje mirovanja.

SILA OTPORA SREDINE deluje na telo koje se krece kroz gas ili tec-
nost. Sila otpora sredine moZe da zavisi od nekoliko fizi¢kih veli¢ina,
ali u najjednostavnijem slucaju je srazmerna brzini tela:

F = —ko,

za relativno male brzine tela, ili:

F = —;cvzr,
za nesto vece brzine kretanja tela. Koeficijenti k i x su koeficijenti pro-
porcionalnosti, T je ort brzine. SloZene zavisnosti se aproksimiraju,
uglavnom tako da se daju vrednosti koeficijenta srazmernosti pri ra-
zli¢itim uslovima. Ako se uslovi u sredini ne menjaju mnogo dok se
telo krece kroz nju moZe se uzeti da su koeficijenti k ili x konstantni.

Osnovni problem dinamike

Eksperimentalno je pokazano da u uslovima klasi¢ne mehanike
proizvod mase i ubrzanja tela zavisi od njegovog poloZaja u odnosu
na okolna tela, a ponekad i od njegove brzine, §to zna¢i da od istih
fizickih veli¢ina moZe da zavisi i sila. Sila takode mozZe da se me-
nja tokom vremena, nezavisno od promene polozaja tela. U opStem
slucaju sila moZze da zavisi od sve tri ove fizicke veli¢ine:

F = F(r,v,t).

Neka je masa tela koje se kre¢e konstantna. U tom slu¢aju osnovna
jednacina dinamike ima oblik:

&
dt?

U najopstijem slucaju ovo je diferencijalna jednacina drugog reda.

m = F(r,0,1). (3.12)

Da bi se resila moraju da se znaju masa tela i sila, odnosno zakon
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Slika 3.2: Pravac i smer sile trenja kli-
zanja i sile reakcije podloge.

F
Slika 3.3: Koeficijent trenja u zavisno-
sti od intenziteta sile paralelne podlozi
na kojoj se telo nalazi. ZaokruZena je
oblast u kojoj povecanje sile moze da
pokrene telo. Maksimum koeficijenta
trenja je koeficijent stati¢kog trenja.

Zavisnost sile otpora sredine od brzine
tela se lepo vidi na primeru letilica koje
probijaju zvuéni zid. Posle probijanja
zvuénog zida, odnosno za brzine vece
od brzine zvuka, vazduh se ponasa kao
mnogo gusa sredina nego Sto stvarno
jeste.
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sile. Vrlo vazan zadatak u mnogim oblastima fizike je utvrdivanje
zakona sile. ReSenje jednacine 3.12 je konacna jednacina kretanja,
r(t). Problem je iste vrste kao kinematitki problem u kome je po-
znato ubrzanje a traZi se jednacina kretanja 2.11. Da bi se dobilo
kona¢no reSenje bilo je potrebno znati i pocetne uslove. Dakle, da bi
se reSio osnovni problem dinamike moraju da budu poznati:

* masa tela koje se krece;
¢ zakon sile;
* pocetni uslovi.

Da bi se resila osnovna jednacina dinamike potrebno je izabrati
koordinatni sistem i u njemu razloziti vektorsku jednacinu.
Dekartove koordinate

U Dekartovim koordinatama osnovna jednacina dinamike se raz-
laZe na tri skalarne jednacine:

d%x d2 d?z
mﬁ =F, mdit]z/ = — =FE. (3~13)

Komponente sile su Fy, F, i F;.

Primer 3.1

Strma ravan

Telo mase m klizi niz strmu ravan nagibnog ugla 6. Koeficijent
trenja klizanja izmedu podloge i tela je y. Naci ubrzanje tela.
Resenje:
Izbor koordinatnog sistema moZe znacajno da olakSa posao.
Neka jedna koordinatna osa, na primer x bude paralelna po-
dlozi (niz strmu ravan). Onda je a = aey, Fi, = —uNey,
N = Ney, g = gsinfey — gcosfle,. Komponente jednacine
kretanja su:

ma = mgsin® — uN, (x —osa)

0=N—mgcosb, (y— osa).

Konatno, a = g(sinf — p cos6).

Prirodne koordinate

Nekada je podesno jednacinu kretanja izraziti u prirodnim koordi-
natama. Ovo je posebno zgodno ako se telo kre¢e po kruznici. U pri-
rodnim koordinatama osnovna jednadina se razlaze na dve skalarne
jednacine, uzimajuéi u obzir prirodne komponente ubrzanja 2.13:

dov

-~ _— FE
LT °

2
mv— = Fp.
Y

(3.14)
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Primer 3.2

Glatka polusfera
Telo bez pocetne brzine po¢ne da klizi bez trenja po povrsi

lopte, polupre¢nika R. Naéi brzinu tela u trenutku odvajanja
od lopte.

Resenje:

Skalarne jednacine kretanja u prirodnim koordinatama su:

m@ = mgsin 6
a "™ ’

2
me = mgcost — N.
Na prvi pogled deluje vrlo sloZeno, posto, na primer u prvoj jednacini treba znati i kako ugao 6 zavisi od
vremena sa bi se ona re$ila. Ipak, izvod brzine moze da se transformise % = %%. Intenzitet brzine je

%, dok je dI = Rd#, tako da tangencijalna komponenta jednacine postaje:
vdv = gRsin 6d6,

§to se reSava nezavisnom integracijom svake strane jednacine.

/vdv = gR/sin 6do

2
5 = gR(—cos ) + C.

Konstanta C se dobija iz pocetnih uslova. U pocetnom trenutku 6 = 0 i brzina je jednaka nuli, tako da
C = gR. Kvadrat brzine je u tom slucaju:

v? = 2¢R(1 — cosb).

Ostaje jos da se iskoristi trenutak odvajanja tela od podloge. Sila reakcije podloge je posledica kontakta
tela sa podlogom. Sve dok su telo i podloga u kontaktu ona postoji. Grani¢ni trenutak je onaj u kome sila
postaje jednaka nuli, to je trenutak odvajanja. Iz jedna¢ine duz normale na putanju se dobija:

02

N
— =gcosf — R

m
Kada se izraz za kvadrat brzine uvrsti u ovu jednacinu, dobija se:

N
= (3cosf —2)g.

U trenutku odvajanja N = 0, odnosno cosf,s, = %. Kada se vrednost kosinusa grani¢nog ugla vrati u

izraz za brzinu, dobija se:

2

2

= =gR.
v 38

Ova dva primera, posebno drugi, lepo prikazuju koliko je vazno
izabrati dobre koordinate. Dobrim izborom koordinata i koordinat-
nog sistema problem mozZe znacajno da se pojednostavi.
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Neinercijalni sistemi - Inercijalne sile

Osnovna jednacina dinamike vaZi samo u inercijalnim sistemima
reference. Neka se kretanje nekog tela posmatra iz referentnog si-
stema K’ koji se u odnosu na inercijalni sistem K kreée ubrzano,
ubrzanjem ay i rotira konstantnom ugaonom brzinom w. Na osnovu
jednacine 3.1, ubrzanje tela u sistemu K’ je:

a =a—ay+wp+20 xw, (3.15)

gde je v’ brzina tela u sistemu K’, p vektor poloZaja u odnosu na
osu rotacije (uvek je normalan na osu rotacije).

U inercijalnom sistemu sila je uvek3 jednaka proizvodu mase i
ubrzanja tela, odnosno F = ma, tako da ako se jednacina 3.15 po-
mnoZzi masom tela dobija se:

ma' = F — mag + mw?p +2mv’ x w. (3.16)

Jednacina 3.16 je osnovna jednacina dinamike u neinercijalnom
sistemu reference. Samo je sila F posledica interakcije, dok su svi
ostali ¢lanovi posledica ubrzanog kretanja sistema u kome opisujemo
kretanje tela, odnosno posledica neinercijalnosti tog sistema. Cak i
ako na telo ne deluje nikakva sila (F = 0) ono ¢e se kretati ubrzano
u neinercijalnom sistemu. Tri ¢lana sa desne strane jednacine 3.16
imaju dimenzije sile i nazivaju se inercijalnim silama.

Inercijalne sile nisu sile, nego se ¢lanovi iz transformacija koordi-
nata interpretiraju kao sile. Zbog toga se za ove sile Cesto kaZe da
nisu prave sile, odnosno da su efektivne ili fiktivne.

Tri inercijalne sile u jednacini 3.16 su:

* —map (translatorna) inercijalna sila,
» mw?p centrifugalna sila,
e 2mv’ x w Koriolisova sila.

Inercijalna sila koja potic¢e od translatornog ubrzanog kretanja si-
stema, odnosno od ubrzanog kretanja koordinatnog pocetka pokret-
nog sistema, uvek je usmerena suprotno od ubrzanja sistema. To
je, na primer, sila koju osetimo dok se vozimo u nekom prevoznom
sredstvu, pri ubrzavanju ili ko¢enju.

Centifugalna sila deluje na telo koje se nalazi u sistemu koji rotira.
Uvek je normalna na osu rotacije, usmerena od ose (duz vektora p).

Koriolisova sila deluje na telo koje se kre¢e u sistemu koji rotira.
Ona je normalna na ravan koju, u svakom trenutku, odreduju vektori
v’ i w. Smer se odreduje po pravilu za vektorski proizvod. Dakle, ako
se telo krece u sistemu koji rotira na njega ¢e delovati i centrifugalna
i Koriolisova sila.

Zemlja - inercijalni ili neinercijalni sistem?

Zemlja rotira oko svoje ose i oko Sunca, Sunce rotira oko centra
galaksije, galaksija takode rotira, te zato, strogo gledano, ni jedan

3Kada se masa tela ne menja tokom
kretanja.

Slika 3.4: Korekcija gravitacionog ubr-
zanja Zemlje zbog centrifugalne sile.
Na slici je predimenzionirano centrifu-
galno ubrzanje u odnosu na gravitaci-
ono, zbog preglednosti.



referentni sistem vezan za Zemlju ne moZe da bude inercijalan, posto
se Zemlja krece ubrzano. Ipak vredi proceniti doprinose inercijalnih
sila na tela koja se kre¢u na Zemlji. Najjednostavnije je uporediti
ubrzanja koja poti¢u od inercijalnih sila sa gravitacionim ubrzanjem
Zemlje.

Centrifugalno ubrzanje na ekvatoru je a,f = w2Rz, gde su wy i
Rz ugaona brzina i polupreénik Zemlje, respektivno. Kada se uvrste
broj¢ane vrednosti dobija se da je na ekvatoru a.¢ ~ 0.033. Na dru-
gim geografskim Sirinama rastojanje neke tacke na povrsini Zemlje,
od ose rotacije je manje od polupre¢nika Zemlje, pa je samim tim i
centrifugalno ubrzanje manje nego na ekvatoru.

Ocigledno je da je ono mnogo manje (oko trista puta) od ubrzanja
Zemljine teZe. Sa druge strane centrifugalno ubrzanje je uvek usme-
reno normalno na osu rotacije. Zbog toga centrifugalno ubrzanje
kada se doda na gravitaciono, daje efektivno gravitaciono ubrzanje,
koje pored blago promenjenog intenziteta ima i neznatno promenjen
smer (slika 3.4).

Centrifugalno ubrzanje zbog rotacije Zemlje oko Sunca je jo$ ma-
nje i pribliZno je 0.006 3. Dakle, uticaj obe rotacije Zemlje bilo na telo
koje miruje, bilo na ono koje se kre¢e na njenoj povrsini je prakti¢no
zanemarljivo.

Ako se telo kre¢e u odnosu na Zemlju na njega deluje i Koriolisova
sila. Koriolisova sila je vrlo malog intenziteta za realisti¢cne brzine
tela, ipak njeno delovanje se moZe primetiti.

Kretanje tela na disku koji rotira

(o)

wt

wt wl
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Slika 3.5: Koriolisova sila koja deluje
na telo koje se kre¢e na povrsini Ze-
mlje. Zelenom bojom je oznacena pu-
tanja tela.

Slika 3.6: Kretanje tela po disku koji
rotira.

Putanja tela po disku bi mogla lako da
se vidi ako bi telo ostavljalo trag tokom
kretanja.
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Ilustrativan primer za delovanje inercijalnih sila je primer tela koje
se krece po horizontalnom disku. Neka disk rotira konstantnom uga-
onom brzinom w (normalnom na ravan u kojoj je disk), i neka telo
moze da se krece po povrsi diska bez trenja. Telo se pokrene ka tacki
na obodu diska koja je obeleZena trouglom na slikama 3.6. Za po-
smatraca iz inercijalnog sistema reference, telo se krece pravolinijski
(posto nema trenja). Putanja ¢e uvek biti prava linija nezavisno od
toga koliki je intenzitet ugaone brzine (crvena linija na slikama). Za
vreme t dok telo prede neki put, disk se zarotira za ugao wt. Me-
dutim, ako se kretanje tela posmatra iz sistema reference vezanog
za disk, onda putanja nije prava linija, ve¢ kriva (zelena linija na sli-
kama 3.6). Trajektorija ima drugaciji oblik zbog toga $to na telo u
neinercijalnom sistemu reference deluju inercijalne sile (cetrifugalna
i Koriolisova), tako da se telo kre¢e ubrzano, kao $to je prikazano na
slici 3.7. Izgled putanje zavisi od toga kolika je ugaona brzina diska.

Fukoovo klatno

Klatno se sastoji od masivne kupe na vrhu i vrlo dugackog ko-
nopca o koji je kupa okacena. Kada se klatno izvede iz ravnoteZnog
poloZaja moZe da osciluje danima, bez velikog smanjenja amplitude.
Ako se pazljivo posmatra putanja po kojoj se krece vrh klatna, posle
duZeg vremena vidi se da se ravan u kojoj klatno osciluje pomerila,
odnosno zarotirala u odnosu na pocetni polozaj. Na slici 3.8 je pred-
stavljena putanja vrha klatna. Treba voditi ra¢una da je oblik putanje
dobijen za Koriolisovo ubrzanje koje je hiljadu puta vece od stvarnog,
zbog lakseg uocavanja efekta. Stvarna putanja tokom jednog perioda
klatna je zanemarljivo malo zakrivljena. Skretanje se primecuje tek
posle mnogo proteklih perioda. Period rotacije ravni u kojoj osciluje
klatno je:

T, = _L,
sin
gde je i geografska Sirina na kojoj se klatno nalazi.
Rotacija ravni u kojoj klatno osciluje je jedan od neoborivih dokaza
Zemljine rotacije, ali i dokaz da je oblik Zemlje vrlo blizak sfernom.

Erozija obala reka

Delovanje Koriolisove sile se primecuje i na obalama reka, naro¢ito
onim rekama koje teku priblizno duz meridijana. Pravac i smer Ko-
riolisove sile koja deluje na telo koje se krece ka severu, na severnoj
polulopti je prikazano na slici 3.9. Premda je sila malog intenziteta,
tokom dugog vremenskog perioda delovanja, sila izaziva nesto vecu
eroziju obale ka kojoj deluje. U primeru sa slike, to je desna obala
reke. Na juznoj polulopti kod reka koje teku duz meridijana, vise
erodira leva obala.

Slika 3.7: Ubrzanje i brzina tela gledano
iz neinercijalnog sistema koji rotira.

Slika 3.8: Koriolisova sila koja deluje na
klatno. Zbog dejstva sile putanja blago
rotira u prikazanom smeru.



Kretanje vazdusnih i okeanskih struja

Delovanje Koriolisove sile se najbolje vidi pri kretanju velikih masa,
tokom dugih vremenskih razdoblja, pri ¢emu one prelaze velika ra-
stojanja. Primeri za takva kretanja su kretanja vazdu3nih i okeanskih
struja. Okeani spadaju u stajace vode, ali zbog razli¢itih temperatura
vode na razli¢itim mestima, zbog razli¢itih koncentracija soli dolazi
do kretanja velikih vodenih masa. Cim se voda pokrene, Koriolisova
sila uti¢e na njeno kretanje. Dakle, ispod povrsine, okeani su vrlo
Ziva vodena prostranstva.

Na sve velike vodene struje uti¢e Koriolisova sila. Golfska struja,
na primer, skrece ka obalama u severnoj Evropi upravo zbog delo-
vanja ove sile. Golfska struja ima veliki uticaj na klimu isto¢ne obale
Amerike i zapadne obale Evrope, pa je vrlo vazno dobro je prouciti i
razumeti razloge za njeno postojanje.

Kretanje velikih okeanskih virova (kruzno kretanje ogromnih koli-
¢ina vode u okeanima, po pravilu daleko od obale) je izazvano uglav-
nom delovanjem Koriolisove sile. Znacaj razumevanja nacina na koji
nastaju i kako se krec¢u velike okeanske struje je ogroman zbog toga
$to one umnogome uti¢u na klimu na kopnu.

U atmosferi ima mnogo pojava koje su posledica i Koriolisovog
efekta. Jedna od njih je pojava vetrova pasata. Topao vazduh oko
ekvatora se podiZe u visinu, i pocinje da se kre¢e prema polovima
(na severnoj polulopti ka severnom polu). Zbog delovanja Korioli-
sove sile vazdusne struje skrecu ka istoku. Stizu blizu povratnika
(oko 30° geografske Sirine), i deo ve¢ ohladenog vazduha se spusta
i vraca ka ekvatoru. Ovoga puta vazdusna struja skrece ka zapadu.
Ovi vetrovi stalno duvaju, uvek na malim visinama, ka ekvatoru, i
nazivaju se pasatima. Moreplovci su odavno znali za njih, i koristili su
ih za plovidbu u blizini ekvatora. Zanimljivo je da su na geografskim
Sirinama manjim od 5° ovi vetrovi gotovo zanemarljivi. Zbog toga se
pojas oko ekvatora u kome nema vetrova naziva pojasom tisine.

Razorni vetrovi cikloni (tornada) umnogome su izazvani dejstvom
Koriolisove sile. Kao i svaki drugi vetar i tornado nastaje tako sto se
u vazdu$noj masi pojavi oblast niskog pritiska. Okolni vazduh krene
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Slika 3.9:  Koriolisova sila koja de-
luje na telo koje se krece po meridijanu
(levo) i sila koja deluje na vodu u reci
koja se krece ka severu, na severnoj po-
lulopti (desno).

,BliZili smo se zoni ekvatorijalnih kisa
od koje su moreplovci ranije zazirali.
Vetrovi obe hemisfere zaustavljali su se
na granicama te zone, gde su jedra ne-
deljama mlitavo visila jer nije bilo ni
daska vetra da ih pokrene. Vazduh je
tako nepomican da ¢ovek pomislja kako
se nalazi u zatvorenoj prostoriji, a ne
na pucini; tamni oblaci ¢iju ravnotezu
ne remeti nikakav povetarac, osetljivi
samo na silu teZe, lagano se spustaju
na morsku povrsinu i tu se raspadaju.
Da nisu toliko tromi, &istili bi ugla¢anu
povrsinu svojim oklembeSenim kraje-
vima."(Klod Levi Stros: , Tuzni tropi",
1955.)
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ka ovoj oblasti da bi se pritisak izjednacio. Na vazdusnu struju deluje
Koriolisova sila, sto izaziva kruzno kretanje vazduha, odnosno po-
javu karakteristi¢ne spirale tornada. Na severnoj polulopti cikloni ro-
tiraju suprotno od kazaljke na satu, a na juznoj u suprotnom smeru.
Kao sto u pojasu tisine nema obi¢nih i blagih pasata, iz istog razloga
nema ni tornada. Zanimljivo je da je ¢uvena crvena mrlja na Jupiteru
zapravo ogroman ciklon, koji se kre¢e vekovima.

Zakljucak

Inercijalne sile su uslovljene samo na¢inom kretanja neinercijalnih
sistema. Za njih ne vaZi III Njutnov zakon, zato Sto ne predsta-
vljaju interakciju sistem - telo, odnosno strogo gledano i nisu sile.

Inercijalne sile postoje samo u neinercijalnim sistemima.

Translaciona inercijalna sila ima isti oblik kao gravitaciona sila po-
$to je proporcionalna masi tela. U homogenom polju inercijalnih
sila (kretanje sistema konstantnim ubrzanjem) sva tela, posma-
trana iz istog sistema, se kre¢u istim ubrzanjem bez obzira kolika
im je masa.

Poslednji iskaz je zapravo polazna tatka Ajnstajnove ideje za Op-
Stu teoriju relativnosti, a to je da ne postoji eksperiment koji bi utvr-
dio da li se kre¢emo ravnomerno ubrzano ili smo u nekom gravita-
cionom polju.

Konacno, pocetnicima u izucavanju fizike moze da bude neobi-
¢an termin inercijalne sile. Pre svega zbog toga Sto se one javljaju u
neinercijalnim sistemima. Neka se neko telo nalazi u praznoj kami-
onskoj prikolici koja se kre¢e konstantnom brzinom. Tada se telo u
prikolici krece po inerciji (miruje u odnosu na prikolicu, a krece se
konstantnom brzinom u odnosu na neki inercijalni sistem sa strane).
Ako prikolica po¢ne da kodi, telo pocinje da klizi napred. Gledano iz
prikolice, kao da neka sila po¢ne da deluje na telo, pa ga pomera na-
pred, u odnosu na prikolicu. Ta sila podrzava teznju tela da nastavi
da se kre¢e po inerciji, u odnosu na nepokretni sistem, pa se zato i
zove inercijalna.

Slika 3.10: Tornado u blizini Jemena
(levo) i u juznom delu Indijskog okeana
(sredina). Crvena mrlja na Jupiteru (de-
sno).



NJUTNOVI ZAKONI 59

Zadaci

3.1

3.2

33
3.4

35

3.6

37

3.8

39

3.10

3.11

3.12

Kako izgledaju veze za Dekartove koordinate u
opstem slucaju Galilejevih transformacija (jedna-
¢ina 3.2)?

U ¢emu je razlika izmedu Galilejevih transfor-
macija i jednacina 2.28 i 2.29 koje daju vezu iz-
medu brzine i ubrzanja u dva sistema reference
koji se jedan u odnosu na drugi kre¢u transla-
torno?

Kako se masa tela mozZe direktno izmeriti?

Ako znamo projekciju vektora, da li mozemo da
odredimo vektor?

Objasniti zasto teZina tela, elasti¢na sila, sila tre-
nja i sila otpora sredine aproksimativne sile.

Da li telo moZe da bude u ravnoteZzi ako na njega
deluje samo jedna sila? Objasniti.

Lopta koja je bafena vertikalno naviSe se zau-
stavi u najvi$oj tacki. Da li je u toj tacki lopta u
ravnotezi? Objasniti.
Balon ispunjen helijumom lebdi u vazduhu, ne
menjajudi visinu. Da li je balon u ravnoteZzi? Koje
sile deluju na balon?

Komad tankog konca je zategnut tako $to na oba
njegova kraja deluju sile, suprotnog smera i jed-
nakih intenziteta. Zbog toga je konac u ravno-
tezi. Ako se intenziteti sila povecaju moze da
dode do pucanja konca. Kako konac pukne ako
je u ravnotezi, odnosno ako je rezultujuca sila na
konac jednaka nuli?

Za vreme zime, kada su sneZni dani, deca se Ce-
sto klizaju na ,klizi”. Kliza je dobro utabana i
uglacana ledena staza. Po njoj se kliza tako Sto
se uhvati zalet na delu koji nije klizav i zatim se
bez pokretanja nogu kliza po ledu. Decak, mase
60 kg, razvije brzinu od 6 %', i uspe da se kliza 10
m, do zaustavljanja. Kolika je sila trenja koja de-

luje na decaka tokom klizanja? Otpor vazduha 3.2

zanemariti.

Konj vuce kocije nekom silom. Istom tolikom si-
lom kotije vuku konja nazad. Kako onda konj
uopste pokrece kocije?

Dve ekipe, A i B, se nadmec¢u u nadvlacenju

konopca. Sila kojom ekipa A vuce ekipu B

3-13

3.14

3.15

3.16

317

3-19

preko konopca je jednaka po intenzitetu sili ko-
jom ekipa B vuce ekipu A. Sta onda odlucuje po-
bednika?

Kosmonaut vezbaju¢i na poligonu na Zemlji, u
svemirskom odelu, ispusti kutiju za alat i ona
mu padne na nogu. Na Zalost, to mu se isto desi
na Mesecu. Kojom prilikom ga je vise zabolelo?

Gurate masivnu kutiju u veliki teretni lift. Kako
udete u lift vrata se zatvaraju lift se pokrene, a vi
nastavite da gurate kutiju u liftu. U kojoj situaciji
je najveca sila kojom treba da gurate kutiju, da
biste je pokretali: kada lift ubrzava navise, kada
se kreé¢e konstantnom brzinom navise, kada se
kre¢e konstantnom brzinom naniZe ili kada ubr-
zava nanize?

Ako na telo koje se krece deluje samo jedna sila
konstantnog intenziteta, kakvo ¢e biti ubrzanje
tela, konstantno ili samo konstantnog intenzi-
teta? Objasnite.

Na stolu visokom 1 m stoji glavica kupusa mase
1 kg. Kolikom, pribliZzno, silom ona privlaci Ze-
mlju?

Skakacdica u vodu, odskale od tramboline, i
skacte u vodu. Koliko je ubrzanje Zemlje koje
nastaje usled sile kojom skakacica privlaci pla-
netu?

Automobil se kre¢e sasvim horizontalnom i pra-
vom ulicom. Na raskrsnici koju treba da prede,
na semaforu se ukljuci crveno svetlo. Automo-
bil ko¢i dok se ne zaustavi. Koja sila je izazvala
zaustavljanje automobila? Kada se ukljuéi za-
leno svetlo automobil krece i na pocetku ubr-
zava. Koja sila izaziva ubrzavanje automobila?

Na telo koje se krece horizontalno pravolinijski
deluje horizontalna sila koja je kvadratna funk-
cija vremena. Kako ubrzanje zavisi od vremena?

o Na horizontalnoj idealno glatkoj podlozi leze

dve kutije A i B. Kutija A ima ve¢u masu od
kutije B. Na kutiju A deluje konstantna sila F.
(a) Sila kojom kutija A deluje na kutiju B, tokom
kretanja je jednaka sili F, manja od nje ili veca?
(b) Obrnimo sliku: sila istog intenziteta deluje
na suprotnu stranu, na kutiju B, kakva ¢e biti
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sila kojom kutija B deluje na kutiju A, u porede- 3.26 Biciklistu dok brzo vozi u kacigu udara muva.

nju sa silom F. (c) Neka sada ima trenja, i neka je
koeficijent trenja izmedu kutije i podloge isti za
obe kutije. Neka sila deluje kao u slucaju (a), ali
je nedovoljnog intenziteta da pokrene kutije. U
kakvom su sada odnosu sila F i sila kojom kutija
A deluje na kutiju B? (d) Sada je sila F takva da
pokrece kutije, u kakvom su odnosu sila F i sila
kojom kutija A deluje na kutiju B? (e) Da li se
nesto menja ako sila deluje na kutiju B na levo?

il A

B

U uputstvu za letenje vazduhoplovne skole, po-
red ostalog pise: ,Kada avion leti na konstant-
noj visini, ne penje se niti ponire, sila uzgona je

2

3.2

7

3-29

jednaka sili Zemljine teZe koja deluje na avion. 5 39

Ako se avion penje konstantnom brzinom, sila
uzgona je veca od sile Zemljine teZe, dok kada
avion ponire konstatnom brzinom, sila teZe je
veéa od sile uzgona”. Da li su ovi iskazi ta¢ni?
Objasniti.

Kada operete ruke a nemate ¢ime da ih obri-
Sete, onda ih tresete da se oslobodite viska vlage.
Kako treSenje pomoze u susenju?

Poklopac od kreme vam je ispao ispod kreveta.
Nekoliko minuta vam je trebalo da ga dohvatite.
Onda naglo ustanete i osetite vrtoglavicu. Kako
biste objasnili vrtoglavicu uz pomo¢ Njutnovih
zakona?

Saobracajne nezgode mogu biti vrlo opasne. Po-
sebno ¢eoni sudar dva vozila. (a) Ako neko od
putnika nije vezan sigurnosnim pojasom usled
sudara moZe da izleti kroz vetrobransko staklo.
Sta izaziva ovakvo kretanje? (b) Ako je vozilo
udareno otpozadi, to takode moze da bude vrlo
opasno, posebno ako putnik spava, i moze da
dode do fatalnog preloma vrata. Objasnite za-
$to, uz pomo¢ Njutnovih zakona.

Elektron napusta cev u televizoru, bez pocetne
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brzine i ubrzava se na putu od 2 cm, tako $to 3.32

biva ubrzan do brzine 3.0 x 106%. Ako je sila
koja ubrzava elektron konstantna izrac¢unati: (a)
ubrzanje elektrona; (b) vreme ubrzavanja; (c) silu
koja ubrzava elektron. Zanemariti gravitacionu
silu koja deluje na elektron.

Ako se zna da su sile kojima kaciga deluje na
muvu i muva na kacigu istog intenziteta, zasto
se muva spljeska na kacigi a biciklisti ne bude
nista?

Na nekoj raskrsnici dok je semafor bio u kvaru
dogodio se sudar. Mali smart je udario u veliku
hladnja¢u. Na koje vozilo je delovala veca sila
tokom sudara?

Moderni automobili se prave od takvih materi-
jala da se pri udarcu u prednji ili zadnji deo gu-
zvaju. Zasto? Da li je dobro da je materijal takav
da se automobili guzvaju i pri bo¢nim udarima?

Ako na jedan kraj Zice okacite masivno telo, ako
ravnomerno vudcete Zicu telo moZete da podig-
nete. Ali ako ima dosta trzaja tokom povlacenja
Zice naviSe Zica moze da pukne. Zasto?

Veliki sanduk je okacen za kraj konopca koji visi
u liftu. Da li je sila zatezanja konopca veéa ako
lift miruje ili ako se kre¢e konstantnom brzinom?
Da li sila zatezanja ostaje ista ako lift ubrzava na-
vise? A ako usporava dok ide navise? Kada je
sila zatezanja veca ako lift ubrzava dok ide na-
viSe ili dok usporava ubrzanjem istog intenziteta
dok se spusta?

Pas, mase 12 kg, ugleda macku i pojuri je, tr-
¢eci pravolinijski. Na grafiku je prikazana za-
(a) Naéi naj-
vecu rezultujuéu silu koja deluje na psa dok

visnost brzine psa od vremena.
tr¢i. (b) Kada je rezultujuca sila, koja deluje
na psa, jednaka nuli? (c) Kolika je rezultu-

juca sila koja deluje na psa u devetoj sekundi?

A
12.5F
~ F
< 100f
E I
g 7.55—
‘S 50F
N
M 25F
b P I N TR B P P I
2 4 6 8
Vreme (s)

Mala modelarska raketa, mase 8 kg, pri sagore-
vanju goriva stvara vremenski promenljivu silu,
koja pokrece raketu navise (pretpostaviti da je
masa rakete konstantna). Sila zavisi od vremena
kao F = A + Bt?. Merenja pokazuju da je u po-
Cetnom trenutku sila 9o N i da je posle dve se-
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kunde 120 N. (a) Izra¢unati kostante A i B. (b)
Naci rezultujuéu silu na raketu i njeno ubrzanje
(i) u trenutku paljenje goriva, (ii) 3 sekunde po-
sle paljenja goriva. (c) Ako bi istu raketu bilo
mogucde lansirati u svemiru, van nekog gravita-
cionog polja, koliko bi onda bilo ubrzanje posle
3 sekunde?

Najbolje svetske sprinterke pri izlasku iz start-
nog bloka postizu skoro horizontalno ubrzanje
od oko 15 3. Kolikom silom treba da deluje
sprinterka koja ima 55 kg da bi ostvarila ovo ubr-
zanje? Da li ovom silom blok deluje na sprin-

terku ili je to sila kojom ona deluje na sebe?

Ubrzanje automobila se obi¢no prikazuje kao
vreme koje je potrebno automobilu da iz miro-
vanja razvije brzinu od 100 kTm U tabeli su dati
podaci za nekoliko najbrzih sportskih automo-
bila danasnjice. (a) Koji automobil ima najve¢u
srednju rezultujucu silu? A koji najmanju? (b)
Za vreme ubrzavanja u kojem automobilu bi vo-
za¢ od 9o kg osec¢ao najvecu, a u kojem najma-

nju silu? (c) Porse ubrza do brzine 160 kTm

: k
4.9 s, a do brzine 290 *

za
za 17.5 s. Kolika je
rezultujuca sila koja deluje na automobil u ova
dva slucaja? Kolike su ove sile u poredenju sa
onom za ubrzanje do 100 kTm? Objasnite zasto se
ove sile razlikuju. (d) Prodiskutujte medusobno
o tome za$to automobili imaju maksimalnu br-
zinu. Kolika je rezultujuca sila na PorSe kada
se on kre¢e maksimalnom brzinom, 340 kTm?

Automobil Masa (kg) Vreme ubrza-
vanja od o do
100 kTm (s)

Ferari LaFerrari 1585 2.5

Porse 918 Spajder 1685 2.2

Lamborgini

Aventador SV] 1525 2.6

Ford GT 1385 3.0

Jaguar XJ 220 1470 3.7

Maklaren Sena 1188 2.9

Kada kutiju sa knjigama mase 10 kg, kratko i
jako gurnete po podu, kutija ¢e da se zaustavi
posle predenih 9.45 m, za vreme od 3.2 s. (a)
Kada kutiju malo slabije gurnete ona prede 4.55
m za 2.2 s. Sta biste zakljuéili da li je ubrzanje
kutije konstantno (poredeci ova dva slucaja)? (b)
Dodajete knjige u kutiju. Za nekoliko razli¢itih
masa gurnete kutiju, merite predeni put i vreme
do zaustavljanja. Rezultati su dati u tabeli.
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Masa (kg) Put(m) Vreme (s)
10 9.45 3.2
12 10.35 3.4
15 6.60 2.7
18 8.25 2.9
19.5 5.30 2.4
21 4.70 2.2

Kolike su bile brzine kutija u ovim slucajevima u
trenutku kad je prestao kontakt sa kutijom (po-
Cetne brzine za klizanje)? (c) Kolika je sila koja
deluje na kutiju dok kliza u svakom od ovih slu-
Cajeva? Skicirajte grafik zavisnosti sile od mase
kutije, i iskoristite grafik da odredite zavisnost
sile od mase kutije. (d) Sila bi trebalo da bude
jednaka sili trenja klizanja. Iz dobijenog rezul-
tata za silu (sa grafika), odredite koeficijent tre-
nja izmedu kutije i podloge. Da li ste u zavisno-
sti sile od mase dobili i odse¢ak na y-osi? Ako
je sila trenja klizanja u pitanju, da li bi trebalo
da odsecak bude razli¢it od nule? Objasnite ovu
razliku, ako ona postoji u vasim rezultatima. (e)
Neka svaki put kada gurate kutiju, guranje traje
0.5 s. Izracunajte sile kojima su kutije gurnute za
sve slucajeve iz tabele. U kom slucaju je sila bija
najveca a u kom najmanja?

Sipka na koju se kate vesalice u ormarima od
koliko god ¢vrstog materijala da su izradene vre-
menom se blago saviju na dole, na sredini. Za-
sto?

Automobil se penje uzbrdo konstantnom brzi-
nom. Koje sve sile deluju na automobil? Koja
sila ga gura uzbrdo?

Kutija miruje na horizontalnoj podlozi. Zasto je
lakse da zakacite konopac i vucete kutiju, nego
da je gurate? Ugao pod kojim je konopac u od-
nosu na horizontalu jednak je uglu koji vase ruke
zaklapaju sa horizontalom pri guranju. Kakva je
situacija ako horizontalno vucete i gurate kutiju?

Zamislite da ste kao kosmonaut sleteli na nepo-
znatu planetu. Odmabh je bilo jasno da je povr-
Sina planete takva da nema trenja sa bilo kakvim
telima koja su na njoj. Sta bi bilo moguce izvesti
na toj planeti, a $ta ne: (a) hodanje, (b) skaka-
nje iz mesta uvis, (c) voznja vozilom sa tocko-
vima, (d) penjanje uz merdevine vertikalno po-
stavljene, (e) penjanje uz merdevina koje su pod
nekim uglom u odnosu na vertikalu.

Kada bosonogi ulazite u kadu osecete se prilicno
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sigurno i stabilno. Kada izlazite mokri, moze da
bude veoma klizavo. Opasnost od ozbiljnog kli-
zanja se jo§ povetava ako sapun nije dobro sa-
pran sa stopala ili iz unutrasnosti kade. Kako
kontakt koZe i povrsine kade menja koeficijente
trenja u ovim situacijama? U kojoj od ove tri
situacije je koeficijent trenja najvedi a u kojoj naj-
manji?

Obi¢no se kaZze da se trenje suprostavlja kreta-
nju. Smislite nekoliko primera u kojima stati¢ko
ili dinami¢ko trenje prouzrokuju kretanje.

Inercijalne sile
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Prilikom gradnje viSespratnica kofe sa materija-
lom se podiZu na Zeljenu visinu tako $to se kofa
zakaci za sajlu, a onda se drugi kraj namotava
na kotur uz pomo¢ elektromotora. Puna kofa je
mase 25 kg, sajla zanemarljive mase puca ako
je zategnuta silom od 350 N. Ako kofa krece iz
mirovanja, koliko je minimalno vreme za koje je
moguce podiéi kofu na visinu od 20 m, a da sajla
ne pukne?

Jedan hvalisavi prodavac automobila se hvalio
da novi model poznate marke automobila moze
da se zaustavi na nov¢i¢u od 20 dinara. Kolika
rezultujuca sila je potrebna da se automobil od
goo kg, koji se krece brzinom od 30 kTm zaustavi
posle predenog puta od 2.8 cm?

Cesto se kaZe da kada automobil naglo prikoti
svi putnici polete napred pod dejstvom inerci-
jalne sile. Da li je ovo, strogo gledano, dobra
formulacija?

Izratunati intenzitet efektivnog gravitacionog
ubrzanja Zemlje na geografskoj $irini od 45°. 1z-
ra¢unati ugao koji zaklapa efektivno ubrzanje sa
x-osom, kao i rastojanje /1 od centra Zemlje tacke
u koju je usmereno efektivno ubrzanje (slika 3.4).

Kolika treba da bude brzina tela, normalna na
osu rotacije Zemlje, da bi intenzitet Koriolisovog
ubrzanja bio jednak jednom procentu intenziteta
gravitacionog ubrzanja?

Izratunati centrifugalno ubrzanje tela na ekva-
toru, usled rotacije Zemlje oko svoje ose i usled
rotacije oko Sunca (zanemariti nakrivljenost Ze-
mljine ose rotacije).

Za telo koje se kre¢e bez trenja po disku, po-
lupre¢nika R, koji rotira konstantnom ugaonom
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brzinom, w, na¢i parametarske jednacine puta-
nje, x'(t) i y'(t). U inercijalnom sistemu refernce
brzina tela, v, je konstantna.

Tokom probe balerini, koja inace studira fiziku,
je privukla paZnju jedna naizgled paradoksalna
stvar. Ona izvodi Cesto piruetu, vrte¢i se oko
svoje ose, velikom ugaonom brzinom. Dok pi-
ruetu posmatraju iz gledalista, iz inercijalnog si-
stema, nista neobi¢no se ne deSava. Medutim,
ako ona tokom izvodenja piruete posmatra pu-
bliku iz svog neinercijalnog sistema, koji rotira
oko nepokretne ose zajedno sa njom, onda se
publika krece (rotira u suprotnom smeru), i na
sve predmete oko nje deluje centrifugalna sila.
Kako onda niko u publici tu silu ne oseti? Da
biste odgovorili na ovo pitanje moze da vam
pomogne slede¢i zadatak. Telo visi na neiste-
gljivom koncu, tako da se nalazi ta¢no iznad
diska koji rotira konstantnom ugaonom brzi-
nom, w (slika).

Telo miruje. Rastojanje iz-

medu ose rotacije i tela je R. Naéi ubrza-

nje tela u sistemu reference vezanom za disk.

Telo pada sa visine H u gravitacionom polju Ze-
mlje. Nadi rastojanje od vertikale do mesta na
koje ¢e telo da udari u podlogu. Silu otpora va-
zduha zanemariti.

Kako nacin oscilovanja Fukoovog klatna moZe
da se upotrebi kao dokaz za sferni oblik Zemlje?

Objasnite zasto je kod svih reka koje na svernoj
polulopti teku priblizno duz meridijana vise ero-
dirala desna obala, bez obzira da li reka tece ka
severu ili ka jugu.

Potrazite mapu Golfske struje i dajte jedno-
stavno objasnjenje za njen tok u Atlanskom oke-
anu.

Na kojoj polulopti Jupitera se nalazi crvena mr-
lja? Zakljudite na osnovu slike ciklona (Da li je
slika 3.10 dobro okrenuta?).

Veliki problem koji imaju kosmonauti zbog du-
gog boravka u svemirskim stanicama je beste-
zinsko stanje. Da bi se stvorila veStatka gravi-
tacija moZe da se napravi svemirska stanica u
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obliku torusa (devreka) koja bi rotirala oko ose
normalne na ravan u kojoj je torus, i prolazila
kroz njegov centar (kao to¢ak oko osovine). Ako
bi pre¢nik torusa bio 1000 m, koliki bi trebalo da

bude period obrtanja stanice da ubrzanje unutra
my
s’

bilo 10
Pozvani ste kao veStak na sudenje za saobracajni
prekrgaj prekoracenja dozvoljene brzine. Cinje-
nice su sledece: vozac je naglo pritusnuo koc-
nicu pre raskrsnice, blokirao to¢kove sto poka-
zuju tragovi kocenja; vozilo se zaustavilo posle
60 m kocenja; koeficijent trenja klizanja izmedu
guma i podloge je 0.75; ogranienje brzine je 8o
kTm. Ako se moze pretpostaviti da je automobil
kocio konstantnim ubrzanjem, da li je vozac pre-
koracio dozvoljenu brzinu pre kocenja?

Snimak skoka buve (kamera visoke brzine -
3500 slika u sekundi), mase 210 ug je isko-
riSnjen za dobijanje podataka o njenom ubr-
zanju tokom skoka. Podaci su prikazani na
grafiku, za priblizno vertikalni skok. Ko-
riste¢i grafik (a) nadite pocetnu rezultujucu
silu na buvu, i uporedite je sa teZinom buve;
(b) odredite maksimalnu rezultujué¢u silu to-

kom skoka i u kom trenutku je sila maksi- 3.59

malna; (c) odr maksimalnu brzinu buve.
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Izveden je slede¢i eksperiment: kocka mase m
miruje na horizontalnoj podlozi. Za kocku je
privezan lagana sajla, na ¢iji slobodan kraj de-

luje horizontalna sila, koja moZe vrlo precizno
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da se menja. Merenje je pokazalo da kocka mi-
ruje na podlozi sve dok sila ne bude veca od 25
N. Za vece sile, koje su tokom jednog merenja
bile konstantne mereno je ubrzanje kocke. Me-
renje je ponavljano za razli¢ite intenzitete sila i
rezultati su prikazani na grafiku. (a) Na osnovu
podataka sa grafika odredite zavisnost ubrza-
nja kocke od sile zatezanja sajle. (b) Koliki je
(c) Koliki je koe-
ficijent dinamickog trenja? (d) Kolika je masa

koeficijent statickog trenja?

kocke? (e) Zamislite isti eksperiment sa malo
drugacijom gravitacionom silom (manjom ili ve-
¢om). Da li bi prikazana zavisnost bila linearna?
Da li bi se koeficijenti promenili, koji i kako?

12
—~ 10F
& _
© r
£ °F
2 6F
g
g .
D 2
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Sila zatezanja (N)

Patike koje koriste penjaci po stenama su napra-
vljene tako da obezbede Sto je moguce vece tre-
nje sa podlogom. Najbolje patike imaju koefici-
jent statickog trenja oko 1.2 i koeficijent dinami¢-
kog trenja oko 0.9. (a) Koji je najveéi ugao koji
stena zaklapa sa horizontalom, da po njoj penjac
moze da hoda bez proklizavanja, u ovakvim pa-
tikama? (b) Ako je nagibni ugao stene nesto veci
od ugla iz prethodnog dela, sta ¢e se dogoditi?
(i) Proklizavace kratko dok se ne zaustave. (ii)
Klizaée se ubrzano. (iii) Klizaée se konstantnom
brzinom. (iv) Ne moZe se nista pretpostaviti bez
podatka o masi penjaca. (c) Penja¢ stoji na hori-
zontalnoj steni. Pocinje da tr¢i. Koliko je najvece
ubrzanje koje moZe da postigne, bez proklizava-
nja?
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4
Impuls sistema

Mehanicki sistem i zakoni odrZanja

Mehanicki sistem je skup tela. Za svako telo je potrebno znati
gde se u bilo kom trenutku nalazi i kolika mu je brzina u svakom
trenutku. Za sistem tela je samim tim potrebno znati poloZaje i br-
zine svih tela u svakom trenutku. U zadatom trenutku, poloZaji svih
tela i njihove brzine odreduju stanje sistema. Za sistem od vise tela,
skup vektora polozaja (koordinata) svih tela se naziva konfiguracijom
sistema. U naredne tri glave ¢e biti posmatrani sistemi tela zane-
marljivih dimenzija, odnosno sistemi materijalnih tacaka. Dobijeni
rezultati ¢e vaziti i za kruto telo, koje je sistem materijalnih tacaka na
fiksiranim rastojanjima.

Ako se mehanicki sistem krec¢e tokom vremena onda se i stanje
sistema menja. Da bi se odredila nova stanja sistema potrebno je
znati konacne jednacine kretanja za svako telo u sistemu. U opstem
slu¢aju, nije uvek mogucée naci kona¢ne jednacine kretanja, ¢ak i u
slu¢aju kada sistem ¢ini samo jedno telo.

Ipak, i pored nemoguénosti da se odrede kona¢ne jednacine kre-
tanja svih tela u sistemu, utvrdeno je da postoje fizicke veli¢ine koje
se ne menjaju (odrzavaju) tokom kretanja, i ako se stanja sistema me-
njaju. Pored toga Sto se neke fizicke veli¢ine ne menjaju tokom kre-
tanja sistema, one mogu da se iskoriste da se odredi stanje sistema
u proizvoljnom trenutku, ¢ak i u situacijama ako sile koje deluju na
tela u sistemu nisu poznate.

U mehanici je od posebne vaznosti znati uslove pod kojima se
odrzavaju:

¢ impuls sistema,
* energija sistema,
* moment impulsa sistema.

Sve ove fizicke veli¢ine su aditivne (za sistem tela su jednake zbiru
veli¢ina za svako telo) osim energije koja je aditivna samo ako je in-
terakcija izmedu tela u sistemu slaba. MozZe se pokazati' da su za-
koni odrZanja posledica fundamentalnih osobina vremena i prostora,
homogenosti i izotropnosti i to:

*Dokaz ¢ete raditi u okviru Teorijske
mehanike.
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¢ homogenost vremena = zakon odrzanja energije,
* homogenost prostora = zakon odrZanja impulsa,

¢ izotropnost prostora = zakon odrZanja momenta impulsa.

Homogenost i izotropnost predstavljaju simetrije vremena i pro-
stora. Homogenost zna¢i da ma gde da transliramo nas$ sistem,
vreme i/ili prostor ostaju isti, sa istim osobinama. Izotropnost znaci
da je prostor isti u svim pravcima, odnosno kako god da zarotiramo
sistem prostor ostaje isti.

Ispostavlja se da zakoni odrzanja daleko prevazilaze granice vaZe-
nja klasi¢ne mehanike i da su oni univerzalni zakoni prirode. Bolje
re¢eno do sada nije otkriven primer u kome oni ne bi vaZili.

Zakoni odrZanja su vazni i korisni zato $to:

* ne zavise od putanje tela i vrste sila koje deluju, dakle opsti su;

* mogu se primeniti i kad sile nisu poznate (fizika elementarnih
Cestica);

¢ u problemima u kojima su sile poznate primena zakona odrZanja
moZe znacajno da pojednostavi reS8avanje problema.

Impuls tela

p =mv (4.1)

Iz drugog Njutnovog zakona za telo % = Fjejasno da ako na telo
ne deluje sila, ili ako je rezultujuéa sila jednaka nuli, onda impuls tela
ne zavisi od vremena, odnosno konstantan je.

FzOé%zO:p:const. (4-2)

U slucaju kada impuls nije odrZan, konacan prirastaj impulsa se
dobija iz drugog Njutnovog zakona:

t
Ap=pr—p1 = /0 Fdt. (4-3)

Vidi se da je kona¢na promena impulsa jednaka impulsu sile. Ako
je rezultujuca sila konstantna, onda je prirastaj impulsa jednak:

Ap = Ft. (4-4)

Sistem tela

Neka u nekom sistemu tela interaguju medusobno, kao i sa te-
lima van sistema. Sile interakcije unutar sistema su unutrasnje, a sile
interakcije sa okolinom su spoljasnje.

Impuls sistema je zbir impulsa svih tela u sistemu:

p= sz‘- (4-5)

Ako bilo kakva transformacija ne me-
nja sistem, onda se za nju kaZe da je
simetrija sistema. Na primer, zamislite
jednobojnu kocku. Ako je zarotirate za
90 stepeni oko bilo koje ose koja prolazi
kroz njen centar i normalna je na neku
od strana kocke, onda je novi poloZaj
kocke potpuno nerazluéiv od pocetnog.
Tada je ova rotacija jedna od simetrija
kocke.

U neinercijalnim sistemima rezultujuca
sila ukljucuje i inercijalne sile.

U neinercijalnom sistemu inercijalne
sile su spoljasnje.



Impuls sistema ne zavisi od toga da li tela interaguju ili ne. Ako
se nade izvod gornje jednacine dobija se:

dp _ vy dpi
ar ZZ: ETR (4.6)

Na osnovu drugog Njutnovog zakona, promena impulsa tela je
jednaka rezultujucoj sili koja deluje na telo. Na telo deluju sva ostala
tela iz sistema, kao i spoljasnje sile:

dpi
dt

=) Fi+F, (4-7)
ki

gde suma predstavlja zbir svih unutrasnjih sila koje deluju na telo i,
odnosno sile interakcije sa ostalim telima u sistemu, dok je F; rezul-
tujuca spoljasnja sila na i-tu Cesticu.

Kada se jednacina 4.7 zameni u jednacinu 4.6 dobija se:

4 =LE+LE (48)

gde je prva, dvostruka, suma rezultujuc¢a unutradnja sila na sva tela u
sistemu. Druga suma daje rezultuju¢u spoljadnju silu na ceo sistem.

Po tre¢em Njutnovom zakonu za svaku silu u sumi Fy postoji sila
E.; za koju vazi Fy = —F,;. Posto se cela suma sastoji od ovakvih
parova onda je rezultuju¢a unutrasnja sila jednaka nuli. Zakljuc¢ak
ostaje isti i ako Cestice u sistemu interaguju na viSe nacina, razli¢itim
interakcijama.

Kona¢no, promena impulsa sistema prporcionalna je rezultujucoj
spoljasnjoj sili, odnosno:

d
?f = Fsp- (4~9)
Prirastaj impulsa sistema je jednak:
t
Ap = /Ifspdt. (4.10)
0

Ovaj izraz je potpuno analogan izrazu za jedno telo. Ako na si-
stem deluje neka spoljasnja sila onda je promena impulsa sistema
jednaka impulsu te spoljasnje sile.

Zakon odrZanja impulsa

Ako na neki sistem ne deluju spoljasnje sile, odnosno ako one ne
postoje, onda je taj sistem izolovan. Sistem moZe da bude i priblizno
izolovan ako postoje spoljasnje sile, ali je njihov uticaj zanemarljivo
mali.

Ako referentni sistem postavimo u bilo koju ta¢ku izolovanog si-
stema, onda ¢e on sigurno biti inercijalan.
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Slika 4.1: Unutrasnje i spoljasnje sile u
sistemu tela.
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Impuls sistema mogu da promene samo spoljasnje sile (jedna-
¢ina 4.10), $to znadi da se impuls izolovanog sistema ne moze pro-
meniti, odnosno da je on odrzan:

p= Zpi = const. (4.11)
i

Pored toga, jednacinu 4.10 treba shvatiti u nesto Sirem smislu. Ne
samo $to ona daje uslov koji mora da bude ispunjen da bi impuls
bio odrZan, ve¢ i u situacijama kada impuls ne moze da bude odrzan
ona daje jedini nac¢in na koji se impuls sistema moZe promeniti.

Ako je ukupan impuls sistema odrZan to ni$ta ne govori o impul-
sima pojedina¢nih tela u sistemu. Tokom vremena impulsi tela se
menjaju, ali njihov zbir je uvek isti u izolovanom sistemu.

Pored izolovanog sistema impuls moZe biti odrzan i u sistemu koji
nije izolovan, ali za koji je rezultujuca spoljasnja sila jednaka nuli.

Jednacina 4.10 ukazuje na jo$ jednu vaZnu stvar. Promena im-
pulsa sistema je uvek u smeru spoljasnje sile, tako da se komponente
impulsa sistema koje su ortogonalne na pravac spoljasnje sile ne me-
njaju. Ako je na primer spoljasnja sila konstantna, ili joj se samo
intenzitet menja tokom vremena, onda je podesno izabrati koordi-
natni sistem ¢ija je jedna osa duZ pravca delovanja sile. Neka je na
primer x-osa duZ pravca delovanja sile, onda je:

dp.
dt

dpy
I F _rJg __
oo dt 0,

dpy
dt

=0. (4.12)

Komponente impulsa sistema duZz y i z-ose se ne menjaju, i ako

sistem nije izolovan. Bilo koji sistem u blizini povrsine Ze-
mlje nije izolovan. Na njega deluje gra-
L . . . R vitaciona sila. Ako je ona jedina spolja-
tela koja ucestvuju u procesu izolovan. I ako postoji spoljasnja sila, ¥nja sila, onda su komponente impulsa

U veéini procesa raspada ili sudara moze se uzeti da je sistem

proces je, uglavnom, veoma brz, pa je impuls sistema neposredno sistema normalne na pravac gravitaci-

. .1 o 1sy .- one sile o¢uvane.
pre i neposredno posle sudara ili raspada priblizno isti.

Primer 4.1
Covek stoji u ¢amcu, koji miruje na povrsini jezera. U jednom trenutku &ovek krene ka drugom kraju
¢amca i napravi pomeraj Ar’ u odnosu na ¢amac. Koliki pomeraj napravi ¢amac? Masa ¢amca je M, a
¢oveka je m. Trenje izmedu ¢amca i vode zanemariti.

Resenje: Sistem (Coveka i ¢amca) nije izolovan zbog gravitacione sile. Ali horizontalna komponenta
impulsa sistema je odrzana. Jedina horizontalna sila koja deluje na ¢oveka i ¢amac je sila trenja. Ona je
unutrasnja sila za sistem i ne moze da promeni horizontalni impuls sistema. Na pocetku sistem miruje.
Ukupni impuls sistema je jednak nuli. Kada se ¢ovek pokrene, pokrene se i ¢amac, tako da je impuls
sistema tokom kretanja jednak zbiru impulsa ¢oveka i ¢amca, mv + MV = 0, ali zbir im je uvek jednak
nuli. Brzina ¢oveka u odnosu na vodu je jednaka zbiru brzine ¢amca i brzine ¢oveka u odnosu na ¢amac

v = V 4 0'. Iz zakona odrzanja impulsa i uvrstavanjem relativne brzine ¢oveka dobija se V = — o',

MnoZenjem ove jednacine sa dt i integracijom dobija se veza izmedu pomeraja AR = — 7. Obratite
paznju da rezultat uopste ne zavisi od toga kako se brzina ¢oveka menjala tokom kretanja. Zasto?

Ako je referentni sistem vezan za fizi¢ki sistem inercijalan onda je
fizicki sistem izolovan ili je rezultuju¢a spoljasnja sila jednaka nuli.
Vazi i obrnuto, referentni sistem vezan za izolovan sistem je sigurno
inercijalan. Dakle, u ovako definisanim inercijalnim sistemima vazi
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zakon odrzanja impulsa. Neka je nepokretni inercijalni sistem K.
Pokretni sistem, K’, se kreée konstantnom brzinom V u odnosu na
sistem K. Ukupan impuls u sistemu K je jednak zbiru impulsa svih
tela, i konstantan je:

Zmivi = const.
i

Brzina svakog tela je zbir brzine pokretnog sistema i brzine tela u
pokretnom sistemu:
0 = V+ 171{.

Onda je ukupan impuls:

Zmi(vf +V)= Zmivf + (Zm) V.

Prvi ¢lan sa desne strane je ukupan impuls sistema u sistemu K'.
Onda, ako je brzina kretanja pokretnog sistema konstantna, onda je
i impuls sistema u sistemu K’ konstantan.

Upravo dobijeni zaklju¢ak je jedna od posledica Galilejevog prin-
cipa. U svim inercijalnim sistemima impuls sistema je konstantan.
Impuls sistema nije u svakom inercijalnom sistemu isti, ali je u sva-
kom konstantan, a vezu izmedu impulsa sistema daje gornja jedna-
¢ina.

U jednom od vaznih koraka, pre jednacine 4.9, u pokazivanju kako
zakon odrZanja impulsa glasi, iskori$éen je tre¢i Njutnov zakon. Ra-
nije je napomenuto da tre¢i Njutnov zakon nije sasvim tacan zato
$to pretpostavlja beskona¢nu brzinu prostiranja interakcije. Ipak, u
ovom slucaju, tre¢i zakon je bio samo sredstvo za pokazivanje. Ispo-
stavlja se, ekperimentalno je provereno, da je zakon odrZanja impulsa
fundamentalni prirodni zakon, i da ne zavisi od modela ili teorisjkog
koncepta koji je primenjen.

Centar mase

Za sistem od viSe tela moZe da se definiSe centar mase. PoloZaj
centra mase je dat izrazom:

1
Yem = ﬁ ;mirir (413)

gde su m; mase tela iz sistema, r; vektori poloZaja tela, dok je
M = Y ; m; ukupna masa svih tela u sistemu.

Centar mase ima vrlo zanimljive osobine, a posebno je zanimljivo
posmatrati dinamiku sistema iz referentnog sistema postavljenog u
centar mase fizickog sistema.

Ako se jednacina 4.13 diferencira po vremenu dobija se izraz za
brzinu centra mase:

1
Vem = 41 ;mivi/ (4.14)

odnosno
MVey =Y m; = p, (4.15)
i



70 FIZICKA MEHANIKA

gde su v; brzine tela u sistemu, a suma daje impuls sistema. Ako je
sistem izolovan onda je impuls sistema konstantan, a to znaci da se
centar mase krec¢e konstantnom brzinom, po inerciji.

Jo$ jedan izvod po vremenu daje:

dV,
M d(;M = Zmiui =K, (4.16)
i

gde je svaki ¢lan u sumi jednak zbiru svih sila koje deluju na jedno
telo iz sistema. U celoj sumi unutrasnje sile se potiru, a preostale
spoljasnje daju rezultuju¢u spoljasnju silu.

Dakle, ako na sistem deluju spoljasnje sile, onda je dinamika trans-
latornog kretanja sistema ista kao dinamika jednog tela, koje ima
masu kao ceo sistem, i nalazi se u centru mase sistema.

Ako je rezultujuca spoljasnja sila jednaka nuli, onda se centar
mase krece po inerciji, odnosno ravnomerno pravolinijski, i impuls
sistema je odrZzan. VaZi i obrnuto.

Sistem centra mase

Ako nas interesuje kretanje svih tela unutar sistema, podesno je
referentni sistem postaviti u centar mase sistema, takozvani sistem
centra mase. Ako je sistem izolovan, sistem centra mase je inercijalan.
Brzina centra mase je u sistemu centra mase uvek jednaka nuli, pa je
samim tim i impuls sistema u sistemu centra mase jednak nuli.

Vem =0=p=0.

Oznakom sa talasicem, na primer A, oznacene su fizicke veli¢ine u
sistemu centra mase.

Slika 4.2: PoloZaj centra mase sistema
od tri tela.
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Primer 4.2

Dva tela se kre¢u proizvoljnim brzinama. Nac¢i njihove impulse u sistemu centra mase.
Resenje: Neka se dva tela masa mj i my krecu potpuno proizvoljnim brzinama v; i vp. Brzina centra
mase je Veyy = M94M%  Brzine tela u sistemu centra mase su relativne brzine u odnosu na centar mase

my+myp
v; = v; — Ve, gdejei = 1,2. Impulsi tela u sistemu centra mase su p; = m;v;. Zamenom izraza za brzinu
.. v . ~ s~ . _ mymp _ .
centra mase u gornje jednacine dobija se p1 = pvi2 i p2 = poy, gde je p = =20, dok su vy =01 —v2 i

vy1 = U2 — vy, relativne brzine jednog tela u odnosu na drugo. Lako se vidi da su u sistemu centra mase
impulsi dva tela uvek suprotno usmereni, uvek istog intenziteta, i da to uopste ne zavisi od toga da li je
sistem izolovan ili ne, i da li tela interaguju, i na koji nacin, ili ne interaguju.

Kretanje sa promenljivom masom

Do sada su razmatrani slucajevi u kojima tela koja se kre¢u imaju
konstantnu masu. Medutim u nekim slu¢ajevima telo moze da menja
masu dok se krece. Primeri za ovakvo kretanje su kretanje rakete
koja sagoreva ogromnu koli¢inu goriva, avioni koji tokom dugog leta
znacajno promene masu zbog potroSenog goriva, Zeleznicki vagoni
tokom utovara nekog rastresitog materijala i sli¢no.

Neka je masa tela koje se krece, u jednom trenutku m(t), a sup-
stanca koja utice ili isti¢e ima brzinu # u odnosu na telo. Kretanje
tela moZe da se posmatra iz referentnog sistema vezanog za telo,
koji je priblizno inercijalan za vrlo kratko vreme, oko trenutka ¢t. U
trenutku ¢ telo miruje u tom referentnom sistemu. Tokom vremena
dt telo promeni impuls za m(t)dv. Promena impulsa tela se desava
zbog promene mase tela i zbog delovanja neke sile na telo:

m(t)dv = Fdt + dmu.

Kada se ova jednacina podeli sa dt dobija se osnovna jednacina di-
namike za kretanje tela sa promenljivom masom, odnosno jednacina
Mescerskog:

m(t)—— =F+ ——u. (4-17)

U neinercijalnom sistemu rezultujuéa sila F sadrZi i inercijalne sile.

Clan %—Tu ima dimenzije sile, i naziva se reaktivna sila. Pravac
reaktivne sile je isti kao pravac relativne brzine u. Smer zavisi od
dm. Ako telo povecava masu tokom kretanja onda je reaktivna sila
u istom smeru kao i relativna brzina. Ako telo gubi masu onda je
reaktivna sila suprotno usmerena od relativne brzine.

Dva zanimljiva specijalna slucaja:

¢ Relativa brzina je jednaka nuli # = 0, pa je i reaktivna sila jednaka

nuli, onda jez m(t )% =F. 2> Problem istog tipa se dobija i ako je
relativna brzina ortogonalna na pravac
* Relativna brzina je # = —v (masa koja ulazi u sistem je nepokretna delovanja spoljasnje sile.
u odnosu na sistem koje se krece), tada je: m(t)52 + o(t) 4 =
d —
gi(mv) =F.

Treba biti pazljiv prilikom rada sa te-
Prvi slucaj odgovara situaciji u kojoj na primer teret curi kroz lima kojima se masa menja tokom kre-
tanja, na prvi pogled drugi specijalni
. . N slu¢aj moze da izgleda kao opsti slucaj,
rastresiti teret utovaruje u vagone koji su u pokretu. ali nije. Zasto?

otvor na dnu prikolice, a drugi primer odgovara situaciji u kojoj se

.~Zemlja je kolevka Covelanstva, ne
moZe se ceo Zivot provesti u kolevci”.
Konstantin Ciolkovski
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Primer 4.3
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Raketa se krec¢e van nekog polja sila. Gas koji nastaje pri sagorevanju goriva istice iz rakete brzinom u u

odnosu na raketu. Naéi brzinu rakete u zavisnosti od mase.

Resenje: Nema spoljasnjih sila, pa je onda u jednacini Mes¢erskog F = 0. Tada je m(t)% = ‘é—’fu.
dv = u%". v = —uln7?, gde je my pocetna masa rakete. Rezultat je jedan od oblika poznate jednacine
Ciolkovskog.
Zadaci
4.1 Telo koje se kre¢e u jednom trenutku se ras- na impuls planete?

4.2
4.3

44

45

4.6

47

4.8

4.9

padne na dva dela. Novonastali delovi se raz- 4 10

lete pod uglom 6. Impulsi delova tela su p; i
p2, respektivno. Na¢i impuls tela pre raspada.
14

Da li je centar mase uvek u teZiStu sistema?
Na¢i oblik jednacine Ciolkovskog koji daje za-
visnost trenutne mase rakete od brzine isticanja
proizvoda sagorevanja, u, trenutne (v), poCetne
brzine (vp) i pocetne mase rakete, my.

Ako je impuls sistema od dve cestice odrzan, da
li je onda je i impuls svake Cestice odrzan? Ob-
jasnite.

Iz vatrenog oruzja se gada metalna plo¢a. U kom
slucaju je sila kao posledica udara metka u plo¢u
veca, ako se metak zaustavi u plo¢i ili odbije od
ploce?

Na nekoj raskrsnici dok je semafor bio u kvaru
dogodio se sudar. Mali smart je udario u veliku
hladnjac¢u. Kojem vozilu se viSe promenio im-
puls tokom sudara?

Za cepanje drva, posebno panjeva, koriste se dr-
veni klinovi u koje se udara ¢eki¢em, ili tupom
stranom sekire. Da li je efikasnije korsititi ma-
sivniji ili laksi ¢ekié¢ za ovaj posao, i zasto?

4.11

4.12

Automobil ubrzava na autoputu. Kretanje auto-
mobila je posmatramo iz dva inercijalna sistema
reference, jednog koji je vezan za saobracajni
znak pored puta, i drugi koji je vezan za policij-
ski automobil koji se kre¢e autoputem konstant-
nom brzinom. Da li je impuls automobila isti u
ova dva referentna sistema? Da li je promena
impulsa ista? Objasnite.

Covek stoji na horizontalnoj ledenoj plo¢i i drzi
u rukama veliki kamen. U jednom trenutku ¢o-
vek baci kamen pod nekim uglom naviSe u od-
nosu na horizontalu. Ako ¢oveka i kamen po-
smatramo kao jedan sistem, da li je impuls ovog
sistema odrzan? Da li je neka kompononta im-
pulsa sistema odrzana?

Ako vam ispadne staklena ¢asa na pod pre ¢e se

razbiti ako je pod betonski nego ako je drveni.
Zasto?

3 Sila od 5 N je jedina koja deluje na telo koje u

414

Kada ki$na kap udari u zemlju, Sta se deSava 4.15

sa njenim impulsom? Da li se isto desava i sa
impulsom celi¢ne kuglice koja udari u betonsku
stazu?

Zamislite da svi kinezi istovremeno skoce na ze-
mlju, sa klupice iste visine. Kako ¢e se to odraziti

4.16

pocetku miruje. Sila deluje 0.45 s i posle toga br-
zina tela je 6 %. Kako treba da deluje sila od 2 N
na isto telo da bi ga ubrzala do iste ove brzine?

Teniser udara lopticu reketom. Neka se sistem
sastoji od reketa i loptice. Da li je ukupan impuls
sistema neposredno pre udarca i neposredno po-
sle udarca isti? Da li je ukupan impuls nepo-
sredno posle sudara jednak impulsu u trenutku
kada je loptica u najviSoj tacki putanje? Obja-
snite.

Ledenica se otkac¢ila sa krova i slobodno pada.
Tokom padanja ledenice Sta se desava sa impul-
som sistema ledenica-Zemlja?

Decak stoji na sred zaledenog jezera na kome je
povrsinski sloj leda savrSeno uglacan i nema tre-
nja. De¢ak zna da bi mogao da baca stvari i da se
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4.20

4.21

tako pokrene i stigne do obale, ali nema kod sebe
niSta za bacanje. Kako detak moZe da stigne na
obalu?

U najviSoj tacki paraboli¢ne putanje, telo se ras-
pada na dva dela. Da li je, i pod kojim uslovima,
moguce da oba nastala dela padaju vertikalno?
Objasnite.

Kada se neko telo koje se krece raspadne na dva
dela, laksi deo ¢e imati ve¢u brzinu. Objasnite
ovu pojavu koriste¢i Njutnove zakone.

Masa teniske loptice je 57 g. Ispitivanja pokazuju
da je reket, pri udarcu, u kontaktu sa lopticom
u proseku 30 ms. Srednja brzina servisa Novaka
Dokovica je 54 . (a) Koliki impuls predaje Do-
kovi¢ loptici pri servisu, i kolikom silom deluje
na nju? (b) Ako Dokoviéev protivnik vrati servis
tako da loptica leti brzinom 41 %', kolikom si-
lom deluje i koliki impuls on predaje loptici ako
pretpostavimo da ona leti skoro horizontalno?
Lopta prilikom najjac¢eg smeca u odbojci ide i do
130 KO
Neka kontakt ruke i lopte prilikom smeca traje

Masa odbojkaske lopte je oko 270 g.

oko 50 ms. Kolikom silom odbojkas deluje na
loptu prilikom smeca, ako pretpostavimo da je
udari u trenutku kada je ona u najvisoj tacki pu-
tanje, i brzina joj je mnogo manja od brzine posle
smeca?

Lignje i hobotnice se kre¢i tako sto istiskuju vodu
iz Supljine koja im se nalazi u telu. One vodu is-
tiskuju tako Sto naglo stisnu misi¢e oko Supljine
i voda kroz otvor izade napolje. Velika lignja od

4.22

423

424
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7 kg (ukljucujudi i vodu u Supljini) skoro miruje
u vodi i ugleda moc¢nog grabljivca koji se pribli-
zava. Ako lignja ima oko 2 litra vode u Supljini
kojom brzinom treba da je istisne da bi dostigla
brzinu od 3 %, i pobegla grabljivcu?

Jedna vrsta tropske ribe (riba strelac) lovi insekte
tako $to izviri iznad vode, pljucka kapljice vode
ka insektima koji skoro lebde iznad vode. Kada
voda pogodi insekta, kpaljica sa insektom unu-
tra pada u vodu i riba moZe da ga pojede. Pro-
sec¢na riba strelac ima oko 65 g, i kada se umiri
ispod povrsine vode izbaci kapljicu mase 0.3 g.
Ispaljivanje kapljice traje oko 5 ms. Ispitivanje
je pokazalo da riba ispaljuje kapljice brzinom od
oko 2.5 . (a) Koliki je impuls kapljice odmah
po ispaljivanju? (b) Kolika je brzina ribe odmah
po ispaljivanju kapljice? (c) Insekti lebde tik iz-
nad povrsine vode, pa se moZe uzeti da je bzina
kapljice neposredno pre sudara ista kao i u tre-
nutku ispaljivanja. Kada pogodi insekta brzina
kpaljice i insekta je 2 . Kolika je masa insekta?

Raketa u meduzvezdanom prostoru, daleko od
bilo kakve sile, izbacuje istu koli¢inu gasa u je-
dinici vremena tokom kretanja. Da li je ubrzanje
rakete konstantno? Objasnite.

Igracka sa oprugom stoji na glatkom horizontal-
nom stolu. Kada se opruga opusti igracka se
rasturi na tri jednaka dela koji klize po podlozi.
Jedan se krece duz x-ose, brzinom od 3 %, drugi
duZ y-ose brzinom od 4 %. U kom smeru i koli-
kom brzinom se kretao tre¢i deo?






5
Energija

Sta je energija? Jedna od osnovnih pojmova i fizi¢kih veli¢ina u
svim prirodnim naukama nije tako jednostavna za definisanje. Po
jednoj definiciji energija je sposobnost tela da se kre¢u i uzajamno
deluju. Kao druga definicija moZe da posluzi prevod re¢i energija sa
grékog, a to bi bilo spremnost na rad. Zapravo, ove dve definicije su
ekvivalentne.

Rad

Neka se telo kre¢e duz putanje kao na slici 5.1, pod dejstvom sile
F. Elementarni rad je po definiciji:

0A =F-dr. (5.1)
Skalarni proizvod iz definicije elementarnog rada je:
F.dr = Fcosf0ds = Fds,

gde je: 6 ugao izmedu vektora sile F i elementarnog pomeraja dr,
ds = |dr| je elementarni put, dok je Fs projekcija sile na putanju u
datoj tacki, odnosno projekcija na pravac vektora dr. Projekcija sile
na putanju, odnosno na tangentu na putanju je prikazana na slici 5.1,
u tacki 1.

Slika 5.1:  Telo se krece pod dejstvom
promenljive sile, po prikazanoj putanji.
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Dakle, elementarni rad je:
0A = F-dr = Fds. (5.2)

Rad zavisi od sile koja deluje na telo ali i od oblika putanje kojom
se telo krece. Ista sila moZe da deluje na isto telo u dve razlicite
situacije, tako da se putanje tela razlikuju. U opstem slucaju, rad ove
sile nece biti isti na dve razli¢ite putanje. Zbog toga se elementarni
rad oznacava sa JA, da bi se razlikovalo od promene koja ne zavisi
od putanje, i oznacava se sa dA.

Iz definicije elementarnog rada proisti¢e nekoliko zanimljivih slu-
Cajeva:

* elementarni rad je pozitivan ako je ugao izmedu sile i elementar-

nog pomeraja ostar (cosf > 0, tacka 1 na slici 5.1);

¢ elementarni rad je negativan ako je ugao izmedu sile i elementar-
nog pomeraja tup (cos 8 < 0, tacka 3 na slici 5.1);

* elementarni rad nenulte sile moZze da bude jednak nuli ako je ugao
izmedu sile i elementarnog pomeraja prav (cosf = 0, tacka 2 na
slici 5.1).

F,
1.0

0.5 >0
>0

-0.5

-1.0

Ukupan rad sile na poznatoj putanji je jednak integralu elemen-
tarnog rada:

2. 2
A:/Pdr:/Fsds. (5.3)
1 1

Posto elementarni rad moZe da bude i pozitivan i negativan, tako
i ukupni rad moZe da ima proizvoljan znak. Na slici 5.2 je prikazana
zavisnost projekcije sile Fs; od predenog puta s. Rad koji je izvrsila
ova sila je jednak integralu iz definicije, a na slici se vidi kao povr-
$ina ispod krive. Na nekim delovima putanje rad je pozitivan, a na
jednom delu negativan.

Izraz za ukupni rad vazi i u slucaju kretanja krutog tela ili sistema
Cestica, ali tada je elementarni pomeraj dr, pomeraj napadne tacke
sile F.

Slika 5.2: Rad sile na zadatoj putanji.



Primeri

ELASTICNA sILA je priblizno jednaka F,; = —kr, gde je r vektor

poloZzaja tela, a k koeficijent elasti¢nosti.

Elementarni rad pri prelasku tela iz tacke 1 u tacku 2 je:

0A=F-dr = —kr-dr = —kre, - dr.

Skalarni proizvod e, - dr je jednak dr cos Z(e,, dr), a to je projekcija

elementarnog pomeraja (dr) na pravac vektora e,. Sa slike 5.3 se

vidi da je to zapravo prirastaj intenziteta vektora poloZaja, koji se

oznacava sa dr.
Elementarni rad je u tom slucaju jednak:

0A = —krdr.
Ukupan rad na celom putu je jednak:

2

2
2
A= —k/rdr = —k% = —g(r% — 1),
1 "1
odnosno:
P
2 2

GRAVITACIONA I KULONOVA SILA imaju oblik:

0
F - ﬁEr,

(5-4)

gde je a konstanta koja zavisi od toga da li je u pitanju gravitaciona

ili Kulonova sila. U slucaju gravitacione sile &« = —ymymy, gde je v

gravitaciona konstanta a m; i my su mase tela koja interaguju, dok

je u slucaju Kulonove sile & = kq14, gde je k = ﬁ, dok su g1 1 g2

naelektrisanja tela.
Elementarni rad je:

SA= e -dr,
r
a to je, kao i u prethodnom primeru jednako:
«
0A = r—zdr.
Ukupan rad na nekom putu je jednak:

2
14 o 14
r 1 13
1

(5-5)
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Slika 5.3: Elementarni pomeraj i prira-
Staj intenziteta vektora poloZaja.

Kvadrat intenziteta vektora poloZaja je
jednak skalarnom proizvodu vektora sa
samim sobom:

r=r-r.

Ako se nade totalni diferencijal ove jed-
nacine, dobija se:

2rdr =r-dr+dr-r=2r-dr,
odakle je:
rdr =r-dr.

Ova jednakost je opsta, vazi za svaki
vektor.
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RAD U HOMOGENOM GRAVITACIONOM POLJU

o

U blizini povr$ine Zemlje, gravitaciona sila je priblizno konstantna,
F = mg, gde je g gravitaciono ubrzanje Zemlje. Za telo koje se krece
u polju Zemljine teZe elementarni rad je:

0A = —mgk - dr.

Znak minus potice od usmerenja z-ose, sila je suprotno usmerena od
ose z, k je ort z-ose.

Skalarni proizvod k - dr je projekcija elementarnog pomeraja na
z-0su, a to je upravo prirastaj z koordinate, dz,

k-dr =dz.
0A = —mgdz,
odnosno:
2
A= /—mgdz = —mg(zy — z1) = mgz; — mMgzy. (5.6)

1

Iako je vrlo vaZzno uoditi da rad sile zavisi od putanje tela, vazno
je i uociti da postoje sile za koje on ne zavisi od putanje. Sile iz pret-
hodnih primera su upravo takve. Sa druge strane sila trenja klizanja
je takva da njen rad uvek zavisi od oblika putanje po kojoj se telo
krece.

Ako na telo deluje vise sila onda je rad svih sila jednak zbiru
radova pojedinacnih sila.

F=F+E+...,
onda je:

2 2 2
A:/F-dr:/P1~dr+/F2-dr+....
1 1 1

Pri sabiranju radova razli¢itih sila treba voditi ra¢una o njihovom
znaku, pa se Cesto kaZe da je rad rezultujuce sile jednak algebarskom
zbiru radova pojedina¢nih sila.

Snaga

Do sada je bilo re¢i samo o vezi oblika trajektorije na kojoj deluje
sila, i rada koji ona izvr$i. Medutim razlicite sile na istom putu mogu

Slika 5.4:  Elementarni pomeraj tela
koje se kre¢e u homogenom gravitaci-
onom polju..

Jedinica mere za rad je dzul, ().



da izvrge isti rad za razli¢ito vreme. Zato moze da se definiSe brzina
vrsenja rada ili snaga (sile).

dA
P = —_— .
ar (57)
Posto je elementarni rad F - dr, onda je:
dr
P=F-— —=F-o. )
ar v (5-8)

Konzervatione sile

Sila, u opstem slucaju, moze da zavisi od poloZaja tela u prostoru,
brzine kretanja tela i vremena. Ako sila zavisi samo od poloZaja
tela onda se naziva stacionarnom. Na primer, ako se telo krece pod
dejstvom stacionarne sile, i ako pri tom kretanju vise puta prode kroz
istu tacku, onda ¢e sila na telo u toj tacki biti uvek ista.

Rad stacionarnih sila takode zavisi od putanje tela, ali medu svim
stacionarnim silama izdvajaju se one kod kojih rad ne zavisi od pu-
tanje. Takve sile se nazivaju konzervativnim silama.

Direktna posledica ¢injenice da rad konzervativnih sila ne zavisi
od oblika putanje je da je rad na zatvorenoj putanji uvek jednak nuli
za konzervativne sile. Neka se telo krece po putanji prikazanoj za
slici 5.5, pod dejstvom konzervativne sile. Telo kreée iz tacke 1 stize
u tacku 2, duz dela putanje a, zatim se vracéa u tacku 1, putanjom b.
Ukupan rad je jednak zbiru radova na putanji a i b:

b

Sila koja deluje na telo je konzervativna, onda rad ne zavisi od oblika
putanje pa je rad na delu putanje Af, = ff dA, odnosno Agl =
le dA. Drugi integral je le dA = — flz dA, odnosno A5, = —AL,.
Konac¢no, ukupan rad je:

b b
A=Al + Ay = Al — Al

Posto integrali ne zavise od oblika putanje, onda je Af, = All’z, od-
nosno ukupan rad na zatvorenoj putanji je jednak nuli:

A=A —Ab =0

Dakle, ako rad ne zavisi od oblika putanje onda je rad na bilo kakvoj
zatvorenoj putanji jednak nuli. VaZi i obrnuto, ako je rad na nekoj
zatvorenoj putanji jednak nuli onda on ne zavisi od oblika putanje.

Centralne sile

Sile koje zavise samo od rastojanja izmedu tela koja interaguju, i
koje deluju duz pravca koji spaja tela, nazivaju se centralne sile. Cen-
tralne sile su vrlo vaZan tip sila, pre svega zbog toga Sto moze da
se pokaze da je svaka centralna sila konzervativna. U ranijim pri-
merima se vidi da gravitaciona, Kulonova i elasti¢na sila, spadaju u
centralne sile.
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Jedinica mere za snagu je vat (W).

Rad konzervativnih sila je totalni di-
ferencijal koordinata i elementarni rad
moZe da se oznaci sa dA. Za nekonzer-
vativne sile rad nije totalni diferencijal,
pa je i oznaka razli¢ita.

—b

Slika 5.5: Rad na zatvorenoj putanji.

Ako dimenzije tela nisu zanemarljivo
male, a tela interaguju centralnim si-
lama, onda gornja definicija vazi za
svaki tackasti deli¢ tela, a kako ¢e izgle-
dati sile koje deluju na cela tela to zavisi
od mnogo faktora, oblika tela, vrste in-
terakcije i sli¢no.
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Neka dva tackasta tela interaguju silom F. Neka su vektori po-
loZaja tela r; i ro, kao na slici 5.6. Sila je centralna ako deluje duz
pravca odredenog relativnim vektorom poloZaja ¥ = r, — r, i ako
zavisi samo od intenziteta vektora r, odnosno funkcija rastojanja iz-
medu tela:

F = f(r)e,, (5.9)

gde je f(r) proizvoljna funkcija koordinata, ali takva da je r jednako
rastojanju izmedu tela. Funkcija f(r) zavisi od vrste interakcije iz-
medu tela, ali ne i od puta koji tela prelaze tokom interakcije.

Na slici 5.6 su date dve moguénosti za smerove delovanja central-
nih sila interakcije dva tela. Obratite paznju na to da se situacija koju
slika ilustruje vrlo malo razlikuje od opsteg slucaja u kome vazi treci
Njutnov zakon. U ¢emu je razika?

Rad centralne sile je:

0A = f(r)e, - dr.
Skalarni proizvod e, - dr je ve¢ izraunat ranije e, - dr = dr, pa je rad:
0A = f(r)dr,
odnosno:

2
Ap = /f(r)dr — B(ry) — D(r).
1

Funkcije @ se dobijaju integracijom funkcije f(r), i njihova vred-
nost je odredena isklju¢ivo poloZajem tela (koordinatama) u pocet-
nom (r1) i krajnjem poloZaju tela (r3). Ovim je dokazano da je svaka
centralna sila konzervativna.

Lako se moZze uopstiti dokaz na slucaj vise centralnih sila. Proi-
zvoljna kombinacija centralnih sila je uvek konzervativna.

Potencijalna energija tela

Za konzervativne sile rad koji one izvrse tokom kretanja tela iz
polozaja 1 do polozaja 2 je jednak:

Ap = @(r2) — @(r1).

Neka se kretanje posmatra u odnosu na fiksnu tacku o (kao na
slici 5.8). Posto rad ne zavisi od oblika putanje, onda se ukupan rad
moZe napisati kao:

A = Ay + Ao2-

Koristec¢i osobine odredenih integrala Agp = — A, dobija se:
0 0
A = [ ro)dr= [ far
1 2

Slika 5.6: Pravac i smer centralnih sila.

Zavisnost intenziteta centralne sile f(r)
sugeriSe da sila zavisi samo od polo-
Zaja tela u prostoru (vrednost r), a ne
od toga kako se telo naslo u toj tacki
prostora.

Slika 5.7: Relativno rastojanje i ort rela-
tivnog rastojanja.

0

Slika 5.8: Referentni nivo potencijalne
energije.



Za fiksiranu tacku O, izrazi u zagradama su funkcije polozaja rq i
ry respektivno. Svaka funkcija je odredena jednim poloZajem u pro-
storu. Rad oc¢igledno ne zavisi od izbora referentne tacke O. Izrazi u
zagradama su potencijalne energije tela u polozZajima 1 i 2, u odnosu
na ta¢ku O. Fizi¢ki smisao potencijalne energije, U°(r;), je da je ona
jednaka radu potrebnom da se izvrsi da se telo premesti iz poloZaja
r; u referentni poloZzaj O.

Dakle rad konzervativne sile, pri pomeranju tela iz poloZaja 1 u
polozaj 2, je jednak umanjenju, odnosno negativnoj promeni poten-
cijalne energije u ta dva polozaja:

Ap = — (ug - u?) = —AUY,. (5.10)

Drugim recima, rad konzervativna sila vrsi na ra¢un promene po-
tencijalne energije.

Rad konzervativne sile ne zavisi od izbora referentne tatke za po-
tencijalnu energiju, pa se ona moZe uzeti sasvim proizvoljno. Zbog
toga i oznaka referentnog nivoa u potencijalnoj energiji nije neop-
hodna.

U primerima za rad pojedinih sila (odeljak 5) koji je napisan kao
razlika dve veli¢ine, lako se ¢itaju izrazi za potencijalnu energiju:

U(r) = % + C, za gravitacionu i Kulonovu silu, (5.11)
U(z) = mgz + C, za silu Zemljine teZe, (5.12)

kr? » .
Uu(r) = > + C, za elasti¢nu silu. (5.13)

Cinjenica da rad ne zavisi od referentnog nivoa potencijalne ener-
gije se ogleda u tome da je potencijalna energija odredena do na kon-
stantu, odnosno potencijalnoj energiji je moguce dodati proizvoljnu
konstantu, a da se rad ne promeni.

Kona¢no, za svaku konzervativnu, i samo konzervativnu silu je
moguce definisati potencijalnu energiju.

Potencijalna energija i sila

Diferencijalni oblik definicije potencijalne energije Aj; = —AUjy,
je:
dA = —dU.

Elementarni rad je dA = F - dr, odnosno F - dr = Fsds. Tada je:
F,ds = —dU,

gde je ds = |dr|, elementarni predeni put, F; je projekcija sile na
pravac pomeraja dr, odnosno na tangentu na putanju.
Tada je projekcija sile na putanju jednaka:

ou

F=——.
s 0s

(5.14)
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Promena neke veli¢ine je jednaka raz-
lici kona¢ne i pocetne vrednosti. U tom
smislu treba shvatiti negativnu promenu
iz definicije potencijalne energije, dakle
razlika pocetne i kona¢ne vrednosti.

Iskaz da neko telo ima potencijalnu ener-
giju nije korektan. Potencijalna energija
je zajednicko svojstvo dva tela koja in-
teraguju. Kako se to ,zajednistvo” vidi
u jednac¢inama 5.11-5.13?

Posto je potencijalna energija definisana
samo za konzervativne sile, kod kojih
rad ne zavisi od oblika putanje, onda
je u tom slucaju infinitezimalni rad to-
talni diferencijal, pa se moZe upotrebiti
oznaka dA.
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Pomeraj dr mozZe da se izrazi u bilo kom koordinatnom sistemu.

Neka je na primer dr = dxi, tada je Fy = f%—g. Ako pomeraj ima sve
tri komponente, moZe da se pokaZe da je, u Dekartovim koordina-

fama: au ou au

Fx:—g Fy:—@ Z:—g.

Sila je jednaka:
ou, ou, odu
F—*g’*@]*g , (5.15)
odnosno:

F = -VU = —gradU. (5.16)

Konzervativna sila je jednaka negativnom gradijentu potencijalne
energije.
Gradijent je po definiciji, u Dekartovim koordinatama jednak:

.0 .0 0
V—l*‘f‘]@‘l‘k

5 (5.17)

ox

Veze konzervativne sile i potencijalne energije otkriva jo$ jednu
vaznu posledicu proizvoljnosti u izboru referentne tacke za potenci-
jalnu energiju. Iz definicije gradijenta je jasno da dodavanjem proi-
zvoljne konstante potencijalnoj energiji sila ostaje ista. Ne samo da
rad ne zavisi od izbora referentne tacke nego je i sila nezavisna. S ob-
zirom da sila potpuno odreduje kretanje tela dodavanjem konstante
na potencijalnu energiju se nista sustinski ne menja.

Kao sto obican izvod funkcije jedne promenljive ima jasan geome-
trijski smisao, tako i gradijent funkcije vise promenljivih ima geome-
trijsko znacenje. Za to je potrebno definisati ekvipotencijalne povrsi.

Ekvipotencijalne povrsi su povrsi koje sadrze tacke u kojima po-
tencijalna energija ima istu vrednost.

Primer 5.1

Parcijalni izvod, na primer %—l){, funk-
cije vi$e promenljivih se ra¢una isto kao
obitan izvod, samo $to se sve ostale
promenljive funkcije po kojima se izvod
ne traZi uzmu da su konstantne.

Pokazivanje da je konzervativna sila
jednaka gradijentu potencijalne energije
je jednostvanije ako se koristi matema-
tika funkcija vise promenljivih. Poten-
cijalna energija zavisi od svih koordi-
nata. U Dekartovim koordinatama U =
U(x,y,z), dok je F = Fyi+ Fyj + Ek.

Elementarni pomeraj je dr = duxi +
dyj + dzk. Totalni diferencial funk-
cije viSe promenljivih je dU = %—gdx +

$ddy + 94 dz. Ondaje F-dr = Fedx +
F,dy + F.dz. Izjednacavanjem faktora
uz iste prirastaje koordinata dobija se
izraz koji povezuje komponente gra-
dijenta potencijalne energije i kompo-
nente sile.

Ekvipotencijalne povrsi

05
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U 0.5
‘_ 05
— T — T — >
F . o /15//,‘4 0.0 -
-1F e
F "
F ~ -05
“F )
/ 1.0
-3 [ 10
F -0.5
-4 :_ 00 -1.0
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Uzmimo na primer gravitacionu potencijalnu energiju, U(r) = % (jednacina 5.11). Zavisnost potenci-

jalne energije od rastojanja izmedu dva tela je prikazana na prvoj slici (zasto postoji plato bic¢e objasnjeno

u glavi 8 posvecenoj gravitaciji). Ekvipotencijalne povrsi su povrsi na kojima potencijalna energija ima

istu vrednost. U izrazu za potencijalnu energiju se vidi da ¢e potencijalna energija bii ista za sve tatke koje
imaju isto r = \/x% + y2 + 22, a to su sve talke koje su na istom rastojanju od koordinatnog pocetka. Sve
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tacke na istom rastojanju od koordinatnog pocetka leZe na sferi. Izaberimo ¢etiri tatke na prvom grafiku,
obeleZene razli¢itim bojama, sa razli¢itim vrednostima potencijalne energije. Svaka tacka sa prvog grafika
predstavlja sve tacke sa sfere. Sfere, ekvipotencijalne povrsi, za izabrane potencijalne energije su prika-
zane na drugoj slici. U bilo kojoj ravni koja sadrZzi koordinatni pocetak presek sfera sa ravni su kruznice,
§to je prikazano na trecoj slici.

Neka je putanja tela, s, kriva po ekvipotencijalnoj povrsi. Na njoj
je potencijalna energija konstantna U = const. Onda je %—g =0,
odnosno F; = 0 *. Ovo vazi za proizvoljnu putanju po povrsi, sto ' Ako je cela trajektorija s na ekvipoten-
znadi da je projekcija konzervativne sile na ekvipotencijalnu povrs cijalnoj povrsi onda je svako ds na njoj.
jednaka nuli. To dalje znaci da je konzervativna sila uvek normalna
na ekvipotencijalnu povrs.

Posmatrajmo sada kretanje tela duz normale na ekvipotencijalnu
povrs (to u opstem slucaju ne mora da bude prava linija). Ako telo
krene ka oblasti sa manjom potencijalnom energijom, onda je oU <
0, 95 je uvek u smeru kretanja i samim tim pozitivna veli¢ina. Iz
jednacine 5.15 sledi da je komponenta sile duz ove trajektorije Fs > 0,
Sto znaci da sila deluje na telo teZe¢i da ga pomeri ka oblastima
sa manjom potencijalnom energijom. Ako telo krene ka oblastima
sa veCom potencijalnom energijom, onda je dU > 0, a samim tim
F; < 0, 8to opet znaci da sila deluje na telo ka oblastima sa manjom
potencijalnom energijom.

Dakle, nekoliko vaZnih stvari se moze zakljuciti. Konzervativna
sila je uvek usmerena ka oblastima sa manjom potencijalnom energi-
jom, uvek duz normale na ekvipotencijalnu povrs. Posto je gradijent
uvek suprotno usmeren od sile, usmeren je u smeru poveanja po-
tencijalne energije, takode duz normale na ekvipotencijalnu povrs,
odnosno u smeru najbrZe promene potencijalne energije.

Drugim re¢ima, konzervativna sila uvek deluje na telo tako da tezi
da mu smanji potencijalnu energiju.

Primer 5.2

Gravitaciona sila u ravni

\/ngyz' Neka je jedno telo,
vece, u koordinatnom pocetku, a drugo, malo, moZemo da pomeramo unutar ravni. Potencijalna energija
je prikazana na prvoj slici. Ekvipotencijalne povrsi su u ovom slucaju linije, i to kruZnice, $to se lepo vidi
na sledece dve slike. Kruznice su izabrane tako da je izmedu susednih kruZnica ista promena potencijalne
energije. Gusce linije pokazuju oblasti u kojima se funkcija brZze menja. Na srednjoj slici su prikazani

gradijenti potencijalne energije, a na desnoj gravitacione sile u nekim tackama u ravni. DuZina strelica
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odgovara intenzitetu sile. Vidi se da je sila najjaca u blizini velikog tela, a kako se udaljavamo od njega

sila je sve slabija. Ovo je u potpunoj saglasnosti sa gustinom ekvipotencijalnih linija.

Polje

Definicija materije je da je materija supstanca i fizicko polje. Svako
telo, samim tim materijalno, stvara polje oko sebe. Telo moZe da
stvara i viSe polja razli¢ite vrste. Na primer, proton posto je naelek-
trisan je izvor elektri¢nog polja, ali posto ima masu onda je izvor i
gravitacionog polja.

Ako se dva tela nadu na dovoljno bliskom rastojanju da po¢nu da
interaguju, to zapravo znaci da telo interaguje sa poljem drugog tela.
Interakcija je posledica postojanja polja, pa samim tim i sila kao mera
interakcije. Zanimljivo je koliko je Njutn dobro shvatao sustinu dina-
mike, kada je napisao da svaka sila ima materijalnu prirodu (odeljak
3). Nije znao za polje, bar ne u danasnjem smislu, ali je vrlo dobro
razumeo Sta je uzrok interakciji.

Dakle, polje postoji ako postoji izvor, i za to je dovoljno jedno telo.
Sila je mera interakcije, a za interakciju su potrebna dva tela.

Kao i sila i polje moze da zavisi od poloZaja u prostoru, brzine
izvora polja i vremena. Ako polje ne zavisi od vremena naziva se
stacionarnim poljem. Stacionarno polje je uvek isto u istoj tacki pro-
stora. U stacionarnom polju i sila koja deluje na telo koje se u njemu
nade je takode stacionarna.

Fizi¢ka veli¢ina koja karakteriSe polje je jacina polja, ili vektor jacine
polja.

Na primer, ako dva tela interaguju gravitacionom silom, onda je
F = —yni—zMer. Veli¢ina —’erzer je odredena samo osobinama jednog
tela, koje je izvor polja, i rastojanjem od njega, pa ona predstavlja
jac¢inu gravitacionog polja, G = f'erzer. Gravitaciona sila je tada
jednaka F = mG. Potrebno je drugo telo, mase m, da bi doslo do
interakcije (isti zaklju¢ak bi se dobio i da je telo mase m uzeto za
izvor polja).

Na slici 5.9 je prikazano gravitaciono (elektri¢no) polje (jednacine
3.813.9). Sfera je docrtana samo da bi se jasnije utila sferna simetrija
polja. Vidi se da je polje jace u blizini izvora, strelice su duZe. Druga
slika (5.10) prikazuje polje elasti¢ne sile (jednacina 3.11). Polje je naj-
slabije u blizini izvora i raste kako se rastojanje od izvora povecava.
Treca slika (5.11) prikazuje homogeno polje, polje koje je isto u celom
prostoru. Takvo polje je (priblizno) polje sile Zemljine teZe (jednacina
3.10).

Ako postoji viSe izvora polja, onda je rezultujuce polje jednako
zbiru polja svih izvora, $to predstavlja princip superpozicije:

G=)_ G
i

Postoje polja za koja moZe da se definiSe skalarna fizi¢ka veli¢ina
koja se naziva potencijal. Za konzervativne sile moze da se defi-
niSe potencijalna energija F - dr = —dU. U slucaju gravitacione sile

Slika 5.9: Gravitaciono (elektri¢no) po-
lje.
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Slika 5.10: Polje elasti¢ne sile.

Slika 5.11: Homogeno polje, na primer
za silu Zemljine teZe.



F =mG, paje G-dr = —dWU. Veli¢ina sa desne strane zavisi samo
od jedne mase, i rastojanja od nje, odnosno od izvora polja, i na-
ziva se potencijal ili skalarni potencijal, u ovom slu¢aju gravitacioni
potencijal.

G-dr=—do,

odnosno
2
/G'dT:(Pl—(pz.
1

Gravitaciona potencijalna energija je U = mg, dok je rad jednak
Ay = m(p1 — ¢2).

Potencijalna energija je definisana samo za konzervativne sile, tako
je i skalarni potencijal definisan samo za ona polja koja daju konzer-
vativne sile. Takva polja se nazivaju potencijalnim poljima. Dakle,
skalarni potencijal je definisan samo za potencijalna polja.

Kao i potencijalna energija, tako je i skalarni potencijal odreden
do na konstantu. Skalarni potencijal je aditivan, odnosno potencijal
viSe izvora polja je jednak zbiru potencijala pojedinac¢nih izvora:

G-dr = ZGi‘dT: —Zd(pi = —qu)i = _d§9/
i i i

odnosno:

o(r) = Y i(r).

Kao i za konzervativne sile, lako se pokazuje da je jacina polja
jednaka negativnom gradijentu skalarnog potencijala:

G=—Vo(r).

U mnogim problemima u fizici je vazno da se zna polje ili po-
tencijal. Cesto je problem jednostavnije resiti kori¢enjem skalarnog
potencijala, a zatim iz njega dobiti polje.

Kineticka energija

Neka se telo, mase m, kre¢e pod dejstvom sila, tako da je rezultu-
juca sila F. Infinitezimalni pomeraj je iz definicije brzine dr = vdt,
dok je rezultujuca sila iz osnovne jednacine dinamike F = m%. Ele-
mentarni rad je A = F-dr = mv -dv. Sa slike 5.12 se vidi da je
skalarni proizvod brzine i prirastaja brzine jednak proizvodu inten-
ziteta brzine i projekcije prirastaja na pravac brzine, sto je jednako
prirastaju intenziteta brzine (sli¢no je bilo sa vektorom poloZaja),
v -do = vdv.

2
§A = modo = d (’"27’) . (5.18)
Rad je jednak promeni fizicke veli¢ine koja se naziva kineticka ener-
gija tela:
2
mo
T=—-. (5.19)
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Polje i skalarni potencijal su odredeni
osobinama izvora polja, jednog tela. Sa
druge strane sila i potencijalna energija
su odredene osobinama vise tela (bar
dva) koja interaguju. Cak i kada go-
vorimo o sili koja deluje na telo koje
se kre¢e u nekom polju, ili odgovara-
jucoj potencijalnoj energiji, implicitno je
ukljucen i izvor polja, dakle opet su u
pitanju dva tela.

Slika 5.12: Promena brzine.
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Ukupan rad je:
A12 = AT = T2 - T1~ (5.20)

Treba voditi ratuna da je rad svih sila koje deluju na telo jednak
prirastaju kineticke energije. Ako su poznati radovi svih sila onda
je prirastaj kineticke energije jednak algebarskom zbiru radova svih
sila koje na telo deluju.

Iz veze kineticke energije i mehani¢kog rada se vidi jo$ nesto va-
Zno. Ako je rad svih sila pozitivan, to onda znaci da se kineticka
energija tela povecava, a ako je negativan ona se smanjuje. Sasvim je
jasno da ako je ukupan rad jednak nuli da se kineti¢ka energija tela
na menja.

Veza izmedu ukupnog rada i kineticke energije vaZi u svim siste-
mima reference, samo se u neinercijalnim sistemima moraju uracu-
nati i radovi inercijalnih sila.

Ukupna mehanicka energija tela

Neka na telo deluje viSe sila, medu kojima su neke konzervativne
a neke nisu. Rezultujuca sila moZe da se napiSe kao zbir rezultujuce
konzervativne sile i rezultuju¢e nekonzervativne sile F = F, + Fy.
Ukupan rad moZe da se napiSe kao zbir rada svih konzervativnih
sila i rada svih ostalih sila A = A + A,x. Rad svih konzervativnih
sila je jednak umanjenju potencijalne energije Ay = —AU, dok je
ukupan rad jednak prirastaju kineticke energije:

AT = Ak + Ank = —-AU+ Ank'

odnosno:
AT+ U) = Ay (5.21)

Zbir kineti¢ke i potencijalne energije je ukupna mehanicka ener-
gija tela E = T 4 U. Zbog toga $to ukupna mehanicka energija tela
zavisi od potencijalne energije i ona je odredena do na konstantu.
Ipak prirastaj ukupne mehanicke energije je uvek isti, bez obzira na
izabrani referentni nivo za potencijalnu energiju. Kona¢no:

AE = Ayy. (5.22)

Prirastaj ukupne mehanicke energije tela je jednak ukupnom radu
svih nekonzervativnih sila koje deluju na telo. Ako na telo ne de-
luju nekonzervativne sile ili ako je ukupan rad nekonzervativnih sila
jednak nuli, onda je ukupna mehanicka energija tela konstantna.

E=T+ U = const. (5.23)

Poslednji iskaz je zakon odrZanja energije za telo koje se kre¢e pod
dejstvom konzervativnih sila.

Vazno je uotiti da konzervativne sile ne menjaju ukupnu meha-
ni¢ku energiju tela, a da samo nekonzervativne mogu da je promene.
To je zakon odrZanja u Sirem smislu, ne samo da daje uslove pri ko-
jima je energija odrzana, nego i daje nacin na koji energija tela moze
da se promeni.

Moze da bude zbunjujuce da rad koji
zavisi od oblika putanje tela, bude
jednak totalnom difrencijalu kineti¢ke
energije, koji ne zavisi od oblika puta-
nje. Kako onda i rad nije totalni dife-
rencijal? Ali to je samo prividno tako.
Brzina zavisi od svih sila koje deluju na
telo, ako su sile nekonzervativne onda
e krajnja brzina zavisiti od toga kojim
putem i koliko dugo se telo kretalo, a to
se ne vidi eksplicitno u izrazu za pro-
menu kineticke energije. Drugim re-
¢ima da bi se izra¢unala konac¢na brzina
tela pri delovanju sila medu kojima je i
neka nekonzervativna, u ra¢un ekspli-
citno ili posredno ulazi i oblik putanje
tela.
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Neka se telo krece u polju konzervativnih sila. Na grafiku (5.13)
je prikazana potencijalna energija tela u zavisnosti od rastojanja do
izvora polja. Posto su sve sile koje deluju na telo konzervativne, onda
je ukupna mehanicka energija konstantna, E = T + U = const. Ako
je poznata potencijalna enerija onda je dovoljno znati i ukupnu da bi
se znala i kineticka T = E — U = const — U. Kineticka energija tela je
uvek pozitivna, pa iz E = T + U sledi da je E > U. Grafik zavisnosti
potencijalne energije od poloZaja tela u prostoru sadrZzi mnogobrojne
vazne informacije. Neka je ukupna mehanicka energija tela Ej, kao
na slici 5.13. Telo moZe da se nade samo u delu prostora u kome je
ukupna mehani¢ka energija veca ili jednaka potencijalnoj. Na slici
su to oblasti u kojima je r € [rp,r3] i ¥ > ry. Oblast r € (r3,r4) je
zabranjena za telo i naziva se potencijalnom barijerom. Vidi se takode,
da ako se telo nade u oblasti ¥ € [rp, 73] ono nema dovoljno ener-
gije da tu oblast napusti, pa se nalazi u potencijalnoj jami. Sa slike
moZe po nesto da se kaZe i o silama. Potencijalna energija za male
vrednosti ¥ do minimuma potencijalne jame opada, onda joj je prvi
izvod po 7 negativan. Sila je negativni gradijent (izvod), pa je onda
radijalna komponenta pozitivna, u smeru porasta r, a to znaci da je
sila odbojna. U tacki minimuma potencijalne jame sila je jednaka
nuli, i to odgovara ravnoteZznom poloZaju tela. Desno od minimuma,
izvod U je pozitivan, komponenta sile negativna, samim tim sila je
privlac¢na. Dakle u potencijalnoj jami sila deluje tako da uvek deluje
na telo tako da teZi da ga vrati u ravnoteZni poloZaj, i ako telo nema
dovoljno energije, ono ne moze da napusti jamu. Pored toga na slici
se vidi i da je poloZaj u kome potencijalna energija ima minimum,
polozaj stabilne ravnoteZe. To se ogleda u ¢injenici da ako se telo po-
meri na bilo koju stranu od minimuma, na njega ¢e delovati sila ka

Slika 5.13:  Energijski dijagram tela u
polju konzervativnih sila.
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minimumu, odnosno ka poloZaju ravnoteZe. PolozZaj u kome poten-
cijalna energija ima maksimum je takode ravnotezan, ali odgovara
nestabilnoj, odnosno labilnoj ravnotezi. Kako god da se telo pomeri
sila deluje tako da telo udaljava od poloZaja ravnoteZe. Kineticka
energija tela je T = E; — U, i prikazana je na srednjoj slici 5.13. U
svakoj tacki u prostoru je moguce odrediti potencijalnu i kineti¢ku
energiju tela (zelene tacke za fiksirano r, na slici). U slucaju kada je
ukupna mehanic¢ka energija ve¢a, na primer Ep, onda ono ima do-
voljno energije da ne bude zarobljeno u jami. Jedino ograni¢enje na
kretanje tela je da ono ne moze da pride drugom telu (izvoru polja)
na rastojanje manje od r1.

Potencijalna energija sistema Cestica

Neka tela u sistemu interaguju isklju¢ivo centralnim silama. Polo-
zZaj svih tela u sistemu, odnosno skup svih koordinata tela predstavlja
konfiguraciju sistema.

Sopstvena potencijalna energija sistema

NEKA SE SISTEM SASTOJI OD DVA TELA koja interaguju. Elementarni
rad sila interakcije na oba tela je:

6A1p = Fp-dry + By - dry.

S obzirom da je F; = —Fy, elementarni rad je A, = Fp - (dry —
drp). Izraz u zagradi je relativni pomeraj tela 1 u odnosu na telo 2,
dr’ = dry —drs.

5A1,2 = P12 . d?"/.

Ukupan rad para sila interakcije koje deluju na dva tela je jednak
radu koji izvrsi jedna od njih delujudi na telo koje se kre¢e u sistemu
reference u kome ono drugo telo miruje. Posto je pretpostavljeno da
su sile interakcije centralne ovaj rad je jednak umanjenju potencijalne

energije sistema:
0A12 = —dlyy,

odnosno:
A1p = —Alyy,

gde AU, zavisi samo od rastojanja izmedu tela.

U sLucCAaju VISE TELA rad svih sila u sistemu je algebarski zbir ra-
dova na svim parovima tela. Za tri tela rad je jednak:

A= Aip+ Az + Az (5-24)

Posto su sve sile centralne svaki od ovih radova je jednak umanje-
nju odgovarajuce potencijalne energije A; ; = —All:

A= —(AUip + AUz + Alps) = —A(Uiz + Uss + Unz) = —AU,
(5.25)
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Slika 5.14: Pomeraji usled interakcije u
sistemu od dva tela.

Sve oznake sugeriSu da se radi o paru
tela, a ne o oznakama pocetnog i kraj-
njeg stanja.
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Slika 5.15: Interakcija tri tela.



gde je Us = Uyy + Uyz + Ups sopstvena potencijalna energija sistema
koja zavisi od trenutnih relativnih poloZaja tela u sistemu, odnosno
od trenutne konfiguracije sistema. Sopstvena potencijalna energija
sistema je potencijalna energija konzervativnih sila interakcije u si-
stemu.

U opstem slucaju svakoj konfiguraciji interagujuceg sistema tela
(Cestica) odgovara odredena vrednost sopstvene potencijalne ener-
gije. Rad svih unutradnjih konzervativnih sila pri promeni te konfi-
guracije je jednak umanjenju sopstvene potencijalne energije sistema,
i ne zavisi od toga kako je sistem promenio konfiguraciju.

AMTZ - _AUS. (5.26)

Sada moze da se dodefinise pojam konzervativnih sila. Konzerva-
tivne sile zavise samo od konfiguracije sistema i njihov ukupan rad
zavisi samo od pocetne i krajnje konfiguracije sistema. Sile koje nisu
konzervativne se nazivaju nekonzervativne.

Sopstvena unutrasnja energija sistema nije aditivnha. Uzmimo na
primer dva sistema, svaki sa dve Cestice u sebi, koji dolaze u kontakt.

Neka su ¢estice u prvom podsistemu oznacene sa 1i 2 a u drugom
sa 3 i 4. Sopstvene unutrasnje energije podsistema su Us; = Uy i
Us;p = Usy respektivno. Ocigledno je da ¢e sopstvena unutrasnja
energija celog sistema pored zbira sopstvenih unutrasnjih energija
podsistema sadrzavati i ¢lanove koji odgovaraju interakciji Cestica iz
jednog podsistema sa esticama iz drugog;:

Us = Usp + Uspr + (Ugz + Uy + Uz + Ups), (5-27)

gde zbir potencijalnih energija u zagradi odgovara potencijalnoj ener-
giji interakcije podsistema. Dakle, sopstvena potencijalna energija
sistema je jednaka zbiru svih sopstvenih potencijalnih energija pod-
sistema i potencijalne energije interakcije izmedu podsistema:

Us = Zusn + Uipt- (5.28)
n

Kao i potencijalna energija jednog tela u polju i sopstvena poten-
cijalna energija sistema je odredena do na proizvoljnu konstantu.
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Slika 5.16: Izolovani podsistemi.
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Slika 5.17: Interakcija podsistema.

ol

Spoljasnja potencijalna energija

Neka se sistem nalazi u spoljasnjem polju konzervativnih sila.
Tada je potencijalna energija celog sistema u spoljasnjem polju jed-
naka zbiru potencijalnih energija svakog tela iz sistema, u spolja-
$njem polju:

Usp = Zuisp- (5.29)
1

Nazovimo ovu potencijalnu energiju spoljasnjom potencijalnom ener-
gijom. Posto analiziramo samo konzervativne spoljasnje sile, onda
je rad svih spoljasnjih sila jednak umanjenju spoljasnje potencijalne
energije sistema u tom polju:

Asp = —DUsp. (5.30)

Primer 5.3
Nacdi potencijalnu energiju sistema tela u polju Zemljnine teZe.

Resenje: Sila Zemljine teZe: F = mg. Potencijalna energija svakog tela u sistemu je jednaka U; = m;gz;.
Spoljadnja potencijalna energija sistema je jednaka Us, = Y ;(m;gz;) = (¥;m;z;)g. Izraz u zagradi je, iz
definicije centra mase, jednak proizvodu mase sistema i z-koordinate centra mase Us, = Mgzcy. Tada je
promena spoljasnje potencijalne energije jednaka AUsp, = MgAzcp.

Disipativne sile

Disipativne sile su sile trenja i sile otpora sredine. Skoro svaka od
ovakvih sila moZe da se prikaZe kao:

F = —f(v)v. (5.31)

Brzina u jednacini 5.31 je brzina tela u odnosu na podlogu (sila
trenja) ili u odnosu na sredinu kroz koju se krece (sila otpora sre-
dine), ili relativna brzina u odnosu na telo sa kojim interaguje silom
ovakvog tipa.
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U zavisnosti iz kog referentnog sistema se posmatra kretanje rad
disipativnih sila mozZe biti pozitivan i negativan. Ali ukupan rad svih
unutras$njih disipativnih sila u sistemu je uvek negativan i znak ne
zavisi od sistema reference.

Primer 5.4
Decak i skejt: Neka skejtbord stoji na horizonntalnoj podlozi. Deak se zalece i skace na skejt. Zaustavlja
se u odnosu na skejt, ali zajedno sa skejtom pocinje da se krece. Za nepokretnog posmatraca kineticka
energija decaka se malo smanjila, pa je rad sile trenja negativan. Gledano iz sistema reference vezanog za
skejt, skejt je mirovao pa se pokrenuo. Samim tim rad sile trenja koja deluje na skejt je pozitivan. Da li je
ovaj zakljucak tacan?

Disipativne sile u sistemu uvek deluju u paru na par tela (po tre-
¢em Njutnovom zakonu).
Elementarni rad za par tela je:

6Ay = Fp - v1dt + B - vpdt,
Posto je Fi; = —F1, onda je:
Ay = Fy - (v —vy)dt.
Posto je Fi; = —f(v)vr = —f(v)v, a v je relativna brzina, onda je
0Ay = —f(v)v - vdt = —f(v)v?dt.

Ako je (a uvek jeste) f(v) pozitivna funkcija, onda je elementarni rad
disipativne sile za par proizvoljnih tela uvek negativan, 6A; < 0.

Kineticka energija sistema

Slika 5.18: Disipativne sile.
Rad svih sila koje deluju na proizvoljno telo u sistemu je jednak

promeni njegove kineticke energije. Ukupan rad svih sila koje deluju
u sistemu i na sistem je jednak:

A:Z&:Zﬁﬂ:AZn:An (5.32)
1 1 1

gde je T ukupna kineticka energija sistema. Dakle, rad svih sila koje
deluju na sva tela u sistemu je jednak prirastaju kineticke energije si-
stema. Ova relacija vaZi u svim sistemima reference (u neinercijalnim
u rad je ukljucen i rad inercijalnih sila).

Kineticka energija je aditivna veli¢ina, posto ne zavisi eksplicitno
od interakcije tela u sistemu.

Ako u sistemu postoje disipativne sile, onda one smanjuju kine-
ticku energiju (izolovanog) sistema.

Ukupna mehanicka energija sistema

Rezultujuca sila svih sila koje deluju u sistemu tela je zbir rezul-
tujuce unutrasnje i rezultujuce spoljasnje sile:

F = Fy + Fp.
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Rezultuju¢a unutrasnja sila je zbir svih konzervativnih i svih disi-
pativnih sila:
Fin = F + Fyr.

Ukupan rad je jednak prirastaju kineticke energije sistema, a sa
druge strane je jednak zbiru radova svih konzervativnih, disipativnih
i spoljasnjih sila:

AT = Aun + Asp = Ap + Agy + Asp.

Kao sto je pokazano rad svih unutrasnjih konzervativnih sila je
jednak umanjenju sopstvene potencijalne energije sistema. Kada se
to zameni u gornju jednacinu, dobija se:

AT + AUs = Agy + Asp.

Clan na levoj strani je promena mahanitke energije sistema (E =
T+ us)i

Dakle, algebarski zbir radova svih disipativnih i spoljasnjih sila
je jednak prirastaju (ukupne) mehanicke energije sistema. Ukupna
mehani¢ka energija zavisi od brzina Cestica, vrste interakcije i konfi-
guracije sistema. Zbog potencijalne energije u njoj odredena je do na
konstantu i nije aditivna veli¢ina. U slu¢aju sloZenog sistema koji se
sastoji od nekoliko podsistema ukupna mehanicka energija je:

E= ZEi + Ujnt, (5-34)
1

gde su u sumi ukupne mehanicke energije podsistema, a U, je po-
tencijalna energija interakcije izmedu podsistema. Izraz 5.33 vazi u
svim referentnim sistemima.

Zakon odrZanja mehanicke energije

Iz izraza 5.33 moZe da se zakljudi jo$ jedna vaZna stvar. Ako je si-
stem izolovan i ako u njemu nema disipativnih sila, onda se ukupna
mehanicka energija sistema ne menja tokom kretanja. Odnosno:

E =T + Us = const. (5-35)

Ovo je formulacija zakona odrZanja energije. Na osnovu njega
moze da se da jo$ jedna definicija konzervativnog sistema. Kon-
zervativan sistem je onaj sistem Cija je ukupna mehanicka energija
konstantna.

Zakon odrzanja energije dozvoljava promenu kineti¢ke i potenci-
jalne energije, ali njihov zbir je uvek isti. Sasvim je jasno da zakon
odrZanja energije vaZi samo u inercijalnim sistemima (kao i za jedno
telo, odeljak 5).

Ako u izolovanom sistemu postoje disipativne sile, onda se tokom
kretanja ukupna mehanicka energija sistema smanjuje, AE = Ag <
0. Drugim re¢ima energija sistema se tro$i na rad protiv disipativnih
sila.



Zakon odrZanja energije u ovom obliku ve¢ sugeriSe univerzalni
zakon odrZanja energije. On pored uslova za odrZanje energije preci-
zira i nacine na koje sistem gubi mehanic¢ku energiju. Ali upravo ¢i-
njenica da su i nacini gubitaka mehanicke energije odredeni sugerise
da ako se energija uzme u najSirem smislu, ona mora biti odrzana.
Samo tokom vremena ona moZe da promeni oblik. Zakon odrZanja
energije je univerzalni zakon prirode, i prevazilazi oblasti vaZenja
klasi¢ne mehanike.

Mehanicka energija neizolovanog sistema moZze da bude odrZzana
ako spoljasnje sile kompenzuju rad disipativnih sila u sistemu.

Mehanicka energija sistema u spoljasnjem polju

Neka se sistem nalazi u stacionarnom spoljasnjem polju. Onda
se ukupan rad spoljasnjih sila moZe napisati kao zbir radova svih
konzervativnih i ostalih, nekozervativnih, sila:

Asp = A, + AZ).

Rad konzervativnih spoljasnjih sila je jednak umanjenju spoljasnje
potencijalne energije A’s‘p = —AU;p. Kada se to uvrsti u izraz 5.33
dobija se:

A(T + U + Usp) = AE' = Alj, + AT, (5.36)

gde je E' ukupna mehanic¢ka energija sistema u spoljasnjem stacio-
narnom i konzervativnom polju. Tada mozZe da se kazZe da je ukupna
mehanicka energija sistema u spoljasnjem stacionarnom i konzerva-
tivhom polju konstantna ako nema spoljasnjih nekonzervativnih sila
i unutrasnjih disipativnih sila.

Evo nekoliko primera kretanja u polju spoljasnjih konzervativnih
sila. Zamislite dva tela spojena oprugom koja padaju u homogenom
gravitacionom polju, bez otpora vazduha. Kretanje svakog pojedi-
nacnog tela moze da bude vrlo sloZeno. Ipak, posto je spoljasnja sila,
gravitaciona, konzervativna, kao i sila kojom tela interaguju (ela-
stitna), onda je ukupna mehanicka energija sistema odrZana. Kor-
S¢enje zakona odrZanja znacajno olakSava analizu ovog problema.
Ili sistem Zemlja-Mesec u gravitacionom polju Sunca. Analiza kre-
tanja Zemlje i Meseca u gravitacionom polju Sunca takode moZze da
bude tezak zadatak, ipak ovaj sistem je konzervativan jer su i unutra-
$nja (interakcija Zemlja - Mesec) i spoljasnja sila (gravitaciono polje
Sunca) konzervativne.

Jo$ jedan ilustrativan primer koji moze da se analizira tako $to
se posmatra transformacija mehani¢ke energije je sportska disciplina
skok motkom. Atletic¢ar(ka) se zale¢e nose¢i motku. Ubrzava pri za-
letu i tako povecava kineticku energiju. Na mestu skoka motka se
postavlja u leziSte, sto omogucava da se veliki deo kineticke energije
pretvori u potencijalnu energiju motke koja se pod dejstvom atleti-
¢arke savija. Kada se motka dovoljno savije, poc¢inje da se ispravlja
i tako vrsi rad povecavajuéi potencijalnu energiju skakacice, tako sto
je podiZe na visinu koja je dovoljna za preskakanje letvice. Potrebno
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Slika 5.19: Skok motkom.
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je samo voditi ra¢una da je ovo pojednostavljen opis, i da su zane-
mareni gubici energije (pre svega zbog sile trenja sa podlogom i sile
otpora vazduha).

Mehanicka energija u sistemu centra mase

Sistem (fizicki) se posmatra iz dva sistema reference, nepokret-
nog K, i sistema centra mase. Veza izmedu brzina u nepokretnom i
sistemu centra mase je:

v; =0 + Vem,

gde je v; brzina tela u sistemu centra mase, a V) brzina centra mase.
Kineticka energija sistema je:

2
m; s 1 _
T =) ;:EZWWWWMV
i i
=2 2
m;ovs _ m;V;
= Lt lmitiVem+ =5
i i

i
= MV
= T+ Vem- | Ymw; | + —M.
CM (; i 1) 2
Srednji ¢lan u sebi ima zbir impulsa svih cestica u sistemu centra
mase, a kao $to je pokazano ranije taj zbir je uvek jednak nuli. Kine-
ticka energija sistema tela je tada:

- MV?
T=T+ % (5.37)

Drugi ¢lan je kineticka energija centra mase, kao da se jedno telo
sa masom koja je jednaka ukupnoj masi sistema krece brzinom koja
jednaka brzini centra mase.

Sopstvena unutrasnja energija zavisi samo od konfiguracije si-
stema. Konfiguracija sistema je ista u bilo kom sistemu reference,
pa samim tim i sopstvena potencijalna energija.

Ukupna mehanicka energija je jednaka zbiru kineticke i sopstvene
potencijalne:

~  MV? - MV?
E=T+U=T+—HM+U=E+—=, (539

gdeje E = T + Us, i naziva se unutrasnja mehanitka energija sistema.
Termin ima vrlo opravdan naziv. Unutrasnja mehanicka energija si-
stema je zbir kineticke energije sistema u sistemu centra mase, a ona
potice od kretanja tela unutar sistema, i sopstvene potencijalne ener-
gije koja potice od interakcije tela u sistemu.

U izolovanom sistemu:

AE = AE. (5:39)

Prirastaj mehanicke energije sistema tela u bilo kom inercijalnom
sistemu reference je jednak prirastaju unutrasnje mehanicke energije
sistema. Ako je izolovan sistem konzervativan mehanic¢ka energija
sistema je odrzana u bilo kom inercijalnom sistemu. Ovo je potpuno
u skladu sa Galilejevim principom, odeljak 3.



Sudari

Znacajan problem u fizici je problem dva tela koja se krecu, inter-
aguju medusobno vrlo kratko vreme, i usled interakcije im se menja
nadin kretanja. Ako se interakcija dovoljno slaba, odnosno ako se ona
mozZe svesti samo na direktni kontakt tela, onda se govori o suda-
rima. Ako interakcija nije zanemarljiva onda je to problem rasejanja.

Jedan od standardnih sistema reference u kojima se analiziraju
sudari je inercijalan sistem u odnosu na koji se tela krecu, i koji se
naziva laboratorijski sistem reference. Pored toga problem dva tela
se jednostavno postavlja i u sistemu centra mase, odeljak 4:

e impulsi tela su suprotno usmereni i istog su intenziteta, p; =
u(v1 — v2), p2 = u(vy —v1), gde je u redukovana masa sistema
dva tela;

~ 52
¢ kineticka energija sistema je T = 57: ;

e ako tela interaguju, ukupna mehanitka energija je E = T + U.
Radi jednostavnosti mogu se uvesti i slede¢a pojednostavljenja:

¢ laboratorijski sistem je inercijalan;

* sistem dva tela je izolovan;

¢ impulsi tela pre i posle sudara odgovaraju dovoljno velikim rasto-
janjima izmedu tela da se potencijalna energija interakcije moze
zanemariti;

¢ dimenzije tela se mogu zanemariti, odnosno tela se kre¢u samo
translatorno, ne rotiraju ni pre ni posle sudara.

Sudari se mogu podeliti na (apsolutno) eleasti¢ne, neelasti¢ne i
apsolutno neelasti¢ne. Neelasti¢ni sudari su svi sudari u kojima me-
hani¢ka energija sistema nije odrzana, odnosno u kojim se deo me-
hanicke energije gubi, to jest deo prelazi u druge oblike energije. S
obzirom da se posmatra izolovani sistem od dva tela, onda je impuls
takvog sistema uvek odrzan. Elasti¢ni sudari su oni kod kojih se
gubitak mehanicke energije tokom sudara moZe zanemariti, odno-
sno moze se uzeti da je mehani¢ka energija odrzana. S obzirom da
je interakcija izmedu tela zanemarljiva mehanicka energija sistema
je jednaka kineti¢ckoj energiji. Dakle pod navedenim uslovima, im-
puls sistema je uvek odrzan, a kineti¢ka energija je odrzana samo pri
eleasti¢nim sudarima.

Apsolutno neelasticni sudar

Specijalan slucaj neelasti¢nih sudara je apsolutno neelasti¢an su-
dar. To je sudar pri kome tela koja se sudaraju posle sudara nasta-
vljaju da se kre¢u kao jedno telo. Neka se tela masa m; i my, pre
sudara kre¢u brzinama v; i vy, respektivno.

Impuls sistema je odrzan, pa je:

myvy + mpvy = (my +my)V,
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Slika 5.20: Apsolutno neelasti¢ni sudar,
u laboratorijskom sistemu.
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gde je V brzina novonastalog tela posle sudara.
Brzina tela posle sudara

V= mqv1 + M0y
mq + my

je jednaka brzini centra mase.

Pri apsolutno neelasti¢cnom sudaru se izgubi deo kineticke ener-
gije sistema dva tela. Gubitak energije je jednak razlici kineticke
energije sistema posle i pre sudara. Posto je sistem izolovan onda je
gubitak energije isti i u laboratorijskom i u sistemu centra mase:

Q=AT=T-T.

Posle sudara telo miruje u sistemu reference vezanom za njega, pa je
T’ = 0. Onda je gubitak energije jednak negativnoj kineti¢koj energiji
sistema pre sudara:
K U%el
Q= o

U sistemu centra mase se dobijeni rezultati vrlo lako vide i bez ra-
¢una. Sistem je izolovan, pa je brzina centra mase konstantna. Posle
sudara postoji samo jedno telo pa se ono mora kretati brzinom koju
je imao centar mase pre sudara.

U sistemu centra mase dinamika dva tela koja mogu i da intera-
guju je potpuno ekvivalentna dinamici koju imaju dva tela koja ne
interaguju, jedno ima masu kao i ceo sistem i kre¢e se brzinom centra
mase, a drugo ima masu koja je jednaka redukovanoj masi sistema i
krece se brzinom koja je jednaka relativnoj brzini jednog tela u od-
nosu na drugo, takozvana relativna ¢estica. Posle sudara ostaje samo
telo u centru mase, relativna Cestica nestaje. Pre sudara je ukupna
kineti¢ka energija jednaka zbiru kineti¢kih energija centra mase i re-
lativne Cestice, a posle sudara je ukupna kineticka energija jednaka
kineti¢koj energiji centra mase. PoSto se brzina centra mase ne me-
nja, ne menja se ni kineticka energija centra mase. Dakle sistem je
izgubio energiju koja je jednaka energiji relativne cestice.

Elastic¢ni sudar

Pri elasti¢cnom sudaru nema gubitaka energije, pa je onda ukupna
mehanicka energija sistema, odnosno ukupna kineticka energija si-
stema odrzana. Na osnovu pravca kretanja sudari se mogu podeliti
na Ceone i neCeone sudare.

PRI CEONOM SUDARU oba tela se i pre i posle sudara kre¢u duz is-
tog pravca. Postoje dve moguénosti za ¢eoni sudar. Jedna je slucaj
u kome tela idu jedno ka drugom, odnosno brzine su im suprotno
usmerene, a druga da jedno telo ide ka drugom, sustizudi ga, od-
nosno brzine su im u istom smeru pre sudara. Ako se ceo problem
posmatra iz sistema centra mase nema potrebe razdvajati ova dva
slucaja.

my o

Slika 5.21: Apsolutno neelasti¢ni sudar,
u sistemu centra mase.
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U sistemu centra mase impulsi dva tela su uvek suprotno usme-
reni, i istog su intenziteta, pre i posle sudara:

Prtpm=p1+r,=0
odnosno:
p1=—p2 pi=—p>
Kineticka energija sistema je jednaka kinetickoj energiji relativne

Cestice, i to vaZi i pre i posle sudara. U slucaju elasti¢nog sudara se
kineti¢ka energija sistema ne menja:

—2 —2
n_Wh__ ()

2u 2u 2u 2u

7

pa se intenzitet impulsa oba tela ne menja zbog sudara, u sistemu
centra mase:

il = 1"l [p2l = [Pl
S obzirom da se pravac kretanja ne menja, postoje samo dve mo-
gucnosti za koje se intenzitet impulsa ne menja:

pi=pilipi=—p, i=12

Prva mogucénost nema smisla za ovu postavku problema, odnosno
moguca je samo ako se tela ne dodirnu tokom kretanja, tako da ostaje
druga moguénost. Usled sudara impulsi oba tela u sistemu centra
mase samo promene smer:

pi=—p; (5.40)

S obzirom da je:

pi = m;v;,

onda se lako vidi da i brzine tela u sistemu centra mase samo pro-
mene smer usled ¢eonog sudara: m .

51' = —v’i.
. . . = e
Brzine tela u laboratorijskom sistemu su onda: - .—> ---------

/ iy ~ Slika 5.22: Ceoni sudar.
v; =Vem +v'i = Vem — 9 = Vem — (vi — Vem), >
odnosno:
"01( = ZVCM — 0;.

Analizom ove relacije mogu da se dobiju svi mogudi slucajevi pri
¢eonom sudaru. U zavisnosti od toga kakve su brzine tela pre sudara
i kolike su im mase, brzine posle sudara mogu da budu i u istom
smeru kao i pre, ili u suprotnom. Ako su, na primer, mase tela
jednake, onda je brzina centra mase jednaka srednjem vektoru brzine
Vem = %(vl + v7), pa su brzine tela posle sudara jednake:

v] = vy, odnosno v5 = vy.
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PRETPOSTAVIMO DA PRI NECEONOM SUDARU jedno od dva tela koja
se sudaraju miruje. Zovimo ga nadalje metom. U sluc¢aju kada nema
interakcije izmedu tela, i kada je sistem tela izolovan, onda je ovaj
sistem u kome jedno telo miruje inercijalan i potpuno ekvivalentan
laboratorijskom. Drugo telo, koje se kre¢e, moZemo da nazovemo
projektilom.

U sistemu centra mase $to se intenziteta impulsa tice sve ostaje isto
kao i kod ¢eonog sudara, intenzitet se ne menja, jedino se promeni
pravac duZz koga se tela kre¢u posle sudara. Uzrok promene pravca
je interakcija tela tokom sudara.

Ako izratunamo impulse tela u laboratorijskom sistemu, posle su-
dara, dobijamo:

p1 = mo=m(Vem+0) =mVem+p1,  (541)
plz = Tl’lzvé = ml(VcM + ’UNZ/) =myVepm + ﬁi/. (5.42)
Posto je p1’ = —p2’, kada saberemo ove dve jednacine dobijemo:

p1+ py = (my 4 m2) Ve

Iz izraza za brzinu centra mase koja je izraZena preko impulsa,

pitp2
mq+my

0, dobija se da je:

= Vi, 1 pretpostavke da drugo telo pre sudara miruje, p, =

(my +m2)Vem = p1,
odnosno:
Pi+p2=pL (5-43)
Sto i nije preveliko iznenadenje, zato Sto je dobijena jednacina za
zakon odrzanja impulsa.

Ove izvedene veze izmedu impulsa i brzina tela pre i posle sudara
¢e nam biti potrebne za konstrukciju dijagrama impulsa.

Vektorski dijagram impulsa

Impulsi tela posle sudara se mogu prikazati kao zbir dva vektora
(jednacine 5.41). Vidi se da su prvi, kao i drugi sabirci vektori duz is-
tih pravaca. Oba prva sabirka su proporcionalna brzini centra mase,
dok su impulsi tela posle sudara u sistemu centra mase suprotno
usmereni. To znaci da na slici na kojoj su prikazani impulsi tela u
laboratorijskom sistemu (slika 5.24), postoji tatka, O na primer, koja
deli duz AB na dva dela, u odnosu m; : my, kao $to je prikazano
na slici 5.25. Tada je duz OC jednaka intenzitetu impulsa tela posle
sudara u sistemu centra mase.

Impuls tela 1 u sistemu centra mase je p1 = u(v; — v3). Posto
je laboratorijski sistem izabran tako da je u njemu brzina tela 2 jed-

naka nuli (v, = 0), onda je p1 = pwv;. Tada je pvy = ;15201 Sa
druge strane, brzina centra mase je Vcp = m'?ﬂz. Vidi se da je
p1 = myVepy, odnosno pp = ﬁpl. Impuls(i) tela pre sudara u

sistemu centra mase su paralelni impulsu tela 1, pre sudara, u labo-
ratorijskom sistemu i duzina odsetka OB je jednaka intenzitetu |p1|.
S obzirom da se intenziteti impulsa tela u sistemu centra mase ne

P |2

P2

Slika 5.23: Apsolutno elasti¢ni ne¢eoni
sudar. Impulsi u sistemu centra mase.

B

Slika 5.24: Apsolutno elasti¢ni neceoni

sudar.
stemu.

Impulsi u laboratorijskom si-



mVen O m2Vem mVen O P

menjaju usled sudara onda je i duZina odsecka OC = OB, odnosno
tatke B i C leZe na kruznici polupre¢nika m; Ve, sa centrom u tacki
0.

Pored impulsa i uglovi izmedu impulsa zavise od izbora referent-
nog sistema. Neka je ugao izmedu pravaca kretanja prvog tela pre
i posle sudara, 8 = Z(p1,p}), ugao rasejanja (skretanja projektila)
projektila u laboratorijskom sistemu reference, i § = Z(p, p}) u si-
stemu centra mase. Ugao izmedu impulsa tela 1 i 2 posle sudara
u laboratorijskom sistemu reference je « = Z(p}, p5). Svi uglovi su
prikazani na slici 5.25.

myVem

(6] Pi

Neka se telo mase m; krece brzinom vy, i apsolutno elasti¢no su-
dara sa telom mase m;, koje je pre sudara mirovalo. Izvedene relacije
i zaklju¢ci nam omogucavaju da formuliSemo pravila za konstrukciju
dijagrama impulsa:

* Nacrtati vektor p;. Neka su njegovi krajevi oznaceni sa A i B,
slika 5.26.

* Odrediti mesto tacke O, koja se nalazi na rastojanju my Ve od
tacke B.

® Nacrtati polovinu kruznice poluprecnika koji je jednak impulsu
tela u sistemu centra mase, |1/, sa centrom u tacki O.

® Svaka tacka na kruznici odgovara jednoj od mogucih situacija po-
sle sudara.

Jasno je da je za konkretan sudar potrebno znati jo$ neki podatak o
kretanju tela nakon sudara. Na primer, ako bi se znao ugao rasejanja
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Slika 5.25: Apsolutno elasti¢ni ne¢eoni
sudar. Dijagram impulsa.

Slika 5.26: Konstrukcija dijagrama im-
pulsa.

Slika 5.27: Moguce situacije posle ela-
sti¢nog sudara dva tela.
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projektila, onda bi postojala samo jedna moguc¢nost za impulse tela
posle sudara. Ipak i u ovako opstem obliku moguce je uociti nekoliko
vaznih stvari. U zavisnosti od odnosa masa postoje tri slucaja, slika

5.27:

* my < mp, tatka A je unutar kruga. 0 <0 < Fia > 7.
* my = my, tatka Ajenakruznicii0 <6 < Jia = 7.
* my > my, tatka AjevankrugaiO < 0 < Oy ia < 7.

Bez obzira na opstost, vidi se da je ukoliko je projektil manje mase
od mete, ugao pod kojim se razle¢u tela posle sudara uvek tup. Ako
su projektil i meta jednakih masa, onda je ugao rasejanja uvek prav.
Posebno je zanimljiv slu¢aj kada projektil ima ve¢u masu od mete.
Onda za svaki ugao skretanja projektila postoje dva moguca rezultata
sudara. Dakle, nije vise dovoljno znati ugao skretanja projektila da
bi slucaj bio jednoznacan. Pored toga, postoji najve¢i moguéi ugao
skretanja projektila 6,,,x, koji je odreden odnosom masa tela 5.28.

Sa slike je jasno da je sin Oy = 95 = 9B — X

Dijagrami impulsa daju dosta informacija o sudarima, ali bez kon-
kretnih podataka ne mogu dati jedinstveno krajnje resenje.

Dijagrami impulsa se mogu konstruisati i za neelasti¢ne sudare,
ali je metod nesto sloZeniji, i prevazilazi okvir ovog kursa. Detalji se
mogu nacdi u Irodovljevoj knjizi I. E. Irodov [1980].

Slika 5.28:

Maksimalan ugao rasejanja.

Zadaci

Rad i snaga

5.1 Procenite da li je ukupan rad prikazan na slici 5.2 klatna?

nog perioda rotacije ravni oscilovanja Fukoovog

5.2

53

54

pozitivan ili negativan?

Telo klizi po hrapavoj horizontalnoj podlozi. Pu-
tanja je kruznica polupre¢nika R. Naci rad sile
trenja za vreme za koje telo napravi pun krug.
Da li rezultat zavisi od putanje tela?

Na telo koje se kreée deluje nekoliko sila tako da
rezultujuca sila nije jednaka nuli. Prilikom kreta-
nja na nekom putu ukupan rad svih ovih sila je
jednak nuli. Da li na osnovu ovoga moZe nesto
da se kaZze o pravcu i smeru rezultujuce sile?

Koliki rad izvrsi Koriolisova sila tokom jed-

55

5.6

57

Na pravom horizontalnom putu automobil ubr-
zava tako $to motor razvija konstantnu snagu.
Kakvo je ubrzanje automobila tokom ovakvog
ubrzavanja?

Poslednjih godina vrlo su popularne trke uz ste-
penice. Najveca visinska razlika je u trci uz Aval-
ski toranj, 136 m. Rekord iznosi 3 minuta i 21
sekunda. Kolika je srednja snaga bila potrebna
rekorderu da se popne za ovo vreme? Sta biste
rekli, da li je rezultat realistican? Objasnite.

Promenom koordinatnog sistema ¢esto mozZemo
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5.14

da promenimo znak nekim fizi¢kim veli¢inama.
Da li moZemo da tako promenimo koordinatni
sistem da rad promeni znak? Objasnite.

Lift je okacen o nesitegljivu sajlu koja ga podize
konstantnom brzinom. Koji je znak ukupnog
rada izvrSenog nad liftom?

Kada krece, lift iz prethodnog primera ubrzava.
Po tre¢em Njutnovom zakonu lift deluje na sajlu
silom istog intenziteta kao i sila kojom sajla vuce
lift. Da li je ukupan rad onda jednak nuli? Ako
jeste, kako onda lift povecava kineti¢ku energiju?

Sila deluje na elasti¢nu oprugu, istegne je za du-
Zinu x od ravnoteZznog poloZaja, i izvrsi rad A.
(a) Ako deluje dvostruko jaca sila koliko ¢e biti
istezanje? Koliki ¢e rad izvrsiti ova sila? (b) Ako
pocetna sila treba da istegne oprugu za 2x koliki
rad ¢e izvrsiti (u poredenju sa A)?

Od vaseg stana do fakulteta ima 5 km. Resili
ste malo da popravite kondiciju pa ne koristite
prevoz. Ako pretréite ovaj put, brzinom 10 kTm
potrebna snaga je oko 700 W. Ako lagano pre-
pesacite, brzinom od 3 kTm, snaga je oko 290 W.
Za koji nacin vam treba vise energije? Zasto in-
tenzivnije veZbe sagorevaju manje energije nego
manje intezivne?

RADIM KAO KONJ Radnik treba da utovari san-
duke u kamion. Svaki sanduk mase 30 kg treba
podiéi na visinu od 1 m, do prikolice kamiona.
Koliko sanduka radnik treba da podigne za je-
dan minut da bi radio (a) snagom od pola konj-
ske snage?; (b) snagom od 100 W?

Dok lebde insekti pri svakom zamahu krilima
na dole, deluju silom koja je dvostruko veca od
njihove teZine. Ako je masa insekta oko 10 g, i
ako je prosecan put koji krila predu pri zamahu
nadole oko 1 c¢m, i ako insekt napravi oko 100 ta-
kvih zamaha u sekundi, odredite srednju snagu
insekta pri lebdenju.

Kroz ljudsko srce dnevno prode oko 7500 [ krvi.
Ako pretpostavimo da je rad pri pumpanju to-
like koli¢ine krvi jednak radu potrebnom da se
ista tolika koli¢ina krvi podigne na visinu pro-
sene osobe (neka bude 1.7 m), izra¢unati rad
koji srce izvr$i za jedan dan. Kolika je snaga
srca, pod ovim pretpostavkama?

Konzervativne sile i potencijalna energija

5.15

5.16

5.17

5.18

5-19

5.20

5.21

22

5-23
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Sila Zemljine teZe mg je konzervativna, a kako
onda sila trenja klizanja, koja deluje na telo koje
klizi po horizontalnoj podlozi, umg nije?
Potencijalna energija konzervativne sile je
U(r) = A - r. Izraunati silu.

Kako izgledaju ekvipotencijalne povrsi za ela-
sti¢nu i gravitacionu silu?

Student je na ¢asu ¢uo da je samo promena po-
tencijalne energije vazna, pa je odlucio da u za-
datku sa elasticnom oprugom uzme da je poten-
cijalna energija jednaka nuli onda kada je opruga
istegnuta za x1, odnosno da je U = §(x — x1)2.
Da li je ovo ta¢no? Objasnite.

Dva majstora popravljaju krov na nekoj kuéi. Je-
dan je na krovu a drugi pored kuce. Majstoru
na krovu ispada ceki¢ i slobodno pada na ze-
mlju. Postavimo dva referentna sistema kod sva-
kog majstora po jedan. Nulti nivo potencijalne
energije u sistemu na krovu je na krovu, a u si-
stemu na zemlji je na zemlji. Da li je potencijalna
energija ¢ekica ista u svakom trenutku u oba re-
ferentna sistema? Da li je kineticka energija ce-
kica ista? Da li je promena potencijalne energije
ista u oba sistema?

Telo se kre¢e pod dejstvom konzervativne sile.
U nekoj talki sila je jednaka nuli. Sta se moZe
re¢i o potencijalnoj energiji u toj tacki: i potenci-
jalna energija je jednaka nuli, potencijalna ener-
gija ima maksimum, potencijana energija ima
minimum, potencijalna energija ima ekstrmum?
Podigli ste knjigu na neku visinu iznad stola.
Tokom podizanja kog znaka je rad gravitacione
sile? Da li se gravitaciona potencijalna energija
povecava ili smanjuje? Kada pustite knjigu da
padne na sto kog znaka je rad gravitacione sile?
Da li se gravitaciona potencijalna energija pove-
¢ava ili smanjuje?

Drvena kocka je zakacena za kraj opruge. Kocka
je pomerena tako da se opruga sabila. Kog je
znaka rad sile elasti¢nosti pri sabijanju opruge?
Da li se potencijalna energija opruge povecava ili
smanjuje?

Dva kamena razli¢itih masa su ispaljena sa ho-
rizontalne povrsi, vertikalno naviSe uz pomo¢
sprave sa oprugom. Za oba kamena opruga je
bila identi¢no sabijena. Ako se otpor vazduha i
masa opruge moZze zanemariti koja od slede¢ih
tvrdnji je tacna: (a) Oba kamena ¢e dostiéi istu
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maksimalnu visinu; (b) Oba kamena ¢ée u najvi-
$0j tacki putanje imati istu potencijalnu energiju,
ako se u oba slucaja nulti nivo potencijalne ener-
gije nalazi u tacki ispaljivanja kamenja. 5.30
Na neko telo deluje sila F = kx, gde je k pozi-
tivna konstanta. Da li je ova sila konzervativna?
Ako jeste, skicirati potencijalnu energiju. Da li

je u tacki x = 0 ravnotezni polozaj? Da li ¢e se

telo vrlo malo pomereno iz ovog poloZaja vratiti

u njega pod dejstvom date sile?

Dva tela interaguju konzervativnom silom. Sila
moze biti privlacna ili odbojna. Ako izaberemo
nulti nivo potencijalne energije za beskona¢no
rastojanje izmedu tela, objasnite za$to je u tom
slu¢aju, za konacno rastojanje izmedu tela, po- 5.31
tencijalna energija pozitivha za odbojnu, a nega-
tivna za privla¢nu silu?

Potencijalna energija sile F je U = ax*, gde je a
pozitivna konstanta. Kako je usmerena sila F?
Nutritivna kalorija je jednaka energiji od 4186

J, i mera je energije koja se oslobodi iz hrane

pri varenju. Jedna plocica od Zitarica i suvog 5.32
voca ima 150 nutritivnih kalorija. Kada pojedete
jednu ovakvu plocicu, na koju visinu treba da se
popnete da biste potrosili svu dobijenu energiju? 5.33
Kolika ¢e biti visina ako se samo 15% energije
plocice moze iskoristiti za mehani¢ku energiju?
U odnosu na svoju veli¢inu buva je jedan od naj-
boljih skakaca u Zivom svetu. Buva duZine 2 5.34
mm, mase 0.5 mg moZe da skoci i do 20 cm uvis.

(a) Kolikom brzinom buva odsko¢i od podloge

pri ovakvom skoku? (b) Kolika je kineticka ener-

gija buve pri odskoku, i kolika je kineticka ener-

gija po jedinici mase? (c) Kada bi skakac u vis, 535
visok 2 m i mase 775 kg, mogao da sko¢i uvis isto
koliko i buva u odnosu na njenu duZzinu, kolika
bi bila visina tog skoka? Kolika bi mu brzina bila
potrebna pri odskoku da izvede takav skok? (d)
Prose¢na visina skoka uvis iz mesta je oko 60 cm,
kolika je kinetitka energija po jedinici mase ska- 5-36
kaca iz pitanja pod (b)? (e) Odakle buvi tolika 5.37
energija za skok?

Tetive u naSem telu sluZe za povezivanje misica

sa kostima. Pretpostavimo da za njih vazi Hu-

kov zakon. Utvrdeno je da opterecenje od 250 g 5.38
izaziva istezanje od 1.25 cm tetive. (a) Naci ko-
eficijent elasti¢nosti tetive. (b) Maksimalna sila
koju tetiva moZe da izdrZi a da ne pukne je 140

N. Koliko je istezanje tetive pri delovanju ovo-
like sile? Kolika je potencijalna energija tetive
pri ovakvom istezanju?

Treba da napravite oprugu koja ¢e biti upotre-
bljena u spejs Satlu, da lansira satelit mase 1200
kg, brzinom 2.5 %, dok je $atl u orbiti oko Ze-
mlje. Maksimalno ubrzanje koje satelit moZe da
dobije je 5g. Ako se masa opruge, uzmak 3a-
tla pri ispaljivanju satelita, kao i promene gra-
vitacione potencijalne energije mogu zanemariti,
odrediti kolika je konstanta elasti¢nosti opruge?
Koliko opruga treba da bude sabijena pre ispa-
ljivanja satelita?

Kineti¢ka i ukupna mehanicka energija

Glavica kupusa mase 1 kg slobodna pada sa
stola, verikalno, brzinom od 5 7, knjiga mase 1
kg klizi po stolu brzinom od 5 % i mala bundeva
mase 1 kg ispada iz kamiona tako da joj je hori-
zontalna komponenta brzine 4 7, a vretikalna 3
&+ U kakvom su odnosu kinetcke energije ova
tri tela?

Ako je ranije pokazano da je Ajp = —AU, a sada
daje A1p = AT. To onda znadi da je —AU = AT,
odnosno A(T + U) = 0. Da li je to tatno?

Da li ukupan rad izvrSen na nekom telu tokom
pomeranja moZe da bude negativan? Ako moze,
da li po apsolutnoj vrednosti moze da bude veci
od pocetne kineticke energije?

Na telo deluju sile tako da ga ubrzaju iz miro-
vanja do brzine v. Ukupan rad svih sila je A.
Koliki rad treba da izvrSe ove sile da ko kona¢na
brzina bila tri puta veca?

Automobil koji se kre¢e autoputem ima pove-
liku kineti¢cku energiju u odnosu na benzinsku
pumpu pored puta, ali mu je kineticka energija
jednaka nuli u odnosu na vozaca. Kada auto-
mobil ko¢i do zaustavljanja, da li ¢e isti rad biti
izvrSen u oba ova referentna sistema?

Da li rad sile trenja moze da bude pozitivan?

Na telo deluju sile, tako da je rezultujuca sila
razli¢ita od nule. Da li je moguce da neka od
slede¢ih veli¢ina bude konstantna: (a) intenzitet
brzine; (b) brzina; (c) kineticka energija?

Da li telo moze da se kre¢e konstantnom brzi-
nom ako na njega deluje nekoliko sila, i rezultu-
juca sila nije jednaka nuli? Da li u istoj situaciji
kineti¢ka energija moze da bude konstantna?
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Napisati silu trenja klizanja u opstem obliku za
disipativne sile.

Da li je prirastaj mehani¢ke energije neizolova-
nog sistema jednak prirastaju sopstvene mehe-
nicke energije (u sistemu centra mase)? Zasto?

Ista lopta je bacena viSe puta tako da je intenzi-
tet brzine uvek isti, a samo se ugao koji pravac
pocetne brzine zaklapa sa horizontalom menja
(kosi hitac). S obzirom da je intenzitet brzine
isti, u svim slucajevima je ista i pocetna kineticka

energija lopte. Ako zanemarimo otpor vazduha, 5.52

zasto onda lopta ne dostigne svaki put istu mak-
simalnu visinu?

Devojka vezba skokove u vodu sa tramboline.
Sa svakim odskokom od tramboline devojka po-
stize vecu visinu (pre skoka u vodu). Objasnite
kako devojka povecava svoju mehani¢ku ener-
giju.

Kada nam je hladno trljamo dlanovima nadlak-
tice, koje se tako zagreju. Objasnite kako se za-
greju. Odakle dolazi toplota?

2
rel*

Pokazati daje T = Juo
Zamislite ovakvu situaciju: Neko vam baci te-
nisku lopticu i vi je uhvatite. Potom vam kaZze
da treba da uhvatite kuglu za kuglanje, s tim $to
mozZete da birate izmedu dve opcije, da kugla
ima impuls kao Sto je imala loptica, ili da ku-
gla ima istu kineticku energiju kao $to je imala
loptica. Sta biste izabrali i zagto?

Kineticka energija jednog tela moZze da se izrazi
preko impulsa tela kao T = p2/2m. Kako je
onda moguce da u nekom problemu impuls si-
stema bude odrzan a kineti¢ka energija ne?

Dva automobila ubrzavaju, plavi od 10 do 15 %,

a crveni od 15 do 20 .

Kojem automobilu se
viSe promeni kineti¢ka energija?

Dva kamena masa m i 2m istovremeno po¢nu da
padaju slobodno sa iste visine. Sila otpora va-
zduha se moZe zanemariti. U kakvom su odnosu
potencijalne energije kamenja u istim trenucima

pada? U kakvom su odnosu kineti¢ke energije?

Jabuka slobodno pada sa drveta. Ako se zane-
mari otpor vazduha, koje fizicke veli¢ine su joj
odrzane tokom kretanja, impuls, kineticka ener-
gija, mehanicka energija?

Sistem Cestica se krece tako da mu je kineticka

energija konstantna. Koji je najopstiji iskaz o

ENERGIJA 103

sistemu u ovom slucaju: sistem je izolovan, u
sistemu interagujuéih ¢estica nema disipativnih
sila, sistem Cine neinteragujuce Cestice, rad svih
spoljasnjih sila je jednak radu svih disipativnih?

Odrasli gepard, najbrza velika macka, mase 70
kg, iz mirovanja strelovito ubrza do brzine od
116 kTm Koliki rad izvrsi gepard pri ovakvom
ubrzanju? Kada bi bilo moguée da ubrza do
dvostruko veée brzine, koliko puta bi rad bio
vedi?

Pre viSe od 50000 godina veliki meteor je uda-
rio u Zemlju. Dana$njim merenjima je utvrdeno
da je masa meteora bila oko 1.5x10%kg, a brzina
pri udaru oko 13 kTm (a) Koliku kinet¢ku ener-
giju je meteor predao Zemlji? Uporedite to sa
eksplozijom nuklearne bombe od jednog mega-
tona. Megaton je 4.184 x10'°].

Na telo deluje konzervativna sila, pri ¢emu se
ono kreée duz x-ose. Telo krece iz mirovanja
iz tacke x = —1.1m. Tokom kretanja tela me-
rena je njegova brzina u funkciji polozaja, tako
da je moguce izraCunati i kineticku energiju tela
u svakoj tacki u kojoj je izmerena brzina. Na
grafiku je prikazana zavisnost kineticke energije
od polozaja tela. Neka je potencijalna energija
U jednaka nuli za x = 0. (a) Skicirajte po-
tencijalnu energiju tela. (b) Da li je potenci-
jalna energija simetricna u odnosu na x = 0
(parna funkcija)? (c) Kolika je vrednost U u tacki
x = —1.1m? (d) Koliko ima ta¢aka ravnoteze
tela? U kojoj od njih je stabilna ravnoteza? (e)
Za koje vrednosti poloZaja tela je sila pozitivna?
Negativna? (f) Ako telo pustite iz tavcke x =
—0.9 m, bez pocetne brzine, kolika ¢e biti naj-
veéa vrednost koordinate x tokom kretanja? Ko-
lika ¢e biti najveca vrednost kineticke energije?
T )
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5.54 Treba da napravite sigurno klatno za muzej na-

uke. Klatno se sastoji od metalne kugle, mase
m, i lake Zice, nepoznate duZzine /. Uredaj za
testiranje je postavljen u tatku veSanja i meri
silu zatezanja Zice. Kada klatno miruje, lopta je
0.9 m iznad poda, i uredaj pokazuje silu od
209 N. Ispitivanje se sastoji u slede¢em: ot-
klonite kuglu za neki ugao od vertikale, tako
da Zica bude i dalje zategnuta, izmerite vi-
sinu na kojoj je centar kugle. Zatim pustite
lagano kuglu, i ocitate vrednost sile zateza-

nja u trenutku kada je kugla u najnizoj tacki

putanje. Rezultati merenja su dati u tabeli.
h(m) o9 1 3 5 7 9 11
T(N) 209 210 228 245 263 281 299

Pretpostavimo da je kugla zanemarljivih dimen-
zija, da se masa Zice moZe zanemariti i da je
mehanicka energija odrZana tokom jednog me-
renja. (a) Nacrtajte zavisnost T od £, i sa grafika
odredite duzinu Zice, I. (b) Ako je maksimalna
sila zatezanja za koju Zica jos uvek ne pukne, 505
N, koja je maksimalna visina sa koje moZe da se
pusti kugla? (c) Kolika je masa kugle? (d) Posle
merenja ste ostavili klatno koje je oscilovalo. Su-
tradan je klatno mirovalo, a niko nije mogao mu
pride, dok vi ne dodete. Kako se to desilo?

Sudari

5.55 Ako je impuls jednog tela jednak nuli, da li i nje-

gova kineticka energija mora da bude jednaka
nuli? Ako je ukupan impuls para Cestica jed-
nak nuli da Ii kineticke energije ovih tela moraju
da budu jednake nuli? Ako je kineticka energija
para Cestica jednaka nuli, dali impusli ovih ce-
stica moraju da budu jednaki nuli? Objasnite.

5.56 Da li je moguce da posle apsolutno neelasti¢nog

557

5.58

5-59

5.60

sudara kineticka energija novonastalog tela bude
jednaka nuli? Ako je moguce, koliki je impuls si-
stema pre i posle sudara? Da li je onda i ukupna
kineti¢ka energija dva tela pre sudara jednaka
nuli?

Dve kuglice od plastelina se sudare i usled su-
dara zalepe jedna za drugu. Koje fizicke veli¢ine
sistema od dva tela su odrzane u ovom sudaru,
impuls, kineticka energija, mehanicka energija?

Dva tela masa m i 2m spojena su oprugom zane-
marljive mase, i nalaze se na glatkom horizontal-
nom stolu. Tela miruju dok je opruga sabijena.
Kada se opruga pusti Sta se moZe re¢i o kreta-
nju tela: (a) Oba tela ¢e dobiti impulse jednakih
intenziteta; (b) oba tela ¢e dobiti istu koli¢inu ki-
neticke energije od opruge; (c) telo ve¢e mase
¢e dobiti viSe kineti¢cke energije; (d) telo manje
mase Ce dobiti vise kineticke energije. Objasnite.
U nuklearnim reaktorima se koristi teska voda
(D70, gde je D deuteron) kao moderator (uspo-
rava neutrone). Neka se neutron elasti¢no su-
dari sa deuteronom koji je pre sudara mirovao.
(a) Kolika ¢e biti brzina neutrona posle ¢eonog
sudara, u poredenju sa njegovom brzinom pre
sudara? (b) Kolika ¢e biti kineticka energija ne-
utrona posle sudara u poredenju sa kinetickom
energijom pre sudara? (c) Koliko ovakvih sudara
je potrebno da se brzina neutrona smanji 60 0oo
puta?

Neutron koji miruje se raspadne na proton i
elektron. Energija koja se oslobodi ide na kine-
ticku energiju elektrona i protona. Koliki je od-
nos kinetic¢kih energija protona i elektrona posle
raspada, ako je masa protona 1836 puta veca od
mase elektona?



6
Moment impulsa

Moment impulsa Cestice

Telo se krece i u jednom trenutku se nade u tacki A (kao na
slici 6.1). Vektor poloZaja tela, u odnosu na unapred izabranu tacku
O, je r. Neka telo u tom trenutku ima impuls p. Tada je moguce
definisati moment impulsa® tela, L, kao:

L=rxp. (6.1)

Moment impulsa je aksijalni vektor. Ako impuls pokazuje smer
rotacije oko ose koja prolazi kroz tacku O, onda vektori r, p i L ¢ine
desni trijedar.

Intenzitet momenta impulsa je:

|L| =rpsing =Ip, (6.2)

gde je I = rsin¢ krak vektora p u odnosu na tatku O, a ¢ je ugao
izmedu vektora r i p.

Jednacina momenata

Izvod momenta impulsa po vremenu je:

dL d dr dp

E:a(rxp):axp‘i_rxa.

Slika 6.1: Moment impulsa tela.

*U upotrebi su jo$ neki nazivi: an-
gularni moment, ugaoni (uglovni) mo-
ment i moment koli¢ine kretanja.
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Ako je tatka O nepokretna onda je % = v, a posto je v 11 p,

onda je prvi vektorski proizvod jednak nuli. Sa druge strane izvod

impulsa po vremenu je jednak sili koja deluje na telo, pa se cela
jednacina svodi na:

A =rxF. (6.3)

Vektorski proizvod na desnoj strani je fizicka veli¢ina koja se na-
ziva momentom sile.
M =rxF. (6.4)

Moment sile je, kao i moment impulsa, definisan u odnosu na
tatku iz koje polazi vektor polozaja, O. Intenzitet momenta sile je
jednak:

|M| = rFsinf = IF, (6.5)

gde je | krak sile u odnosu na tacku O.
Dakle, jedna¢ina momenata je:

dL
T (6.6)

Promena momenta impulsa tela u jedninici vremena, u odnosu na
tatku O, jednaka je ukupnom momentu svih sila koje deluju na to
telo, u odnosu na istu tacku.

U neinercijalnim sistemima treba ukljuditi i momente inercijalnih
sila u odnosu na istu tacku.

Vazna posledica jedna¢ine momenata je da ako je ukupan mome-
nat svih sila koje deluju na telo, u odnosu na neku tacku, jednak nuli
onda je moment impulsa tela, u odnosu na istu tu tacku, konstantan.
Ovo je zakon odrzanja momenta impulsa za jedno telo.

Kao i kod drugih zakona odrZanja u situacijama kada moment
impulsa nije odrzan, jedna¢ina momenata pokazuje kako se moment

2
impulsa menja. dL = Mdt, onda je L, — L1 = [ Mdt. Da bi se
1

nasla promena momenta impulsa potrebno je znati kako moment
sile zavisi od vremena. U sluaju kada je moment sile konstantan
AL = Mt.

Slika 6.2: Moment sile koja deluje na
telo.

Slika 6.3: Moment centralne sile. Mo-
ment centralnih sila je uvek jednak nuli
u odnosu na jedno od dva tela. Na
primer moment gravitacione sile Sunca,
koji deluje na neku planetu, u odnosu
na Sunce, je jednak nuli (slika 6.3). Isto
vazi za moment svake centralne sile u
odnosu na izvor polja. F = f(r)er, od-
nosnoM =r x f(r)e, = f(r)r x e, = 0.
1z jednacine momenata onda sledi da je
u tom slu¢aju moment impulsa tela na
koje deluju centralne sile konstantan.
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Moment impulsa i moment sile u odnosu na neku nepokretnu

osu

A

Slika 6.4: Moment impulsa tela u od-
nosu na nepokretnu osu.

Posmatrajmo kretanje u odnosu na neku nepokretnu osu, sasvim

proizvoljnu. Neka je ta osa, na primer z-osa. Momenti u odnosu na

proizvoljnu tacku sa ose su L i M, a njihove projekcije na z-osu su L,

i M;. Onda je komponenta jedna¢ine momenata duz z-ose:

dL,

dt

= M,.

Ako je z-komponenta momenta sile jednaka nuli onda se z-komponenta

momenta impulsa ne menja.

moZe da se menja.

Primer 6.1

Istovremeno, moment impulsa tela

Konusno klatno

mg

Telo okaceno o neistegljivu nit, rotira oko nepokretne ose, tako da opisuje
kruZznicu. Moment gravitacione sile je uvek normalan na ravan u kojoj je
tacka veSanja i sila Zemljine teZe. Moment sile zatezanja je jednak nuli,
posto je sila zatezanja kolinearna sa vektorom poloZaja u odnosu na tacku
ve$anja. Ukupan moment sila je jednak momentu gravitacione sile. Mo-
ment impulsa tela je normalan na ravan koju u kojoj leZe tacka veSanja
(i cela nit) i brzina tela, kao $to je prikazano na slici. Posto su ukupni
moment sile i brzina paralelni vektori u ovom primeru, odnosno moment
sila leZi u ravni normalnoj na z-osu, onda je z-komponenta momenta im-
pulsa tela odrZana. Zanimljivo je u ovom primeru da je ukupan moment
sila konstantnog intenziteta i ortogonalan je na moment impulsa. Onda
moment sila ne moZe da promeni intenzitet momenta impulsa, ve¢ samo
njegov smer.

Posmatrajmo kretanje tela oko fiksne ose u cilindri¢nim koordina-

tama. Vektor poloZaja je r = pe, + zez, a impuls p = ppe, + ppey +
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pzez. Moment impulsa je:

L=rxp=| p 0 =z
Po Pe Pz

Razvijanjem ove determinante dobija se da je L; = pp,. Cirkum-
feralna komponenta impulsa je p, = mv,, gde je vy, = w,p, gde je w,
z-komponenta ugaone brzine, kojom rotira vektor polozZaja. Dakle:

L, = mpza)z.
Potpuno analogno je:
M, = qu),
gde je F, cirkumferalna komponenta sile.
Vazno je uociti da z-komponente momenta impulsa i momenta

sile ne zavise od izbora koordinatnog pocetka, iako vektori L i M,
zavise.

Zakon odrZanja za sistem Cestica

Moment impulsa sistema Cestica je jednak zbiru momenata im-
pulsa svih Cestica u sistemu, u odnosu na istu tacku:

L=) L,
i
Neka svaki moment sile moZe da se razloZi na zbir momenta unu-
trasnjih i spoljadnjih sila:
M; = M" + M.".
Tada je jedna¢ina momenata za sistem cestica:

dL dL;
ERb v
1 1 1

Za par Cestica unutrasnje sile zadovoljavaju tre¢i Njutnov zakon

Fj = —F;.

Zaja, posto su sile duZ iste prave, onda one imaju iste krake, a to

I ako Cestice i i j ne mogu da imaju iste vektore polo-

znaci i da su i momenti sila duz iste prave, ali su suprotno usmereni
(slika 6.6). Dakle, za svaki par Cestica momenti unutrasnjih sila, u
odnosu na istu tacku, se potiru M;; = —M;;. Tada je ukupni moment
unutradnjih sila jednak nuli, }; M;"" = 0.

Jedna¢ina momenata je tada:

== MR (6.7)

Izvod ukupnog momenta impulsa sistema cestica je jednak rezul-
tujuéem momentu spoljasnjih sila, pri ¢emu su svi momenti uzeti u
odnosu na istu tacku.

Prirastaj momenta impulsa sistema je jednak integralu rezultuju-
¢eg momenta spoljasnjih sila:

2
Ly—L = / MoPdt.
1

Slika 6.5: Cilindri¢ne koordinate.

. Fi .
(i) (W)

Slika 6.6: Momenti sila interakcije tela
u sistemu Cestica.



Obe prethodne jednacine vaze u svakom referentnom sistemu,
samo $to u neinercijalnom treba uzeti u obzir i momente inercijal-
nih sila.

Jednacina 6.7 ima i jedan vrlo vazan specijalan slu¢aj. Moment im-
pulsa izolovanog sistema se ne menja tokom vremena. Ovo vaZi za
bilo koju tacku inercijalnog sistema. Momenti impulsa sistema ¢e se
razlikovati ako promenimo tacku u odnosu na koju ih posmatramo
ali ¢e za svaki izbor tacke ostati konstantni. To $to se moment im-
pulsa sistema ne menja ne zna¢i da se ne mogu menjati pojedina¢ni
momenti impulsa Cestica.

U slucaju kada sistem nije izolovan jednacina 6.7 pokazuje kako
se moment impulsa sistema menja.

MOMENT IMPULSA

109

Primer 6.2

Dve kuglice, jednakih masa, koje se nalaze na glatkoj
Sipki, po kojoj mogu da klize bez trenja. Sistem je
zarotiran do ugaone brzine w, i kuglice su oslobo-
dene da mogu slobodno da klize po $tapu. Momenti
gravitacione sile su paralelni brzinama tela, dok
su momenti impulsa vertikalni. Za sistem od dva
tela ukupan moment sila je jednak nuli. Momenti
sila su ortogonalni na pocetne momente impulsa
pa je onda ukupan moment impulsa konstantan,
Ly = Ly + Ly = const. Sa druge strane L1 = L, pa

jeonda L, = 2L; (i = 1,2). L; = mr; X v;. Dalje,
2
i
ose rotacije, to je ugaona brzina sistema manja.

riv; = riw = const. Dakle, sto su kuglice dalje od

Rezultat pokazuje kako u izolovanom sistemu moZe da se menja ugaona brzina. Klizacica ili balerina po-

sle piruete Sire ruke, centar mase se pomera od ose rotacije pa se ugaona brzina smanjuje. Sli¢no tome i

skakaci u vodu se posle nekoliko salta ispravljaju i znacajno smanjuju ugaonu brzinu, i bezbedno ule¢u u

vodu.

Za neizolovan sistem je moguce ponekad na¢i tacku u odnosu na
koju je moment spoljasnjih sila jednak nuli, i tada je moment impulsa
sistema odrzan, ali u odnosu na tu tacku. U tom slucaju impuls
sistema se menja sa vremenom, posto sistem nije izolovan, a moment
impulsa se ne menja.

Moguce je takode da se u neizolovanom sistemu odrzava samo
neka komponenta momenta impulsa, duz pravca duz kojeg je odgo-
varaju¢a komponenta momenta spoljasnje sile jednaka nuli.

Primer 6.3

Sistem u kome su Zemlja i Mesec nije izolovan, posto se nalazi u gravitacionom polju Sunca. Ali u sistemu

reference vezanom za Sunce moment gravitacione sile Sunca je jednak nuli pa je moment impulsa sistema

odrZan. Impuls sistema zavisi od vremena, jer sistem nije izolovan.

Drugi primer je kretanje u homogenom gravitacionom polju. Moment gravitacione sile je horizontalan,

pa je onda vertikalna komonenta, duZz pravca delovanja gravitacione sile (L,) konstantna, i ako ukupan

moment impulsa (L) nije.
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Ispostavlja se da zakon odrzanja momenta impulsa vazi i kada ne
vaze Njutnovi zakoni, pa je i to jedan od opstih zakona prirode.

POSTOJI JEDAN VAZAN SPECIJALAN SLUCAJ za neizolovane sisteme.
U sistemu izdvojimo dve tatke u odnosu na koje ra¢cunamo mo-
mente, O i O’. Neka su vektori poloZaja Cestica u odnosu na tacku
O’, r}. Tada je:

ri=10+7.

Zamenom u izraz za momente sila dobija se:

M=) rxE=) (ro+r)xFE=) rgxE+) r xF.
i i i i

Druga suma predstavlja moment spoljasnjih sila u odnosu na tatku Shkat 6.7: .DtVe referentne tatke za mo-
: . v . o e s . mente u sistemu.
O'. U prvoj sumi vektor polozaja ro je isti za sve sabirke, a suma

svih sila daje rezultuju¢u spoljasnju silu.

M=M +r xF. (6.8)

Rezultat 6.8 ima jednu vrlo vaznu posledicu. Ako je rezultujuca
spoljasnja sila jednaka nuli. Tada je moment svih sila isti u odnosu
na bilo koju tacku u sistemu.

Primer 6.4

Dve sile deluju na telo, na suprotne strane, istog intenziteta, u razli¢itim
tatkama. Rezultujuca spoljasnja sila je jednaka nuli. Moment spoljasnjih
sila nije jednak nuli, i nezavisno od izbora tacke u odnosu na koju se

ra¢una moment impulsa, on je jednak M = ry; X F,, odnosno |[M| = IF.
Pokazati!

Sistem centra mase

Neka sistem CM u opstem slucaju neinercijalan. Onda je ukupna
sila zbir svih sila interakcije i inercijalnih sila:

F = Fint"'Fin'

U sistemu CM sistem miruje kao celina. Tada je rezultujuca sila
jednaka nuli. Na osnovu rezultata iz prethodnog odeljka, to znaci da
moment svih sila koje deluju na sistem ne zavisi od izbora tacke u
odnosu na koju se posmatra. Dalje, moZe se pokazati da je ukupan
moment svih inercijalnih sila jednak nuli u odnosu na CM.

Neka je F; = —magp, gde je ap ubrzanje CM. Moment inercijalnih
sila je:

My = Zri x (—mjap) = — (me) X ao.
i i
Izraz na desnoj strani u zagradi je Mrcy, a posto je polozaj centra

mase u sistemu CM nulti vektor, onda je i moment inercijalnih sila
jednak nuli.



Sopstveni moment impulsa i sistem CM

Moment impulsa u odnosu na tatku O’ je:
L=) rxpi=) roxpi+) txpi.
i i i

Druga suma na desnoj strani je moment impulsa sistema u odnosu
na tacku O'.
L=roxp+UL, (6.9)

gde je p ukupan impuls sistema. Ako je ukupan impuls sistema jed-
nak nuli onda moment impulsa sistema ne zavisi od izbora tacke u
odnosu na koju se posmatra. To je upravo slucaj u sistemu CM. Da-
kle, moment impulsa sistema ne zavisi od izbora tacke O u sistemu
centra mase.

Neka je L moment impulsa sistema u laboratorijskom sistemu.
Posto sopstveni moment impulsa u sistemu CM, L’, ne zavisi od
izbora tatke O’ neka je onda O’ = O. Tada je r; = r/. Brzina svake
Cestice je v; = Veu + 0.

Moment impulsa sistema je:

L = E mi(ri X Z],‘) = E m;r; X Vepr + E m[fi X 51' = MTCM X VCM+ZI
i i i
Odnosno:
L =L+ Mrcy x Veu. (6.10)

Moment impulsa sistema moze da se predstavi kao zbir sopstvenog
momenta impulsa i momenta impulsa koji potic¢e od kretanja sistema
(centra mase) kao celine.

Jednacine momenata u sistemu CM

U sistemu centra mase jednacina rotacije krutog tela je:
dL
—-— =M.
dt

Moment sila, M, ne zavisi od tacke u odnosu na koju se posmatra,

(6.11)

pa referentna tacka moze da bude centar mase. A u sistemu CM je
moment svih inercijalnih sila jednak nuli. To znac¢i da je izvod sop-
stvenog momenta impulsa jednak momentu svih spoljasnjih (pravih)
sila: _
% = MC M- (6.12)
Ako je moment svih spoljasnjih sila jednak nuli, onda je sopstveni
moment impulsa sistema konstantan.
Za bilo koju komponentu jednacine duz ose koja prolazi kroz CM,
na primer z-osu, vaZi:
dL,
dt
Ako je neka komponenta momenta spoljasnjih sila jednaka nuli,

M,

onda je ista ta komponenta momenta impulsa konstantna.

MOMENT IMPULSA
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Sistem centra mase za dva tela - podsetnik

Na primeru dva tela koja interaguju mogu lako da se uoce pred-

nosti koriS¢enja centra mase u opisivanju kretanja. Prelaskom sa dva

realna (fizicka) tela na centar mase i relativnu Cesticu, jednacine kre-

tanja se prilicno pojednostavljuju, pre svega nisu vise spregnute. U

tabeli 6.1 su uporedene jednacine za ova dva pristupa.

tela su 7

Dva tela, masa m; imy, se kre¢u brzinama v i v;. Vektori poloZaja

+reminr

72 + rcp. Ukupna masa sistema je

M = my + my, p je redukovana masa sistema, relativna brzina v, =

v1 — v, dokjer =r — 1.

Dva tela

CM i relativna Cestica

Tabela 6.1: Impuls, energija i moment

Moment impulsa

impulsa dva realna tela i za centar mase

J-ne kretanja mify = F (+P1> Micm =0 (+F) i relativnu Cesticu.
maiy = B (+B) u¥ = Fp
Impuls mq01 + Moy MVem
Energija
T Imiv? + Imyvd éyv% + 1MV,
E T+U T+U+3;MVEy,

mir1 X 01 + mory X 07

ur X vy + Mrcepy X Ve

Zadaci

6.3

6.4

6.5

Pokazati da moment impulsa konusnog klatna
koje rotira konstantnom ugaonom brzinom ne
menja intenzitet, ve¢ samo smer.

Pokazati da je moment centralne sile u odnosu
na tacku izvora polja jednak nuli.

Da li je moguce da impuls sistema cestica nije
odrzan a moment impulsa sistema jeste? Ako je
moguce smislite primer.

Pokazati da moment impulsa dva tela moze da
se izrazi kao zbir momenta impulsa relativne Ce-
stice i mometa impulsa centra mase.

Materijalna tacka (Cestica) se krece pravolinijski,
konstantnom brzinom. Najmanje rastojanje iz-
medu tela i koordinatnog pocetla je L. Da li mo-
ment je impulsa ¢estice u odnosu na ovaj koor-

6.6

6.7

dinatni pocetak jednak nuli? Da li se moment
impulsa menja tokom kretanja Cestice?

Helikopter ima veliku elisu koja rotira u hori-
zontalnoj ravni koja mu omogucava da leti. Po-
red nje postoji i mala elisa na zadnjem delu he-
likoptera koja rotira u vertikanoj ravni. Cemu
sluzi ova elisa? Neki veliki helikopteri nemaju
zadnju elisu, ali zato imaju dve velike, jednu iz-
nad druge koje rotiraju u suprotnom smeru. Za-
Sto rotiraju u suprotnom smeru?

Stojite na centru velikog diska koji moZe da ro-
tira bez trenja, oko svoje ose. Disk rotira nekom
ugaonom brzinom. U jednom trenutku krenete
ka obodu diska. Dok se krecete Sta se deSava sa
ukupnim momentom impulsa, a $ta sa ugaonom
brzinom diska?



7
Dinamika krutog tela

Proizvoljno kretanje krutog tela moZe da se razloZi na translatorno
kretanje jedne tacke, centra mase tela (ne nuzno tacke na telu) i ro-
tacije oko ose koja prolazi kroz centar mase. Razlaganje kretanja se
opisuje uz pomo¢ dve jednacine:

dVem dLey
T F, T Mcy. (7.1)

Ako su poznati zakoni spoljasnjih sila, njihove napadne tacke i
pocetni uslovi, mogu, u principu da se izra¢unaju polozaji i brzine
svake tacke krutog tela, u svakom trenutku.

I ako su jednacine jednostavnog oblika nije uvek moguce resiti
ih. U opstem slucaju osa rotacije, na primer, moZe da menja pra-
vac tokom vremena $to znacajno oteZava reSavanje problema. Ipak,
mogu da se izdvoje pojedini specijalni slucajevi, koji mogu sasvim
adekvatno da ilustruju dinamicke probleme krutog tela.

Ravnoteza krutog tela

Pre nego $to se prede na kretanje, mogu da se formulisu uslovi
za mirovanje krutog tela. Telo (sistem) miruje ako nema niceg $to bi
ga pokrenulo. To znaci da rezultujuéa (spoljasnja) sila mora da bude
jednaka nuli i moment svih (spoljasnjih) sila u odnosu na bilo koju
tacku mora da bude jednak nuli.

F = Y F'= (7:2)

1
M = } M"=0. (7:3)
1

U neinercijalnom sistemu, za uslove ravnoteZe, moraju se uracu-
nati i inercijalne sile.

Specijalni slucajevi kretanja krutog tela

Metod ekvivalentne sile

Ako na telo deluje viSe sila uvek je mogucée na¢i rezultujucu silu, i
tako problem svesti na delovanje jedne sile. U slu¢aju krutog tela na

Slika 7.1: Napadna tacka sile.
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koje deluje viSe sila, sile imaju razli¢ite momente, pa bez obzira Sto
se kretanje centra mase moZe svesti na problem jedne, rezultujuce
sile, rezultuju¢i moment sile u opstem slucaju nije jednak momentu
rezultujuce sile.

Ipak, kada je ukupni moment spoljasnjih sila normalan na razul-
tujucu silu, ceo problem dinamike krutog tela moZe da se svede na
problem krutog tela na koje deluje jedna sila.

Ako je moment sila u odnosu na neku tacku M L F, onda postoji
vektor rg, r9p L M, takav da je za zadate sile i momente sila M =
rg X F. Vektor rg nije jednozna¢no odreden. Ako na neki rp dodamo
bilo koji vektor paralelan sili dobi¢emo vektor koji zadovoljava iste
uslove, odnosno dace isti moment sila (slika 7.2).

Ako su poznati rezultujuéa sila i rezultuju¢i moment sila onda je
krak sile jednak [y = %

Ako je rezultuju¢i moment sila normalan na rezultujucu silu, onda
sistem sila koje deluju na odredene tatke na telu moZze da se zameni
rezultantom, koja je jednaka rezultujucoj sili F, i ¢iji je moment jednak
zbirnom momentu svih sila.

Slika 7.2: Ekvivalentna sila.

Ako se sile transliraju duz pravca nji-
hovog dejstva jednacine kretanja ostaju
iste. Sila ostaje ista a i momenti se ne
menjaju posto se krak sile ne menja.
Dakle, napadna tacka sile nije toliko va-
Zna koliko ta¢an pravac duz koga sila
deluje.

Primer 7.1

Na¢i moment gravitacione sile na kruto telo u homogenom gravitacionom polju.

Resenje: Sila koja deluje na bilo koji deli¢ krutog tela je F; = m;g, ukupan moment gravitacione sile je

M =Y ;r; x mjg = rcp X mg. U homogenom polju moZe se uzeti da gravitaciona sila deluje duz pravca

koji prolazi kroz centar mase. U sistemu centra mase moment gravitacione sile je jednak nuli.

Rotacija oko nepokretne ose

Neka kruto telo rotira oko nepokretne ose. Neka je ta osa z-osa re-
ferentnog sistema. Tada je moment impulsa tela jednak zbiru mome-
nata impulsa svih deli¢a tela, u odnosu na istu osu. Ve¢ je pokazano
da ako je osa rotacije nepokretna onda moment impulsa ne zavisi od
izbora referentne tacke na osi.

L,= ZLiz = <Z mm?) w., (74)

gde je m; masa i-tog deli¢a tela, p; rastojanje tog deli¢a do ose ro-

tacije i w, projekcija ugaone brzine w za z-osu. Brzina i-tog deli¢a

je izraZena preko ugaone brzine tela v; = p;w,. Fizicku veli¢inu u

zagradi moZemo da nazovemo momentom inercije tela u odnosu na
— .02 i

z-osu [ =) ; m;p;. Tada je:

L; = Iw,. (75)
Moment inercije zavisi od rasporeda masa u odnosu na osu oko
koje telo rotira. U kontinualnom sluéaju I = [r2dm = [ pr?dV, gde
je p gustina tela a dV element zapremine.
U opstem slucaju nije uvek jednostavno, a ponekad nije ni moguce
izra¢unati moment inercije u odnosu na neku osu.
Kao primer moZe da posluzi ra¢un momenta inercije Supljeg valjka,
mase m i untrasnjeg i spoljasnjeg polupre¢nika R; i Ry, respektivno,

Slika 7.3: Rotacija krutog tela oko nepo-
kretne ose.

U opstem sluaju je L = [w, gde je [
tenzor inercije. Zbog tenzorske prirode
momenta inercije vektori momenta im-
pulsa i ugaone brzine ne moraju da
budu paralelni.



u odnosu na osu koja se poklapa sa uzduznom osom simetrije valjka.
Uzmimo tanak cilindar, Sirine dr i visine koja je jednaka visini valjka
(slika 7.4). Zapremina ovog tankog cilindra je dV = 2rmtLdr, a onda
je masa dm = p2rrtLdr. Posto je gustina jednaka koli¢niku mase tela

i njegove zapremine p = ; = T Jlgz)ﬂL' onda je masa izdvojenog ci-
lindra dm = (—R%erdr. Moment inercije je zbir svih ovako izabranih
1 2
cilindara, od polupre¢nika R; do polupre¢nika R;.
R
? 2m 3 1 2 2
I = /mr dr = Em(Rl +R2)
Ry

Kao sto se vidi rezultat ne zavisi od duZzine (visine) valjka.

Iz rezultata dobijenog u prethodnom primeru lako mogu da se
izvedu izrazi za momente inercije nekoliko tela. Rezultati su, pored
ostalih, dati u tabeli 7.1.

Na isti nacin se moZe pokazati da je moment inercije tankog ho-
mogenog Stapa, u odnosu na osu koja je normalna na njega i polazi
kroz centar mase jednak I = {5mL?, gde je L duZina 3tapa.

Ve¢ kod simetri¢nih tela je o¢igledno da bi ratunanje momenta
inercije u odnosu na bilo koju drugu osu koja nije osa simetrije tela
moglo da bude vrlo tesko. Ipak, u slucaju ose koja je paralelna osi
koja prolazi kroz centar mase tela zna¢ajno olakanje donosi Stajne-
rova teorema. Neka je poznat moment inercije tela u odnosu na osu

koja prolazi kroz centar mase. Moment inercije u odnosu na osu koja
je paralelna ovoj i na rastojanju 4 od nje je:

I=1Icpm+ md>. (7.6)
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Slika 7.4: Moment inercije valjka.

Slika 7.5: Stajnerova teorema: Veza iz-
medu vektora poloZaja gledano iz dva
sistema reference.
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Telo I, Telo

| v
Suplji valjak 1m(R? + R2) Suplji disk

I imR? Puni disk
; -

Puni valjak

| —

_»
©
1

Tanak cilindar

Lopta ZmR>? Sfera

Stap LmL? Stap

(R} + R3)

1,02
MR

2..p2
gmR

1 2
L gmL

Neka su rastojanja istog delica tela od jedne i druge ose p i p’,
respektivno. Tada je p = p’ +d. p je rastojanje do ose u odnosu na
koju traZimo moment inercije, a p’ rastojanje do ose koja prolazi kroz
centar mase tela. Kada se ovo zameni u izraz za moment inercije,
dobija se:

1=y mig} =Y mi (o' +d)* = Lmi (oF +2p' - d+d?)
1 1 1

= 2mip’f +Y 2mip" d+ Y md® = Iep+ Y 2mip’ - d + md?.
i i i i

Srednji ¢lan sadrzi ) ; m;p;. U sistemu CM se zna da je }_; m;r; = 0.

Tabela 7.1: Momenti inercije cilindri¢no
i sferno simetri¢nih tela u odnosu na
osu simetrije.



Vektori p; odgovaraju projekcijama vektora poloZaja na horizontalnu
ravan. Ako je zbir vektora jednak nuli onda i zbir projekcija na neku
osu ili ravan mora takode da bude jednako nuli. Zamislite da nije
tako, onda bi rezultujuéi vektor iz ravni morao da se sabere u nulu
sa nekim njemu ortogonalnim vektorom, sto nije moguce. Dakle, u
sistemu CM }; m;p; = 0, pa je time i teorema dokazana.

Jednacina kretanja

1z izraza 7.4, diferenciranjem po vremenu, se lako dobija jedacina
kretanja za telo koje rotira oko fiksne ose.

dL. e
dt dt’

odnosno:
M, = la,, (7.7)

gde je &, z-komponenta ugaonog ubrzanja, a M, z-komponenta re-
zultuju¢eg momenta sila.

Izborom ose rotacije, odnosno njenog smera, bira se i pozitivni
smer rotacije, ako je M||dg, onda je M, > 0, ako su ovi vektori
antiparalelni onda je projekcija M, negativna.

Jednacina 7.7 je potpuno analogna osnovnoj jednacini dinamike, i
mogu da se izvedu sli¢ni zakljuéci:

* M i« su duz istog pravca, pa onda ako je projekcija ukupnog
momenta sile pozitivna, onda je i projekcija ugaonog ubrzanja po-
zitivna, odnosno telo povecava ugaonu brzinu;

* uz pocetne uslove za ¢g i wy, moguce je resiti jednacinu kretanja
za kruto telo;

* u neinercijalnom sistemu reference treba uzeti u obzir i momente
inercijalnih sila.

Kineticka energija tela koje rotira oko nepokretne ose se dobija
lako ako se brzina svakog deli¢a izrazi preko ugaone brzine, v; =
piw. Onda je kineti¢ka energija jednaka:

1 2 1 2. 2 1 2

odnosno: 1
T:EM% (7.8)

Rad spoljasnjih sila je jednak promeni kineticke energije tela A =
dT, odnosno 6A = d(3Iw?) = Iwdw. Sa druge strane Idw = M.dt,
odnosno

6A = Mywdt = M,d¢

. Rad za kona¢ni ugao rotacije je:

¢
Az/MA@
0

Jasno je da ako je projekcija momenta sila konstantna onda je ukupan
rad A = M;¢.

DINAMIKA KRUTOG TELA
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Kretanje krutog tela u ravni

Pri kretanju krutog tela u ravni centar mase tela se sve vreme krece

u istoj ravni koja je nepokretna u laboratorijskom sistemu(glava 2). U moment sila M ulaze samo mo
CcM -

Istovremeno vektor ugaone brzine je sve vreme ortogonalan na tu ra- menti sila interakcije, posto je pokazano

van. Kretanje krutog tela u ravni uvek moze da se razloZi na kretanje da su momenti inercijalnih sila u si-
. . . . . .. stemu CM jednaki nuli.
centra mase, pod dejstvom sila koje deluju na telo i rotaciju oko ose

koja prolazi kroz centar mase (rotacija oko nepokretne ose u sistemu
centra mase), pod dejstvom momenata svih sila, u odnosu na istu
osu. U sistemu centra mase osnovna jednacina dinamike rotacije je
Iema = Mcyy, pa su jednadine kretanja tela:

macy = F, Icpmaz = Mcm-
Projekcije w,, «; i ¢, su iste i u laborato-
Resavanjem jednacina kretanja, uz pocetne uslove, dobija se rc;(t) rijskom i u sistemu CM, posto se sistem
CM krece traslatorno, normalno na osu
rotacije.

i ¢(t), $to potpuno odreduje poloZaj krutog tela.

Primer 7.2

Nadi jednacine kretanja tela koje se kotrlja bez klizanja niz strmu ravan.
Resenje: Sila trenja Fi, je sila trenja mirovanja, i ona nije poznata, da bi se
reSio sistem

macy = mgsin@ — Fy,

ICMIX = Ftﬂ’,

mora da se zna jo$ jedna veza. Nju daje uslov da se radi o kotrljanju

bez klizanja, odnsno da tacka dodira tela sa podlogom, u trenutku dodira
miruje. To znadi da je tada acy; = ar. Uz ovu vezu sistem jednacina se
lako reSava.

Kineticka emergija krutog tela moZe da se napise kao zbir kine-
ticke energije tela u sistemu centra mase i kineticke energije centra

mase: 1
— T 2

. . . Sila trenja kotrljanja ne vrsi nikakav

U sistemu centra mase telo samo rotira oko nepokretne ose, pa je rad, pa je ukupna mehani¢ka energija

kineti¢ka energija jednaka: tela koje se kotrlja konstantna. Sila tre-

nja kotrljanja je sila stati¢kog trenja, de-

, 1 » luje na tatku (tacke) dodira tela i po-

Tw* + EmVCM' (7.9) dloge. Pri kotrljanju bez klizanja te

tatke miruju u odnosu na podlogu, u

svakom trenutku, pa je onda rad sile
koja deluje na njih jednak nuli.

1

T==z
2

Prvi ¢lan odgovara rotaciji oko ose koja prolazi kroz centar mase tela,
a drugi je kineticka energija centra mase.

Kretanje oko slobodnih osa. Glavne ose tela

Ako se kruto telo zarotira i prepusti samo sebi osa rotacije ¢e, u
principu, menjati svoj poloZaj u prostoru. Ako ne Zelimo da osa
menja poloZaj onda na nju moraju da deluju neke sile koje ¢e da je
fiksiraju. Ovo lepo ilustruje sledeéi primer.

Sredina homogenog Stapa ¢vrsto je pri¢vrséena za osu rotacije, i
zaklapa sa njom ugao 0. Nac¢i moment spoljasnjih sila koje ¢e omo-
guciti da osa ne menja svoj poloZaj u prostoru.

dL

M:E



Deli¢ stapa mase ém ima moment impulsa §L. Vektor 6L = émr X v
je normalan na Stap, i to ne zavisi od toga koji deli¢ je u pitanju.
To znadi da je i ukupan moment impulsa normalan na Stap (6L||L).
Sa slike je dalje o¢igledno da moment impulsa nije paralean ugaonoj
brzini.

Za vreme df moment impulsa se promeni za dL. |[dL| = Lsin(% —
0)wdt. Ugao 5 — 6 je ugao izmedu vektora momenta impulsa i uga-
one brzine. Po definiciji vktorskog proizvoda dL = w x Ldt, odno-
snoM = w X L.

Da bi osa odrzavala poloZaj u prostoru mora da postoji moment
spoljasnjih sila koje to omogucavaju.

Iz prethodnog primera se vidi da je za § = 7 moment spoljasnjih
sila jednak nuli, odnosno da je moment impulsa paralelan ugaonoj
brzini, i nema potrebe da spoljasnje sile fiksiraju osu.

Osa rotacije koja bi zadrZala poloZaj u prostoru bez delovanja spo-
ljasnjih sila se naziva slobodna osa rotacije. Svako kruto telo ima tri or-
togonalne slobodne ose rotacije koje prolaze kroz centar mase, i one
se nazivaju glavne ose rotacije.

NalaZenje glavnih osa rotacije je neuporedivo lakse za simetri¢na
tela. Bar jedna osa je duz ose simetrije tela.

Ako telo rotira oko glavne ose moment impulsa je paralelan uga-
onoj brzini i proporcionalan njoj, koeficijent proporcionalnosti je od-
govaraju¢i moment inercije. Isto vaZi i za rotaciju oko bilo koje ose
koja je paralelna glavnoj osi.

Ziroskop

koja je fiksirana jednim krajem oko koga moZe da rotira (slika 7.7).
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Slika 7.6:  Sile koje odrzavaju polozaj
ose rotacije u prostoru.

Glavne ose rotacije se dobijaju i resa-
vanjem svojstvenog problema tenzora
inercije.
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Ako disk ne rotira i nema trenja M = mr x g. Po$to nema rotacije
sopstveni moment impulsa, na pocetku kretanja, je jednak nuli, a
promena ukupnog momenta impulsa je dL = Mdt. Pravac momenta
sile se ne menja tokom kretanja. Sistem (osovina) rotira oko tacke
oslonca u vertikalnoj ravni (pada), dok disk ne udari u podlogu.

S
Ly=L,+dL

Slika 7.7: Jednostavni Ziroskop.

(6]

Ako disk rotira, sopstveni moment impulsa nije nula. Neka je na
primer x-osa duz osovine, tada je Ly = Lpey. Prirastaj momenta
impulsa je dL = Mdt. Moment sile je ortogonalan na sopstveni mo-
ment impulsa, pa je i dL ortogonalno na sopstveni moment impulsa.
Sa druge strane moment sile je ortogonalan i na ugaonu brzinu, pa
se ugaona brzina ne menja tokom kretanja. To onda znadi i da se
sopstveni moment impulsa ne menja tokom kretanja. To znaci da je
dL uvek u horizontalnoj ravni, moment sile je uvek normalan na oso-
vinu, a to dovodi do toga da osovina ne pada, nego precesira (rotira
oko vertikalne ose koja prolazi kroz kraj osovine). Ovo je potpuno
analogno kretanju loptice na konopcu, koja rotira.

Neka je ugao precesije dp = Qdt. |L|dg = |dL|, paje dp = %.
Ugaona brzina precesije se dobija kada se ovaj izraz podeli sa dt,
odnosno () = fww—fltt = &

Zanimljivo je da ugaona brzina precesije zapravo ne zavisi od
mase diska. Zasto?

Ipak analiza promene momenta impulsa Ziroskopa tokom prece-
sije nije sasvim taéna. Cim Ziroskop po¢ne da precesira pojavljuje se
i vertikalna komponenta momenta impulsa koja odgovara precesiji.
Ali ako je w > (), onda je intenzitet ukupnog momenta impulsa pri-

Slika 7.8:  Jednostavni Ziroskop koji
precesira.

L+dL

4 i

L
Slika 7.9: Promena momenta impulsa
Ziroskopa tokom precesije u ravni nor-
malnoj na osu precesije.

1 Zemlja precesira, ali je period precesije
oko 26000 godina.

o Es x
Slika 7.10: Promena momenta impulsa
Ziroskopa tokom precesije - potpuna
slika.



blizno jednak intenzitetu sopstvenog momenta impulsa, alii L ~ Ly.
U slucaju da se ugaone brzine ne razlikuju mnogo onda se vidi i
nutacija, odnosno kretanje ose gore-dole, tokom precesije.

Cigra

Svako masivno simetri¢no kruto telo koje rotira velikom ugaonom
brzinom oko svoje ose simetrije naziva se ¢igra. Ogled pokazuje da
ako je osa rotacije ¢igre nagnuta u odnosu na vertikalu onda cigra
precesira, odnosno sopstvena osa rotacije rotira oko vertikalne ose.
Sto je sopstvena ugaona brzina veéa to je ugaona brzina precesije
manja. A to je isto kao kod Ziroskopa.

B w.

+ mg

Ukupan moment impulsa je L = Ly + L;, gde je L, moment im-
pulsa koji poti¢e od precesije. Ako je osa rotacije osa simetrije tela,
onda je Ly = Iw. Neka je sopstvena ugaona brzina mnogo veca
od ugaone brzine precesije, w > w,. Onda jei Ly > L, odnosno
L~ Ly=lw.

U odnosu na tacku kontakta ¢igre i podloge, promena ukupnog
momenta impulsa je dL = Md¢t. U odnosu na tacku kontakta mo-
ment sile reakcije podloge je jednak nuli, pa ako se sila trenja zane-
mari jedina sila ¢iji je moment razli¢it od nule je sila Zemljine teze.
Tada je dL L L, pa je moment sile teZe uzrok precesiranja ¢igre.

|dL| = Lsinfw,dt = dL = w, x Ldt.

Odnosno:
M = w; X L.

Moment sile uti¢e na brzinu precesije a ne na ugaono ubrzanje oko
sopstvene ose. Da bi precesija bila stabilna intenzitet momenta sile
mora da bude konstantan i da moment sile prati kretanje ose rotacije.

Primer 7.3
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Slika 7.11: Cigra.
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Naéi ugaonu brzinu precesije ¢igre mase m, koja rotira velikom ugaonom brzinom w oko ose simetrije.

TeZiste je na rastojanju L od tacke oslonca.
Resenje:
wy; X L = w,Lsinf = w;Ilwsinb,
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Posto je |[M| = mgl sinf, onda je w,Iwsin @ = mgl sinf. Konacno je:

z

Iw

mgl

Zadaci

Dinamika krutog tela

7.1

7.2

7-3

7-4

7-5

Nadi primer u kome rezultuju¢i moment sila nije
jednak momentu rezultujuce sile.

Naci primer u kome rezultujuca sila nije ortogo-
nalna na rezultujué¢i moment sila.

Da li je moguce da rezultujuca sila i rezultujuci
moment sila budu paralelni vektori?

Podaci na CD-u su zapisani u uskim kanalima
oko 10~7m dubokim. Kanal je na jednom disku
u obliku spirale, od centra ka obodu diska, sa
najmanjim polupre¢nikom od 25 i najve¢im od
58 mm. Podaci se ocitavaju sa diska konstant-
nom brzinom od 1.25 . (a) Kolika je ugaona br-
zina diska pri o¢itavanju podataka iz kanala naj-
blizeg osi diska? A kolka kada se ¢ita iz najdaljeg
dela kanala? (b) Na jedan disk moZe najvise da
stane 74 minuta muzike. Koliko bi bio dugacak
kanal sa potpuno popunjenog diska ako bi se on
ispravio? (c) Koliko je srednje ugaono ubrzanje
pri ¢itanju diska, maksimalno popunjenog?

Sta je centar mase a $ta teZiste tela?

Moment inercije

7.6

77

7.8

79

Pokazati da je moment inercije tankog homoge-
nog $tapa, mase m i duzine L, u odnosu na osu
koja je normalna na njega i prolazi kroz jedan od
njegovih krajeva, jednak %mLz.

Moment inercije homogene loptice od plastelina,
poluprec¢nika R, je I. Loptica je spljostena tako
da se dobije homogen disk istog poluprec¢nika.
Naé¢i moment inercije diska izrazen preko mo-
menta inercije loptice.

Kako biste eksperimentalno odredili moment
inercije nepravilnog tela u odnosu na unapred
zadatu osu?

Naé¢i moment inercije tela sa slike u odnosu na
prikazanu z-osu. Telo je sastavljeno od dva ho-

7.10

7.11

7.12

7-13

7.14

mogena valjka, polupre¢nika 2R i R, masa m; i

my, respektivno.

Dve paralelne ose prolaze kroz tatke A i B na
krutom telu mase m. Centar mase tela nije ni
u jednoj od ove dve tacke, niti je na zadatim
osama. Ako je poznat moment inercije I, ko-
liki je moment inercije 14? Normalno rastojanje
izmedu osa je d.

Ako se led na polovima Zemlje potpuno istopi i
voda homogeno rasporedi po planeti, kako ¢ée se
promeniti duZina trajanja dana?

Ucestvujete na takmicenju gde treba da konstru-
iSete vozilo koje ¢e se najbrze spustiti niz brdo.
Pravila su stroga. Ograni¢ena je masa vozila i
masa vozaca, nema sopstvenog pogona i karo-
serija je svima ista. Jedino imate slobodu da bi-
rate oblik to¢kova (svi su jednakih masa i po-
lupre¢nika). Kakav oblik éete izabrati prstenast,
diskove, Suplje sfere ili lopte?

U poznatom restoranu, tokom pauze, mladi ku-
vari su se zabavljali tako Sto su napravili trku
jajima. Napravili su strmu ravan i pustali jaja da
se kotrljaju niz nju. Kada je naiSao Sef kuhinje
rekao je da ih nece kazniti ako mu odgovore da
li pustanjem jaja da se kotrljaju mogu da odrede
koje je jaje kuvano a koje sveze. Da li mogu?
Osno simetri¢no telo je takvo da su najudalje-
nije tacke od ose rotacije na rastojanju R. Da li
moZete da preraspodelite masu tela tako da mu
moment inercije u odnosu na osu simetrije bude
veéi od mR??



7-15

7.16

7-17

Za ozbiljno bavljenje biciklizmom cesto je po-
trebno da imate bicikl $to je moguée manje mase.
Imate dve opcije koje daju istu masu biciklu.
Laksi ram i teZi tockovi ili obrnuto teZi ram i
laksi totkovi. Sta cete izabrati i zato?

Procenite vas moment inercije u odnosu na osu
koja je vertikalna osa simetrije tela. Stojite mirno
ispruzenih ruku (u odruéenom stavu).

U odnosu na koju osu ¢e puni valjak imati isti
moment inercije kao Supji, istog polupre¢nika i
mase, koji rotira oko uzduZne ose simetrije?

Kineticka energija rotacije

7.18

7-19

7.20

7.21

Lopta poluprec¢nika R rotira oko ose koja prolazi
kroz njen centar, i ima kineti¢ku energiju T. Ko-
liki polupre¢nik treba da ima druga lopta, koja
bi imala istu masu, rotirala istom ugaonom brzi-
nom, a kineticka energija bi joj bila 377

Dve identi¢ne kugle, A i B, su zakacene za kraj
dvaju identi¢nih lakih Zica. Drugi krajevi Zica su
namotani na kotur. Za kuglu A kotur je puni
disk, a za kuglu B Suplji disk, iste mase i polu-
pre¢nika. Ako se kugle puste sa iste visine u is-
tom trenutku, iz mirovanja, i predu isti put (dok
se Zica odmotava), koja kugla ¢e imati ve¢u ki-
neticku energiju? Koja kugla ¢e imati vec¢u kine-
ticku energiju posle odredenog vremena?

To¢ak A ima tri puta veéi moment inercije od
tocka B, u odnosu na osu simetrije to¢ka (nor-
malnu na ravan u kojoj je tocak). Ugaona brzina
tocka B je cetiri puta veca. Koji to¢ak ima vecu
kineti¢ku energiju i koliko puta?

U sistemu prikazanom na slici Cetiri identi¢ne
kugle su pri¢vrséene na valjak uz pomo¢ Cetiri
identi¢ne Sipke. Na valjak je namotan laki ko-
nopac, na ¢ijem kraju se nalazi teg. Kada se teg

pusti, on dostigne brzinu v, spustivsi se za ra- 7.24

stojanje d. Kada se kugle pomere ka valjku, sve
na isto rastojanje od ose i teg pusti da pada, ko-
lika ¢e mu biti brzina, kada se spusti za d, veca,
manja ili ista kao u prvom sluc¢aju? Objasnite.

7.23 Na telo deluje jedna sila.
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7.22 Maglina Rak je oblak usijanog gasa, oko 10 sve-

tlosnih godina u pre¢niku, koji je ostao od ek-
splozije supernove. Maglina oslobada energiju
brzinom (energija u jedinici vremena) od oko
5 x 103! W. Maglina dobija energiju od rotaci-
one kineticke energije brzo rotiraju¢e neutronske
zvezde koja se nalazi u njenom centru. Neutron-
ska zvezda se obrne jednom oko svoje ose za
0.0331 s i ovaj period se povecava za 4.22 x 10713
s za svaku proteklu sekundu. (a) Ako je energija
u jedinici vremena koju izgubi neutronska zve-
zda jednaka energiji koji oslobodi maglina, ko-
liki je moment inercije neutronske zvezde? (b)
Po teorijskim modelima masa neutronske zve-
zde u Maglini Raka je oko 1.4 puta veca od mase
Sunca. Ako pretpostavimo da je zvezda homo-
gena sfera koliki joj je polupre¢nik? (c) Kolika
je brzina tacke na ekvatoru neutronske zvezde?
Kolika je ona u poredenju sa brzinom svetlosti?
(d) Pretpostavite da je zvezda homogena i izra-
¢unajte njenu gustinu. Uporedite dobijenu gu-
stinu sa gustinom granita i atomskog jezgra. Da
li moZe da se kaZe da je neutronska zvezda jedno
ogromno atomsko jezgro?

Jednacina kretanja krutog tela

Da li ona istovre-
meno da izazove i translatorno i rotaciono kre-
tanje tela?

Dva tela su istog oblika, napravljena od istog
materijala i oba su homogena. Jedno telo je po
svakoj dimenziji dva puta ve¢e od drugog. Ako
na oba tela deluje isti moment sila, u kakvom
odnosu ¢e biti ugaona ubrzanja ova dva tela?



124

7-25

7.26

7-27

7.28

7-29
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Na disku
su senzori uz dju pomo¢ je moguce me-

Motor pokrec¢e disk, koji rotira.
riti ugaono ubrzanje diska. Na slici su pri-
kazani rezultati jednog testiranja i dato je

kako ugaono ubrzanje zavisi od vremena.
« (rad/s?)

Oi....|...‘|....|..‘.|....|.‘.
0 1 2 3 4 5

t(s)
(a) Koliko obrtaja disk napravi za 3 s? (b) Ko-
lika je ugaona brzina diska posle 5 s? Kolika je

ugaona brzina diska posle dva obrtaja?

Jegulja je zmijolika riba, dugog tela. Standardne
duzine jegulje su oko 1 m i pre¢nik tela je oko
10 cm. Jegulje imaju mala usta, ali to nadokna-
duju specijalnom tehnikom. Kada zagrizu plen
zavrte se veoma brzo oko svoje ose i tako otkinu
poveliko parce. Izmereno je da rotacija jegulje
oko sopstvene ose moze da bude i do 14 obrtaja
u sekundi. (a) IstraZivac je snimio jegulju koja
se vrti dok otkida deo plena. Brzina kamere ko-
jom je snimnjena jegulja je 120 slika u sekundi.
Za koliki ugao se jegulja zarotirala izmedu dve
slike na snimku, ako rotira najve¢om zabeleZe-
nom ugaonom brzinom? (b) U jednom trenutku
izmereno je da jegulja napravi 14 obrtaja u se-
kundi u smeru kazaljke na satu, a 10 sekundi
kasnije 8 obrtaja u sekundi u suprotnom smeru.
Koliko je srednje ugaono ubrzanje jegulje za ovo
vreme? (c) Jegulja ima kineti¢ku energiju dok se
vrti brzinom od 14 obrtaja u sekundi. Kada bi se
kertala pravolinijski sa istom kineti¢kom energi-
jom, kolika bi joj bila brzina? (d) Postoje vrste
jegulja koje imaju istu masu, ali su Cetiri puta
krace i dvostruko deblje. Koliki im je moment
inercije, u odnosu na uzduznu osu tela, u pore-
denju sa standarnom jeguljom?

Pri naglom kocenju automobila prednji kraj mu
se spusti a zadnji malo podigne. Zasto?

Rad je, po dimenzijama, proizvod sile i duZine.
Moment sile je po dimenzijama proizvod sile i
duzine. Da li su onda rad i moment sile ekviva-

lentne veli¢ine?

Javio vam se ¢ovek koji ima vrlo vrednu kuglu,

7-30

7-31

7-32

7-33

7-34

7-35

7.36

ali ne zna da li je Suplja ili puna. PokuSavao je
da kuckanjem odredi kakva je ali nije uspeo. Da
li biste mogli da smislite jevtin ogled kojim bi se
utvrdilo da li je kugla puna ili nije, a da pri tome
ne ostetite kuglu?

Dve identi¢ne kugle, A i B, su zakacene za kraj
dvaju identi¢nih lakih Zica. Drugi krajevi Zica su
namotani na kotur. Za kuglu A kotur je puni
disk, a za kuglu B Suplji disk, iste mase i po-
lupre¢nika. Ako se kugle puste sa iste visine u
istom trenutku, koja Zica ¢e imati vecu silu zate-
zanja?

Lopta se kotrlja bez klizanja po horizontalnoj po-
dlozi, brzinom v, koja glatko prelazi u strmu ra-
van, i lopta pocinje da se penje do visine hy u
odnosu na horizontalni deo. Kolika ¢e biti visina
ako se: (a) upotrebi lopta dva puta veceg prec-
nika, a iste mase; (b) upotrebi lopta dvostruko
vete mase; (c) upotrebi lopta dvostruko veceg
pre¢nika i mase; (d) lopta krece tako da u pod-
noZju strme ravni ima dvostruko ve¢u ugaonu
brzinu?

Tocak se kotrlja bez klizanja po horizontalnoj po-
dlozi. Gledano iz inercijalnog sistema reference
koji miruje (vezan je za podlogu) da li na tocku
postoji tacka ¢ija je brzina vertikalna? Da li po-
stoji tacka ¢ija je brzina horizontalna i suprotna
brzini centra mase? Da li se ne¢to menja u slu-
¢aju da tocak proklizava?

Obru¢, homogeni valjak, sfera i homogena lopta
su istovremeno pusteni sa vrha strme ravni. Ko-
jim redosledom ¢e stizati do podnozja? Da li je
vazno da imaju iste mase? Iste poluprecnike?

Lopta se kotrlja bez klizanja, brzinom v, po ho-
rizontalnoj podlozi koja glatko prelazi u strmu
ravan. U kom slucaju ¢e se lopta popeti na vecu
visinu ako pri penjanju nastavi da se kotrlja bez
klizanja ili ako je podloga glatka pa nema trenja?
Studentkinja sedi na stolici koja rotira. U Siroko
odrucenim rukama drZi dva jednaka tega. Ako
istovremeno ispusti tegove Sta ¢e se desiti sa nje-
nom ugaonom brzinom?

Studentkinja sedi na stolici koja rotira. U Siroko
odrucenim rukama drzi dva jednaka tega. U jed-
nom trenutku skupi ruke uz telo, i dalje drZeci
tegove. Sta ¢e se desiti sa njenom ugaonom brzi-
nom? Nema spoljasnje sile koja ima nenulti mo-
ment u odnosu na osu rotacije, tako da bi onda
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7.38

7-39

7.40

7.41

ugaono ubrzanje trebalo da bude jednako nuli.
A kako se onda ugaona brzina menja? Objasnite.

Zamislite slede¢i ogled. Kokosije jaje brzo rotira
na stolu. Ako bi ste uspeli samo na kratko da
ga zaustavite i pustite, sveZe jaje bi nastavilo da
rotira (manjom ugaonom brzinom), dok kuvano
ne bi. Objasnite ovu razliku?

Asteroid leti pravo prema centru Zemlje i udara
u nju na ekvatoru i prodre malo ispod povrsine
gde se zaustavi. Kolika je masa asteroida (iz-
raZena preko mase Zemlje) ako se posle udara
duZina dana povecala za 33.33%? Pretpostavite
da je asteroid malih dimenzija u poredenju sa
Zemljom, kao i da je Zemlja homogena.

Dete stoji na obodu diska koji moZe da rotira oko
vertikalne ose bez trenja. Dete u rukama drzi te-
Sku loptu (medicinku). Disk miruje, i dete mi-
ruje u odnosu na disk. U jednom trenutku dete
baci loptu, horizontalno, u pravcu tangente na
obod diska, brzinom v, u odnosu na zemlju. Ko-
lika ¢e biti ugaona brzina diska? Dec¢ak miruje u
odnosu na disk i posle bacanja lopte. Masa di-
ska je M, poluprecnik R, masa dec¢aka m i masa
lopte je my.

U ogledu su razli¢ita tela, iste mase 1.2 kg,
pustana da se kotrljaju bez klizanja niz dugu
rampu, nagibnog ugla 25°. Tela su homogena i
to puni valjak, tanak Suplji valjak, lopta i sfera
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disk pod dejstvom dobro kontrolisane sile. Disk
se nalazi na sredini horizontalno postavljene
osovine za koju je vezan tako da moZe da ro-
tira bez trenja. Disk sve vreme rotacije stoji ver-
tikalno. Na obod diska je namotana lagana ne-
istegljiva nit. Na slobodan kraj niti deluje sila
koju moZete dobro da podesite. Sila deluje tako
da je nit sve vreme horizontalna. Pored intenzi-
teta sile istovremeno merite duzinu puta koji slo-
bodan kraj niti prede i vreme delovanja sile. U
pocetku disk miruje. (a) Prvo odredite moment
inercije diska. Za to merenje sila je podeSena na
30 N, a slobodan kraj niti prede 8.25 m za 2.00s.
Koliki je moment inercije diska? (b) U drugom
testu disk ponovo miruje i na njega deluje sila
¢iji je intenzitet prikazan na grafiku. Kolika je ki-
neticka energija diska u trenutku kada slobodan
kraj prede 8 m? (c) Kolika je ugaona brzina di-
ska u trenutku kada prestane delovanje sile (d=8

F(N)
s0f
T
30f
20f

10F

m)? OIIIZ‘!I4III6III8Id(m)

Ziroskop i ¢igra

tankog zida. Mereno je vreme potrebno sva-7.42 Ziroskop precesira oko vertikalne ose. Kako ¢e

kom telu da se spusti sa istog mesta do pod-
nozja rampe. Rezultati su prikazani na grafiku.

t(s)

5.6

4.5

4.6

3.5

(a) Na osnovu rezultata prikazanih na grafiku
odredite kojim slovom je oznaceno koje telo. (b)
Koje telo ima najveéu ukupnu kineticku ener-
giju? (c) Koje telo ima najvecu kineticku energiju
rotacije? (d) Koliki, najmanje, treba da bude ko-
eficijent statickog trenja da bi se sva tela kotrljala
bez klizanja?

Testirate kako se ponaSa mali (pre¢nika 35 cm)

7-43

7-44

7.45

se promeniti ugaona brzina precesije ako se pro-
meni samo jedna veli¢ina, i to: (a) ugaona br-
zina rotacije se poveca dva puta; (b) masa se po-
veta dva puta; (c) moment inercije u odnosu na
osu rotacije se poveca dva puta; (d) rastojanje od
tatke oslonca do centra mase rotirajuceg diska
poveca dva puta? Sta ako se sve prethodno na-
vedene promene istovremeno naprave?
Ziroskop mnapravi pun krug precesiraju¢i oko
vertikalne ose za 5.2 s. Dva minuta kasnije on
napravi pun krug precesirajéi za 2.3 s. Ako niko
nije dirao ziroskop $ta se onda desilo?
Jednostavni Ziroskop, kao na slici 7.7, precesira.
Sta ce se desiti ako na kraj osovine (najdalje od
tatke oslonca) okacite neki teg?

U vatrenom oruZju metak pri izlasku iz cevi ro-
tira oko uzduzne ose. Kako ovakvo kretanje
sprecava nekontrolisanu rotaciju metka oko pro-

izvoljne ose, posle ispaljivanja?
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7.46 Hablov teleskop mora da bude stabilan dok je tankih zidova, mase 2 kg i pre¢nika 5 cm, koji
usmeren ka cilju koji treba da bude posmatran rotiraju oko uzduzne ose simetrije. Koliki bi tre-
duze vreme. Stabilizacija se vrsi velikim brojem balo da bude moment sile da bi izazvao precesiju
ziroskopa koji rotiraju brzinom od 19200 obrtaja od 1.0 x 107 stepeni za 5 sati posmatranja?

u sekundi. Time se teleskop ne pomeri viSe od 2
milionita dela stepena. Jednostavan model ovih 7.47 Ugaona brzina precesije Ziroskopa na Zemlji je
ziroskopa moZe da bude takav da su to cilindri 0.5rad /s. Kolika bi ona bila na Mesecu?



8
Gravitacija

Gravitaciona sila

Od pamtiveka ljudi su posmatrali noéno nebo i pokusavali su da
odgonetnu zakone kretanja nebeskih tela.

Njutn je ustanovio da je sila zbog koje tela slobodno padaju na
zemlju, ista sila koja je uzrok kretanju planeta oko Sunca. Ovo je
njegov klju¢ni doprinos teoriji gravitacije (univerzalni zakon gravita-
cije). Pored toga, Njutn je shvatio da je otkricem oblika gravitacione
sile postalo moguce odgovoriti na mnogobrojna pitanja o kretanjima
nebeskih tela. Zapisao je da je ,,svemir doznatljiv”, odnosno mozemo
objasniti, razumeti i osvetliti mnogobrojne tajne svemira.

m@— L -

A
Y

Univerzalni zakon gravitacije pokazuje da se svaka dva tela u sve-
miru privla¢e medusobno. Sila je srazmerna proizvodu masa tela, a
obrnuto srazmerna kvadratu rastojanja medu njima.

mym

F=—vy )

er. (8.1)

Gravitaciona sila je centralna.

Vazna posledica oblika gravitacione sile je i da su sva velika nebe-
ska tela gotovo sfernog oblika, sto su veca to im je oblik, po praviluy,
blizi idealnoj lopti. Deliéi tela pod dejstvom gravitacione sile teze da
budu na najmanjem rastojanju do centra tela i tako se vremenom po-
meraju (odnosno telo se deformise) tako da telo postiZe sferni oblik.

Broj¢anu vrednost gravitacione konstante je prvi izmerio lord Ke-
vendi$ (1797-1798 godine) uz pomo¢ torzione vage. Dobio je vred-
nost koja je gotovo neverovatno bliska danas najpreciznije odredenoj,
7 = 6673 x 10”112

KevendiSova apa%atura (osavremnjena) se sastoji od dva para ma-
sivnih kugli. Parovi su ¢vrsto povezani, kao na primer tegovi za
vezbanje (slika 8.2). Oba para kugli mogu da rotiraju oko iste ose.
Jedan par je okacen o tanko vlakno i moZe slobodno da rotira uvr-
¢uéi vlakno. Veli¢ina uvrtanja se meri na osnovu poloZaja odbije-

Slika 8.1: Gravitaciona sila.

Gravitaciona sila nije jedina odgovorna
za oblik tela. Ako se pogledaju rela-
tivna odstupanja od sfernog oblika za
Mesec, Zemlju i Jupiter (tabela 8.1), vidi
se da je Mesec najbliZi idealnom sfer-
nom obliku. Razlog za malo spljoste-
niji oblik Zemlje i malo viSe spljosteniji
oblik Jupitera je centrifugalna sila, koja
deluje na planete zbog rotacije oko sop-
stvene ose.
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Telo Rekp (km) Dim. (km) %

Demos 6.2 15 X 12.2 X 11

Fobos 11.27 27 X 22 X 18
Amaltea 46.14

Mesec 1738.1 1738.1 X 1736.0 0.12
Zemlja 6378.1 6378.1 X 6356.8 0.33
Jupiter 71492 71492 X 66854 6.5
Sunce 695700

nog svetlosnog (laserskog) snopa od ogledala koje je fiksirano na
vlakno. Drugi par kugli moZe da se okre¢e oko vertikalne ose i po-
stavi tako da je jedna kugla od fiksiranih bliza jednoj od kugli okace-
nih o vlakno. Zbog razli¢itih rastojanja medu kuglama gravitaciona
sila izaziva uvrtanje vlakna, a veli¢ina tog uvrtanja se moze odrediti
iz promene poloZaja lika odbijene svetosti.

I ako je gravitaciona interakcija najslabija interakcija u prirodi, ona
je prakti¢no jedina vazZna za kretanje i oblik nebeskih tela. Uz malo
aproksimacija moze da se kaZe da je gravitaciona sila uredila vidljivi
deo svemira onako kakvim ga vidimo.

Tabela 8.1: Oblici i dimenzije nekih ne-
beskih tela. U tre¢oj koloni je dat ekva-
torijalni polupre¢nik kod sferi bliskih
oblika. Dimezije duz tri ortogonalna
pravca, za nepravilna tela, ili dva za
pravilna su date u slede¢oj koloni. U
poslednjoj koloni je dato relativno od-
stupanje od sfernog oblika.

Slika 8.2: Kevendi$ov eksperiment. Sa
desne strane je shematski prikaz apara-
ture gledan odozgo.

Gravitaciona sila je odgovorna i za
ogroman pritisak u unutrasnjosti zve-
zda. Ovaj pritisak stvara ogromnu tem-
peraturu koja omogucava nuklearne re-
akcije.



Gravitaciona potencijalna energija

Kao sto je pokazano u odeljku 5, gravitaciona sila je centralna i
samim tim je konzervativna. Rad koji je potrebno izvrsiti da neko
telo prede iz tacke 1 u tacku 2, u gravitacionom polju je jednak:

kada se uvrsti izraz za silu, dobija se:

)
dr mM mM
Alz:_’YmMZ/rT:’yrZZ_r)/rilz'

n

Posto je rad jednak umanjenju potencijalne energije tela A, =
U; — Uy, onda je jasno da je gravitaciona potencijalna energija jed-

naka: M
uz—ymr z (8.2)

Kada je rad gravitacione sile negativan onda se gravitaciona po-
tencijalna energija povecava, odnosno telo se udaljava od izvora po-
lja. Kada je rad pozitivan onda se potencijalna energija smanjuje,
odnosno telo se pribliZava izvoru polja.

Sila je gradijent potencijalne energije:

du

F = —grad U, odnosno F, = BT

Gravitaciona sila je konzervativna, pa ako se telo krece u gravita-
cionom polju, i pri tome nema drugih sila koje deluju na telo, onda
je mehanicka energija tela odrzana.

Do sada su svi rezultati za gravitacionu silu i gravitacionu po-
tencijalnu energiju dobijeni pod pretpostavkom da su dimenzije tela
koja inetraguju zanemarljivo male. Ako tela nisu zanemarljivo ma-
lih dimenzija, ili ako su nepravilnog oblika, a pri tome i na malim
medusobnim rastojanjima pitanje je u kojoj meri su gornji rezultati
dobri.

Gravitaciona potencijalna energija interakcije sferno simetric-
nih tela

U slucajevima kada dimenzije tela nisu zanemarljive najjednostav-
nije je analizirati tela koja su homogena i simetri¢na. Neka dva tela
interaguju. Jedno telo je homogena sfera, a drugo je mnogo manje
od sfere, pa se moZe uzeti kao da je materijalna tacka. Masa sfere je
M, malog tela m, i malo telo je na rastojanju r od centra sfere. Postoje
dva moguca slucaja, malo telo je izvan sfere ili je unutar sfere. Jed-
nostavniji put je prvo izracunati potencijalnu energiju, pa onda naci
silu, kao gradijent potencijalne energije.

Izdelimo sferu na infinitezimalno tanke prstenove (kao na slici 8.4)
mase dM. Svaki deli¢ prstena je na istom rastojanju s od tela. Telo je
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Slika 8.3: Kretanje tela u gravitacionom
polju.

Dinamika tela u gravitacionom polju
ne zavisi od toga da li se na poten-
cijalnu energiju doda proizvoljna kon-
stanta. To nam omogucava da biramo
nulti nivo potencijalne energije onako
kako nam najviSe odgovara u konkret-
nom problemu.
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homogeno pa je samim tim homogen i svaki njegov deo. Sabiranjem
svih deli¢a prstena koji se nalaze na istom rastojanju od tela dobija
se masa celog prstena. Potencijalna energija prstena i tela je:

mdM

du = —v P

Masa prstena je:
M . M .
dM = odS = mZ(R sin@)7tRAO = 7 sin 0d6,

gde je o povrsinska gustina prstena, dS njegova povrsina, Rsinf je
poluprecnik prstena, dok je Rdf njegova Sirina.

Onda je:
mM sin 6d6

du = —v .

Sa slike 8.4 se vidi da je po kosinusnoj teoremi:
s? =12 + R*> — 2rRcos 6.
Ako se nade diferencijal ovog izraza, dobija se:
2sds = 2rRsin 0d0,

posto su v i R konstantni. Iz gornjeg izraza se dobija:

. sds
sin 0d6 = R
Dakle: M
__ymM
du = 7R S.

Ako se telo nalazi van sfere, onda su granice u kojima treba inte-
graliti elementarnu potencijalnu energiju:

se[r—R,r+R].

u— /Rdllz—%((r—i-li)—(r—R))z—'yﬂ. (8.3)

Slika 8.4:  Gravitaciona potencijalna
energija sfere i tela. Telo se nalazi van
sfere (levo) i unutar sfere (desno).



Dakle, potencijalna energija je ista kao sto bi bila za dve materijalne
tatke masa m i M na rastojanju r. Izraz za potencijalnu energiju daje
i potencijal polja koje stvara sfera mase M:

M
=" (8.4)

U unutrasnjosti sfere granice integracije su:

s€[R—r,R+r].

u= —7%27/ = —7%. (8.5)
Potencijalna energija unutar homogene sfere je konstantna, a isto
vazi i za potencijal, ¢ = —’y%. To znaci da je gravitaciona sila koja
deluje na telo unutar homogene sfere jednaka nuli, kao i gravitaciono
polje unutar sfere.

U F,

£
L=
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_,mM | _ ., mM
R R’

Za homogenu loptu rezultat moZe da se dobije ako se ona podeli
da niz infinitezimalno tankih, koncentri¢nih, sfera, svaka mase dm;
(slika 8.6). Rastojanje od centra svih sfera do tela je isto. Tako da je
potencijalna energija lopte i tela zbir potencijalnih energija svih sfera
i tela.

m
uloptzz = Zusfem = _'77 ZdMl
i
Poslednja suma daje ukupna masu lopte, pa je:

u= —vﬂ, F = —7@, (8.6)
r r
kao u slucaju dve materijalne tacke.

Unutar lopte svi delovi lopte koji su na veéem rastojanju od centra
nego telo ne uti¢u na silu (posto je sila unutar sfere jednaka nuli i to
ne zavisi od debljine sfere, slika 8.7). Jedino $to utice je deo lopte &iji
je pre¢nik manji ili jednak rastojanju tela od centra (slika 8.7 desno).

Slika 8.5:  Gravitaciona potencijalna
energija tela u polju homogene sfere
(levo) i inetnzitet gravitacione sile na
telo (desno).

Slika 8.6: Gravitaciona potencijalna
energija tela u polju homogene lopte.
Ukupna potencijalna energija je zbir po-
tencijalnih energija koncentri¢nih tan-
kih sfera i tela van njih.
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Slika 8.7: Deo unutrasnjosti lopte koji

‘ . deluje na telo.

Masa dela lopte koji deluje na telo na rastojanju  od centra lopte je
my = p%r3 7T, gde je p gustina lopte. Sila je tada:

o ymmy,
F}' - 7’2 7

odnosno,

4 ymmr? 4

Fr — _ng — —g’)/ﬂmpr
Kada se zameni gustina lopte, p = 4%71’ u gornju jednacinu, dobija
3
se: . My
r— R3

Potencijalna energija moZe da se nade i kao rad potreban da telo
sa povrsine lopte dode u unutrasnjost na rastojanje r od centra lopte.
Rad konzervativne sile je jednak umanjenju potencijalne energije (ode-
ljak 5):

A= —AlU.

Za telo koje se krece sa povrsine i spusta do rastojanja r od centra
lopte promena potencijalne energije je AU = U(r) — U(R), dok je

rad:
T MT M
_ Cdp — o __mMs p2
A—/F dr = 7R3 /rdr 72R3 (r R).
R R
Tada je:
- _ mM_ mM 2 2
U(r) = U(R) = A = =y 7—2R3(R r),
U(r) = ™M (3 6.7)
~ TR \27R2) 7

Potencijalna energija interakcije dve homogene sfere ili lopte je ta-
kode jednaka potencijalnoj energiji dve materijalne tacke, koje imaju
iste mase kao i odgovarajuca tela, a nalaze se u centrima sfera. Ovo
se moZe pokazati, na primer preko polja. Polje koje stvara homogeno
sfernosimetri¢no telo je van tela isto kao i polje koje stvara materi-
jalna tacka iste mase kao i telo, koja se nalazi na mestu u kome je
centar tela. To vaZi za oba tela. Ako su im polja ista kao i polja
materijalnih tacaka, onda je i sila interakcije ista kao i za materijalne
tacke.

U slucajevima kada su nehomogena i nepravilna tela u pitanju, na
malim rastojanjima od njih odredivanje polja ili sile moZe da bude
vrlo sloZen zadatak. Ali kako rastojanja izmedu tela rastu, tako je
interakcija sve sli¢nija interakciji materijalnih tacaka.
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} } r 1
Eﬁ/ 2R 4R i
2R
3mM mM
~Fon- 1 TRT

Sila Zemljine teZe

Ako se uzme da je Zemlja priblizno sfernog oblika (videti tabelu
8.1), onda je sila na povrsini Zemlje koja deluje na telo mase m pri-

blizno jednaka:
M,m
R

Masa Zemlje je konstantna, dok je polupre¢nik priblizno konstantan.

F=¢v

Sila koja deluje na telo na povrsini Zemlje moZe da se napise kao:

TM;
RZ’

F=mg, gdeje g=

gravitaciono ubrzanje Zemlje.

Izraz za silu Zemljine teZe je dobijen za bilo koju ta¢ku na povr-
$ini Zemlje. Medutim on je vrlo dobra aproksimacija i za ne tako
male visine iznad povrsine Zemlje. Neka se telo mase m, nalazi na
visini i iznad povrsine Zemlje. Na telo deluje gravitaciona sila, ¢iji
je intenzitet:

Mym ,YMZm 1
(Rz +h)? RZ (1+ R%)z

F=v

Za visine koje su male u poredenju sa polupreénikom Zemlje (h/R, <
1), izraz se moZe razviti u Tejlorov red:

Kada se ovaj rezultat uvrsti u izraz za silu, dobije se:

Mzm< h )
F = 1—-2—+...}),
TR R

odnosno:

Fzmg(l—ZII;Z—I—...).

Slika 8.8:  Gravitaciona potencijalna
energija tela u polju homogene lopte
(levo) i inetnzitet gravitacione sile na
telo (desno).

mg

- + + h(R-)
0 2R. 4R.

Slika 8.9: Sila Zemljine teZe.

Sila Zemljine teZe je uvek usmerena ka
centru Zemlje, odnosno ima radijalni
pravac, ka centru. U proizvoljnoj tacki
na povrsini Zemlje ovaj radijalni pra-
vac je zapravo lokalna vertikala. Me-
dutim u razli¢itim tatkama lokalne ver-
tikale nisu medusobno paralelne. Ako
su tatke dovoljno bliske jedna drugoj
onda su im lokalne vertikle skoro pa-
ralelne. Onda se za koordinatni sistem
moZe uzeti Dekartov sistem, kome je z-
osa duz lokalne vertikale. Tada je sila
Zemljine teZe, u referentnom sistemu u
kome je z-osa usmerena navise:

F = —mge,.

Ovaj izraz u sebi sadrZzi dve aproksima-
cije. Intenzitet sile je aproksimiran in-
tenzitetom na povrsini Zemlje. Druga
aproskimacija se odnosi na pravac sile.
Uzeto je da su u svim tackama sile
medusobno paralelne. Drugim re¢ima,
gravitaciono polje je aproksimirano ho-
mogenim gravitacionim poljem.
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Intenzitet gravitacione sile Zemlje u zavisnosti od visine na ko-
joj se telo nalazi (normalno rastojanje do povrsine) vrlo brzo opada
sa visinom, kao $to se vidi na slici 8.9, ali za visine uporedive sa
polupre¢nikom Zemlje. Za visine koje su znacajno manje od polu-
pre¢nika Zemlje aproksimacija konstantne gravitacione sile je dosta
dobra. Ipak, i pored toga gravitacino ubrzanje na povrsini Zemlje se
menja zbog nekoliko faktora, neidealnog oblika Zemlje, nehomoge-
nosti (lokalni sastav Zemljine kore) i nadmorske visine. Cak i kad bi
Zemlja bila idealna sfera, zbog svog sastava gravitaciono ubrzanje ne
bi bilo isto u svim tackama na istoj nadmorskoj visini.

Primer 8.1

B &vrsto jezgro
B tecno jezgro
Il omotat jezgra

= R (10° m)

01 2 3 4 5

Slika 8.10: Slojevi u unutrasnjosti Ze-
mlje i njihove gustine.

Kako nadi jednostavan argument da Zemlja nije homogena? Srednja gustina Zemlje je oko 6 x 103%.

Medutim gustine stena na povrsini su od 2-3.3% 103k—g3. To znaci da mora da postoji nesto mnogo gusée u
m

dubini planete. A samim tim Zemlja nije homogena.

Kretanje u gravitacionom polju

Kretanje satelita - proa kosmicka brzina

Neka jedno telo (mase m) kruZzi oko drugog (mase M) po kruznici
polupre¢nika r. Da bi mu orbita bila stabilna, u sistemu reference
vezanom za njega gravitaciona sila mora da bude jednaka centrifu-
galnoj. Odnosno:

mMm v?

=M
Odavde se dobija izraz za brzinu koju telo treba da ima da bi se naslo
na stabilnoj kruznoj orbiti polupre¢nika r:

V= \/7%. (8.8)

Dakle, ako je potrebno da se telo krece po ta¢no odredenoj kruznoj
orbiti u gravitacionom polju, ono mora da ima ta¢no odredenu br-
zinu, ako se sile trenja i otpora sredine mogu zanemariti. Takav je
slucaj sa kretanjem satelita oko Zemlje.

Minimalna brzina koju telo treba da ima da bi se kretalo po kru-
Znoj orbiti se dobija ako se uzme da je poluprecnik orbite jednak
polupre¢niku planete. Ova brzina se naziva prvom kosmic¢kom brzi-

0] = \/’)’%. (89)

Ista brzina se dobija u slu¢aju kada se izra¢una kojom brzinom

nom:

treba baciti telo u horizontalnom hicu, pa da ono obide Zemlju.

Izraz za vezu izmedu brzine satelita i polupre¢nika putanje ima
jo$ interesantnih posledica. Kosmonaut u orbitalnoj stanici se krece
istim ubrzanjem kao i stanica, nema sile koja ga vuce da pritiska
podloge, tako da se on u orbitalnoj stanici nalazi u prividno beste-
Zinskom stanju.

Pravo bestezinsko stanje je stanje van
gravitacionog polja.



Sa druge strane stanica koja se kre¢e oko Zemlje zapravo slobodno
pada, jer se krece isklju¢ivo pod dejstvom gravitacione sile. Ovo se
vidi iz posmatranja problema kretanja satelita iz inercijalnog sistema.
Ubrzanje stanice je paralelno sili koja je radijalnog pravca. Posto de-
luje samo jedna sila, onda je i ubrzanje radijalno a to upravo centri-
petalno ubrzanje, koje je jednako gravitacionom.

Druga kosmicka brzina

Neka se telo kre¢e u gravitacionom polju, i neka je gravitaciona
sila jedina koja deluje na telo. Onda je mehanicka energija tela odr-
Zana.

E =const = Ty + Uy = Tr + Uy,

za bilo koje dve tactke u prostoru 11i 2.

Pod kojim uslovima telo moZe da napusti gravitaciono polje? U
grani¢nom slucaju telo treba da se beskona¢no udalji od izvora polja,
ali tako da mu u beskonacnosti brzina tezi nuli. Tada je ukupna
mehanicka energija tela, u beskonac¢nosti, jednaka nuli. Minimalna
mehanic¢ka energija koju telo, mase m, treba da ima da bi napustilo
gravitaciono polje tela mase M i polupre¢nika R, je jednaka nuli,
odnosno:

L
5 MU —
Minimalna brzina je:

mM 2yM
T = 0,:> v% = T

[2yM
o1 = WT (8.10)

Brzina v se naziva drugom kosmic¢kom brzinom ili brzinom odva-
janja, i to je minimalna brzina kojom telo treba da se krece da bi
napustilo neko gravitaciono polje.

Veza poluprecnika putanje i perioda kretanja

Neka telo rotira u gravitacionom polju, po stabilnoj kruznoj puta-
nji, poluprecnika r. Neka je vreme za koje telo opiSe jedan pun krug
T, period rotacije. Put koji telo prede za to vreme je s = 2r7. Srednja
brzina za jedan period je v = 2%. Ako se iskoristi brzina tela po

stabilnoj kruznoj putanji dobija se:

4 2
T=2rm, /'yLM' odnosno T? = 'yiMrB' (8.11)

Dakle, u gravitacionom polju koje stvara telo mase M, period obi-
laska tela po ta¢no odredenoj kruznoj putanji zavisi isklju¢ivo od
poluprec¢nika putanje.

Ukupna energija

Ukupna energija tela koje se kre¢e po kruznoj putanji u gravitaci-
onom polju je:

mM lva mM 1 mM
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Zanimljivo je da je ukupna energija jednaka polovini potencijalne
energije, u ovom slucaju.

Keplerovi zakoni

Od pamtiveka su ljudi gledajuéi u no¢no nebo prepoznavali objekte
na njemu. Uodili su i pravilnost u kretanju veéine nebeskih tela. Ipak
prili¢no ta¢ni zakoni kretanja nebeskih tela su otkriveni tek pocet-
kom sedamnaestog veka. Jo$ u Sesnaestom veku je shvaéeno da je
Zemlja jedna od planeta koje se kre¢u oko Sunca (Kopernik, Bruno),
a zatim, u sedamnaestom veku, da se na osnovu prividnih putanja
planeta oko Zemlje moZe utvrditi putanja planeta oko Sunca (Brahe,
Kepler).

Najznacajniji prodor u razumevanju kretanja nebeskih tela u Sun-
¢evom sistemu, dao je Johan Kepler. On je posmatrajuci kretanje ne-
beskih tela i analizirajué¢i do tada prikupljene podatke uocio sledece
zakonitosti:

i Sve planete se krec¢u po elipti¢énim putanjama sa Suncem u jednoj
od Ziza.

ii Vektor poloZja svake planete u odnosu na Sunce prebriSe istu po-
vrsinu u jednakim vremenskim intervalima.

iii Kvadrat perioda obilaska planete oko Sunca je srazmeran kubu
velike poluose planetine orbite.

Ovo su znameniti Keplerovi zakoni. Treba voditi ra¢una da je
Kepler zZiveo pre Njutna, pa samim tim nije znao zasto se planete
kre¢u na ovakav naéin, ali je sasvim ta¢no uocio pravilnosti.

Prvi zakon

Po prvom Keplerovom zakonu svaka planeta se krece po elipti¢noj
putanji, tako da je u jednoj od ZiZa Sunce. Prvi Keplerov zakon
mora da se dobije iz drugog Njutnovog zakona za kretanje tela u
gravitacionom polju, ako su oba zakona ta¢na.

Posmatranje kretanja galaksija je uka-
zalo na priliénu rupu u znanju o vasi-
oni. Jo$ 1933. godine je na osnovu iz-
merenih brzina rotacije zvezda u Mle¢-
nom putu, kao i galaksija u jatima utvr-
deno da mora da postoji jo$ neka masa
u vasioni koju ne vidimo a koja utice
na kretanje. Ta nedostaju¢a masa je na-
zvana tamna materija. Procenjeno je da
oko 26.8 % mase u svemiru ¢ini tamna
materija. Godine 1990. je nepobitno
uvrdeno da se svemir $iri, na¢in na koji
se 8iri je ukazao da mora postojati jos
nesto neotkriveno $to uti¢e na takvo $i-
renje svemira, svi nepoznati uzroci su
objedinjeni u jedan pojam, tamna ener-
gija. Procenjeno je da oko 68.3% sve-
mira ¢ini tamna energija. Sabiranje ova
dva broja je lak ali pomalo neprijatan
zadatak jer ukazuje na to koliko za-
pravo ne znamo o svemiru.

Re¢ planeta potite od grekog putnik ili
lutalica.

Neka se telo mase m kre¢e u gravitacionom polju nepokretnog
tela mase M. Gravitaciona sila je jedina sila koja deluje na telo koje

I
a
|

Slika 8.11: Osnovni parametri elipse, i
putanje planete oko sunca.



se krece. Tela su na dovoljno velikom rastojanju, jedno od drugog, da
se moZe uzeti da su materijalne tacke. Koordinatni sistem je vezan
za telo mase M. Neka je pocetna brzina tela m jednaka vy.
Gravitaciona sila je centralna, tako da su ukupna mehani¢ka ener-
gija pokretnog tela i njegov moment impulsa u odnosu na ovako
izabran koordinatni pocetak, konstantni. U pocetnom trenutku mo-
ment impulsa tela je vektor normalan na ravan koju odreduju vektor
pocetnog poloZaja tela i vektor pocetne brzine. S obzirom da je mo-
ment impulsa konstantan, onda je uvek normalan na istu ravan, u
kojoj su trenutni vektor poloZaja tela i trenutna brzina, Sto znaci da
¢e se telo sve vreme kretati u ravni odredenoj pocetnim uslovima.
Za opisivanje kretanja tela u ravni mogu da se izaberu polarne
koordinate. Brzina tela u polarnim koordinatama je (jednacina 2.16):

v = pep +pgeg,

a njen kvadrat:
2 = 5%+ p2¢2.

Osnovna jednacina dinamike je diferencijalna jednac¢ina drugog
reda. Bez obzira Sto je problem efektivno dvodimenzionalan (kreta-
nje u ravni), njeno resavanje je vrlo tezak zadatak. Medutim, mogu
da se iskorite zakoni odrZanja.

Neka su pocetni uslovi

@(0) =0, p(0) = po, v(0) = vg, vo L po.

Mehanicka energija i moment impulsa u polarnim koordinatama
su: 1 .
E:EMﬁ+fﬁ%7yL:mf¢ (8.12)

gde je & = ymM.

Iz druge jednacine moZe da se izrazi dt = mTpngo, i da se zameni
u prvu. Tako se dobija diferencijalna jednacina, prvog reda, ¢ijim
reSavanjem se dobija jednacina putanje.

2
<j;> = % <2Ep4 4 2ap0® — I;jp2> .
Dobija se jednacina sa razdvojenim promenljivim, odnosno jedna¢ina
oblika:
f(p), odnosno, Ao _ do,
f(p)

| 4 s L2,
ﬂ@—¢p(ﬁp+mp %)

Jednacina se reSava neposrednom integracijom, i uz pocetne uslove

do _
de
gde je

reSenje je:
— o
P(GD) - c+ (1 — C) COS(p, (813)
o
mpgo3”
nusnog preseka, a to moze da bude elipsa, krug, parabola, hiperbola

gde je c = Ovo je opsti oblik krive drugog reda, odnosno ko-

i prava.
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Elipsa je kriva za koju vazi da je za
svaku tacku sa krive zbir rastojanja (s i
s, sa slike 8.11) do dve fiksirane tacke
konstantan. Ove dve tatke (F; i F)
se nazivaju ZiZe elipse. Centar elipse
je ta¢no izmedu ZiZza, na istoj pravoj.
Najvece rastojanje od centra do krive je
velika poluosa elipse, a4, a najmanje je
mala poluosa, b. Ekscentricitet elipse,
e je po definiciji e = /1 — Z%, i moze
da ima vrednosti iz intervala e € [0,1].
Sa slike se vidi da je rastojanje svake
od ZiZa do centra elipse jednako ea. U
specijalnom slu¢aju za kruznicu e = 0
(a = b). Planete se kre¢u po elipti¢nim
putanjama kojima je u jednoj od ZiZa
Sunce. Ta¢ka u kojoj je planeta najbliza
Suncu naziva se perihel, a tatka u ko-
joj je najdalja od Sunca afel. Rastojanje
planete do Sunca u perihelu je a(1 —e),
dok je u afelu a(1 +e).

Ovo je jedan lep primer kako zakoni
odrzanja mogu znacajno da pojedno-
stave problem. Koris¢enjem zakona
odrZanja dobijena je jednacina prvog
reda, koju je mnogo lakse resiti.
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U zavisnosti od vrednosti parametra a moguce su razlicite putanje
tela.

- Zac=1,p(p) =2 = const, a to slu¢aj kada se telo krece po

kruznici. Kada se uvrsti izraz za konstantu ¢ dobija se brzina na
stabilnoj kruznoj putanji poluprec¢nika pg, odnosno prva kosmicka
brzina za rastojanje py od izvora polja.

— Ako je ¢ # 1 da bi putanja bila zatvorena, funkcija p(¢) mora da
bude konacna, za svaku vrednost ugla ¢. Ako se fiksira c, vidi se
da p(¢) raste za tupe uglove, za koje je cos ¢ negativan. Ocigledno
p(9) ima maksimum za ¢ = 7. Ako je maksimum konacan, onda
je i funkcija za sve ostale vrednosti uglova kona¢na. Dakle uslov
za zatvotrenu putanju je da za ¢ = 7, p bude kona¢no i pozitivno,
a to je ekvivalentno uslovu da ¢+ (1 —¢) > 0, odnosno ¢ > 1.

Putanja je zatvorena linija u ravni, a to je elipsa. Iz uslova za c
ymM 2YM
mpyv3 Tpo 7
brzina mora da bude manja od druge kosmicke za rastojanje p

dobija se iraz > %, odnosno v} < dobija se da pocetna

od izvora polja.

— Akoje c = } onda je poetna brzina tela jednaka drugoj kosmitkoj
brzini vy = vy, telo moze da napusti gravitaciono polje, u bes-
konacnosti, i putanja viSe nije zatvorena. Jednacina putanje je u
tom slucaju p(¢) = Hz%s(p, $to predstavlja jednacinu parabole u
polarnim koordinatama.

- Akojec < %, onda je pocetna brzina veca od druge kosmicke za
tu orbitu, i putanja je otvorena i to je hiperbola.

Dakle, konac¢ne jednacine kretanja tela u gravitacionom polju daju
sve moguce putanje tela. Putanje su krive koje su konusni preseci:
krug, elipsa, parabola i hiperbola. Kakva ¢e putanja tela biti zavisi
od pocetnih uslova (parametar c). Sa druge strane, ovim je pokazano
da je prvi Keplerov zakon direktno dobijen iz drugog Njutnovog za-
kona i Njutnovog zakona gravitacije, Sto pokazuje da su medusobno
saglasni.

Izraz za ukupnu mehani¢ku energiju u polarnim koordinatama
(8.12) moze i drugacije da se grupiSe. Izvod ugla po vremenu moze

da se izrazi preko momenta impulsa L, koji je konstantan, ¢ = mLpz
Mehanicka energija je onda:
1 (5, L? mM
F= (P o)
odnosno )
1, 1L mM
E= > Mp + (2111(}2 ’Yp) , (8.14)

gde je izraz u zagradi efektivna potencijalna energija tela.



Neka je ukupna mehanicka energija tela E, kao $to je oznac¢eno na
slici. Tada telo moZze da se kre¢e samo u oblasti u kojoj je rastojanje
do izvora polja u intervalu [0y, Pmax]. Putanja je zatvorena, i to je
elipsa za koju je pyin = a(1 —e), dok je pmax = a(1+ e). Specijalan
slucaj kretanja po zatvorenoj putanji je slucaj kada je telo uvek na
istom rastojanju od izvora polja, gy, i tada se telo krece po kruznici.
Putanja je uvek zatvorena ako je ukupna mehanicka energija nega-
tivna (finitno kretanje). Ako je ukupna mehani¢ka energija pozitivna
putanja ée biti otvorena (infinitno kretanje).

Drugi zakon

U infinitezimalno kratkom vremenskom intervalu putanja tela je
deo kruznice polupre¢nika p. Povrsina povrsi koju vektor poloZaja
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Slika 8.12: Moguce trajektorije tela u
gravitacionom polju. Konusni preseci.

Slika 8.13: Efektivna potencijalna ener-
gija.

Slika 8.14: Sektorska brzina.
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prebrige za vreme dt je dS = 1p?dg, $to se vidi na slici 8.14. Kada se
povrsina podeli sa dt dobija se:
% = %pzi—f. (8.15)

Fizi¢ka veli¢ina koja je jednaka povrsini koju vektor polozaja pre-
brise u jedinici vremena naziva se sektorska brzina. Drugi Keplerov
zakon onda glasi da je sektorska brzina svake planete konstantna.

Neka je u bilo kojoj tacki elipse brzina razloZena na komponentu
duz pravca p i normalno na taj pravac, i neka je normalna kompo-
nenta brzine v; = vsinf, (slika 8.14). Intenzitet pomeraja tela duz
pravca normale za vreme dt je pd¢ (duZina luka polupre¢nika p koji
se vidi pod uglom d¢), pa je onda komponenta brzine v, = p(ji—(f.
Sektorska brzina moZze da se napise kao:

ds 1

1 . 1
QU = AP = Epvsm(n— ) = ipvsme.

Ugao 6 je ugao izmedu vektora v i p pa je:

ds 1

E - ip X0 = % (816)

Dakle, ako je moment impulsa tela konstantan onda je i sektor-
ska brzina konstantna. Sa druge strane ako je sektorska brzina kon-
stantna telo se krece u ravni.

Treéi zakon

Za kruznu putanju tela u gravitacionom polju je pokazano ranije
da je kvadrat perioda obilaska planete oko izvora polja proporciona-
lan tre¢em stepenu poluprecnika orbite. Kepler je pokazao da je za
eleipti¢nu putanju veza vrlo sli¢na:

——a, (817)

gde je M masa izvora polja, a a je velika poluosa elipse po kojoj se
telo krece.

m15
H2
m 25
W28
u3

Na slici 8.16 su prikazane razli¢ite putanje, ali svim putanjama
su velike poluose jednake. Po tre¢em Keplerovom zakonu periodi
obrtanja tela oko izvora polja ¢e po svim ovim putanjama biti jednaki.

U tre¢em Keplerovom zakonu, za planete u Sunéevom sistemu, u
konstantu proporcionalnosti ulazi masa Sunca. To bi bilo ta¢no da
planete rotiraju oko centra Sunca, medutim one rotiraju oko centra
mase sistema Sunce-planeta. U sistemu centra mase relativna Cestica

Slika 8.15: Kretanje sa konstantnom
sektorskom brzinom.

Drugi Keplerov zakon vaZi za svaku
centralnu silu.

Slika 8.16: Putanje koje tela obilaze za
isto vreme. Velika poluosa je a = 3 u
proizvoljnim jedinicama, veli¢ina malih
poluosa je data na slici.

Planete sa slike 8.16 se kre¢u razli¢itim

brzinama. Po$to im je period isti, put

koji predu se razlikuje. Put je obim

elipse za $ta nema analitiCckog izraza,

ali moZe da pomogne Ramanudzanova

priblizna formula: O ~ 7(3(a +b) —
(3a+b)(a+3b))
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koja ima redukovanu masu sistema rotira oko centra mase koji ima
masu sistema. Masa sunca je oko 750 puta je veca od ukupne mase
svega ostalog u Suncevom sistemu, pa je onda redukavana masa za
bilo koju planetu prakti¢no jednaka masi planete, a ukupna masa
sistema prakti¢no jednaka masi Sunca. Postojanje planeta ipak jedva
primetno utice na kretanje Sunca.

Neka je neko masivno telo, zvezda na primer, centar sistema oko
koga rotiraju znacajno manja tela, planete, na primer. Svaka pla-
neta rotira priblizno oko centra mase sistema zvezda-planeta, ako
ima viSe planeta onda ta rotacija moze da bude vrlo sloZena, mada
vrlo tesko primetna. Posmatrano sa strane, zvezda koja ima po neku
nas ipak mogu da registruju ovo podrhtavanje zvezda sto ukazuje na
prisustvo planeta oko njih.

Primer 8.2

Trec¢i Keplerov zakon moZe da se izvede iz jednacine konusnih preseka.
Resenje: U jednacini konusnih preseka je parametar ¢ jednak ;%. Moment impulsa je konstantan, pa
0%

je jednak pocetnom momentu impulsa, L = muvppg, odakle je pg = mivo Dalje, moze da se pokaze da je
ekscentricitet jednak e = 1—25, odnosno da je ¢ = %H Kada se izraz za ¢ zameni u jednacinu kretanja,
dobija se:

_ po(lte)
ple) = 1+ecose’

Ako se u brojilac ovog izraza zamene izrazi za py i e, dobija se:

(¢) = L? 1
pLe) = YMm? (1+ecos )’

Neka se u potetnom trenutku telo nalazi najbliZze izvoru polja (perihelu), odnosno pg = a(l —e)i ¢ =0:

LZ
loe)=—
a(l—e) yMm?(1+e)’
LZ
2y _
a1 =) =

Sa druge strane tokom jednog perioda telo opiSe celu elipsu. Pa je iz drugog Keplorovog zakona:

L
b=_"T,
ta m

iz ove jednatine se izrazi (L/2m)? i uvrsti u prethodnu jednainu:

1 471%a%b?
1-f)=— "~
a(l—e%) M T2

Iz veze za parametre elipse b* = a?(1 — €?), §to kad se uvrsti u prethodnu jednacinu i sredi, dobija se:

T? = ﬁ;a‘%.
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Crne rupe

Izra¢unajmo drugu kosmicku brzinu za Sunce. Ako se uvrste
vrednosti za masu i polupre¢nik Sunca, dobija se oko 6 - 10°2. (M, =
2. 1030kg, Rs =~ 7-108m)

Srednja gustina Sunca je oko 1400%. Znaci da je gas u ovakvoj
zvezdi gusdéi od vode.”

Ako se izraz za drugu kosmicku brzinu izrazi preko gustine Sunca

27M 8y,
o = ,; ° =1/ 73 pRs-
S

Sunce je mala zvezda. Da li je za neke vece zvezde moguce da

dobija se:

druga kosmicka brzina bude veca od brzine svetlosti? Granica je

c= % odnosno:

27M
2

Rs =

Ovo je poznati izraz za takozvani Svarcsildov radijus. Za Sunce je
Svarcsildov radijus oko 3 kilometra!

Dakle za neke zvezde je Svarcgildov radijus mnogo manji od ve-
licine zvezde pa se nista neobi¢no ne oc¢ekuje. Ali ako bi postojalo
telo, takvo da mu je Svarcsildov radijus ve¢i ili jednak polupre¢niku,
onda bi se desile vrlo zanimljive stvari. Onda ni foton sa tog tela ne
bi mogao da napusti njegovo gravitaciono polje, pa se ne bi nista vi-
delo $to je unutar Svarcsildovog radijusa. Takvo telo bi apsorbovalo
svu svetlost, pa bi bilo crno. Zato je nazvano crna rupa (1783!).

Povrs$ polupreénika jednakog Svarcsildovom radijusu se naziva ho-
rizontom dogadaja. Zbog nemoguénosti da ni jedan foton napusti crnu
rupu, ne moZemo mnogo toga da izmerimo osim mase, naelektrisa-
nje ili momenta impulsa.

Konacno, u blizini horizonta dogadaja bi se ispoljili razni zani-
mljivi efekti:

* Doslo bi do crvenog pomaka svih elektromagnetnih signala, od-
nosno do smanjivanja frekvencije.

¢ Doslo bi do usporavanja vremena.

¢ Gravitaciona sila bi bila toliko jaka da bi svako telo rasturila do
pojedinac¢nih atoma.

* Oko crne rupe postoji spirala gasa visoke temperature (10°K) koji
zraci X-zracenjem.
* Detekcija ovog zralenja je prili¢no siguran dokaz za crne rupe

postoje.

* Najbolji kandidati za detekciju su dvojni sistemi crna rupa - zve-
zda.

* Temperatura na povrsini sunca je oko
5800 K, a u unutrasnjosti zvezde ¢ak
1.5-10’K. Na tim temperaturama mogu
da postoje samo gasovi, nema te¢nosti i
¢vrstih tela.

Neverovatno je da se dobija sasvim ta-
&an izraz za Svarcsildov radijus, i ako u
blizni velikih i masivnih zvezda ne vaZzi
Njutnova teorija gravitacije a i mora da
se primeni specijalna teorija relativno-
sti. Korekcije na specijalnu i opstu te-
oriju relativnosti se potiru pa se dobija
rezultat kao i u klasi¢nom slucaju.

Zadaci



8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

Ne jednom od prethodnih testova jedan student 8.13
je napisao da je jedini razlog zasto jabuka pada

na zemlju, a ne da se Zemlja kre¢e navise ka ja-
buci, u tome $to Zemlja ima mnogo ve¢u masu i
zato mnogo jace privladi jabuku. Kako biste mu g 1,
objasnili zaSto nije dobio poene za ovakav odgo-
vor?

Na osnovu osnovne jednacine dinamike ubrza-

nje je koli¢nik sile i mase tela. Kako je onda 8.15
gravitaciono ubrzanje isto za sva tela (u blizini
Zemljine povrsi)?

Kada ve¢om silom privlacite Sunce, danas u po- 8.16
dne ili sino¢ u pono¢?

Zemlja sve vreme privlac¢i Mesec. Zasto onda
Mesec zbog privlac¢enja ne udari u Zemlju? 8.17

Zasto dve sudarajuce galaksije mase oko 10!

puta vece od mase Sunca ne odvuku Zemlju iz
suncevog sistema?

Kolika je gravitaciona sila kojom interaguju dva
automobila od goo kilograma na rastojanju od 3
metra, ako automobile tretiramo kao materijalne
tacke?

Ako moZemo da toleriSemo do 10 % odstupanja 8.1
od ta¢ne vrednosti gravitacione sile, proceniti sa
grafika 8.9 na kojim visinama je aproksimacija
da je gravitaciona sila konstanta jos uvek prihva-
tljiva.

Zemlja je najbliza Suncu u novembru a najdalja 8.20
umaju. U kom mesecu Zemlja ima ve¢u brzinu?

U kojoj tacki elipti¢ne putanje je ubrzanje planete
najvece a u kojoj najmanje?

Kako bi izgledao tre¢i Keplerov zakon kada bi
gravitaciona sila bila obrnuto srazmerna tre¢em 8.21
stepenu rastojanja, >? Da li bi to uticalo na prva

dva zakona?

Kada se Halejeva kometa priblizava Suncu, ja- 8.22
sno je da je gravitaciona sila privlaci ka perihelu
putanje (tacka najbliza Suncu). Koja sila gura
kometu da opet ode daleko izvan Suncevog si- 8.23
stema?

Mnogi ljudi misle da su astronauti u orbitalnim
stanicama u besteZinskom stanju zato sto su do-
voljno daleko, pa je gravitaciono polje Zemlje za-
nemarljivo malo. Da li je to tatno? Na kom ra-
stojanju od Zemlje treba da bude stanica da bi 8.24
uticaj Zemljine gravitacije bio zanemarljiv?
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Svemirski brod orbitira oko planete na kruznoj
orbiti, sa periodom T. Koliki bi bio period broda
ako bi planeta imala trostruko ve¢u masu, a brod
orbitirao na kruznoj putanji istog polupre¢nika?
Planeta orbitira oko zvezde na kruznoj orbiti, sa
periodom T. Koliki bi bio period planete ako bi
planeta imala trostruko ve¢u masu i kretala se
po putanji istog polupre¢nika?

Sunce privlaci Mesec silom koja skoro dva puta
jaca od sile kojom ga privlaci Zemlja. Zasto onda
Mesec ne pobegne od Zemlje ka Suncu?

Za koji deo puta svemirskom brodu treba vise
goriva, kada leti sa Zemlje na Mesec, ili sa Me-
seca na Zemlju?

Planeta se okrece oko zvezde po kruznoj putanji.
Koliki rad izvrsi gravitaciona sila kojom zvezda
privlaci planetu tokom jednog perioda? Ako je
putanja elipsa, onda se brzina planete menja to-
kom obilaska zvezde. Koliki onda rad izvrsi gra-
vitaciona sila zvezde?

8 Da li prva kosmicka brzina zavisi od ugla pod

kojim je telo ispaljeno? Da li se nesto menja ako
uklju¢imo otpor vazduha?

Projektil je ispaljen vertikalno navise sa povr-
Sine Zemlje. Gde ¢e projektil zavrsiti ako mu je
ukupna mehanicka energija (a) veca od nule; (b)
manja od nule? Zanemariti uticaj ostalih planeta
i Sunca u Sunéevom sistemu.

Kompanija za telekomunikacije je odlucila da
postavi geostacionarni satelit koji bi sve vreme
bilo ta¢no iznad Kragujevca. Da li je moguce da
satelit ima takvu putanju na ovoj geografskoj si-
rini?

Na slikama 8.8 i 8.9 su date gravitacione sile.
Ako se u prvom sluc¢aju uzme da je Zemlja lopta,
zasto slike nisu iste?

Masa Marsa je 11% mase Zemlje. Zasto gravita-
ciona sila na posini Marsa nije 11% sile Zemljine
teze?

Masa Saturnovog velikog satelita Titana je oko
44 puta manja od mase Zemlje, a polupreénik
mu je oko 2.5 puta manji. (a) Koliko je gravita-
ciono ubrzanje na povrsini Titana? (b) Kolika je
srednja gustina Titana? (c) Na osnovu gustine da
li biste mogli da kaZete nesto o sastavu Titana?

Jupiterov satelit Io je najaktivnije telo u Sunce-
vom sistemu po broju aktvnih vulkana. Tokom
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erupcije pojedini vlkani mogu da izbace mate- 8.31
rijal do 500 km iznad povrsine. Masa Ioa je
8.93x10?? kg, a polupreénik mu je 1821 km. Na 8.32
koju visinu bi dospeo materijal prilikom erup-
cije vulkana na Zemlji, ako bi bio izbacen istom

brzinom kao na Iou?

NASA je 2004. godine lansirala satelit Aura koji 8.33
ispituje Zemljinu atmosferu i klimu. Satelit se
krec¢e po skoro kruznoj orbiti 705 km iznad po- g 34
vrsine Zemlje. (a) Koliki je period obilaska Aure

oko Zemlje? (b) Kolika je brzina satelita?

Zamislite da ste kosmonaut koji se nalazi na De-
mosu, Marsovom satelitu. Pre¢nik Demosa je
oko 12 km, masa mu je oko 1.5x10%° kg. Malo 8.35
vam je dosadno posto ste sami na satelitu, ¢ekate
ostatak ekipe. Nekim ¢udom imate teniski reket

i lopticu. Smislite zanimljivu igru, tenis za jed-
nog igraca. (a) Kolikom brzinom treba da bacite 816
lopticu, tik iznad povsine, da bi ona obisla krug

oko satelita i stigla do vas, da je onda udarite
reketom? Da li je moguce baciti lopticu tom br-
zinom? (b) Koliko dugo bi trajao let loptice oko 8.37
satelita? Da li bi na kraju ovaj sport mogao da
ublazi vasu dosadu?

Medunarodna svemirska stanica napravi 15.65
obrtaja oko Zemlje za jedan dan. Ako je puta-
nja priblizno kruZnica na kojoj visini u odnosu

na povrsinu Zemlje se stanica nalazi? 8.39

Pre nekoliko godina je otkrivena planeta (sa na-
dimkom vreli Jupiter) veli¢ine Jupitera koja se
kre¢e po skoro kruznoj orbiti oko svoje zvezde.
Polupre¢nik orbite je oko 9 puta manji od po-
lupre¢nika putanje Merkura oko Sunca. Planeta
obide oko zvezde za 3.09 dana (zemaljskih). (a)
Kolika je masa zvezde? (b) Kolika je brzina pla-
nete?

Gravitaciono ubrzanje na severnom polu Nep-
tuna je 11.2 3. Masa Neptuna je 1.02x10% kg i
polupreénik je 2.46x10* km. Period rotacije oko g 40
sopstvene ose je 16 sati. Kolikom silom Neptun
privlaci telo mase 3 kg na severnom polu, a ko-
likom na ekvatoru?

Brod kruzi oko Zemlje na istoj orbiti kao i sa-
telit. Oni se nalaze na dijametralno suprotnim
stranama. Sta treba da uradi posada broda da bi
mogli da pokupe satelit, a brod nema dovoljno 8.41
goriva da stigne do satelita?

Pokazati da je moment impulsa tela u polarnim
koordinatama jedak 0% ¢.

Pokazati da se iz izraza za mehanic¢ku energiju,
8.12 dobija difrencijalna jednacina prvog reda.
Resiti je neposrednom integracijom i pokazati da
se dobija reSenje 8.13.

Pokazati da je uslov za infinitno kretanje da br-
zina tela bude veca od druge kosmicke brzine.

Ako je efektivna potencijalna energija definisana
kao u jednacini 8.14, onda preostali ¢lan moze
da se nazove efektivnom kinetickom energijom.
Kolika je efektivna kineticka energija tela koje se
kreée po kruznici?

Koriste¢i samo neku od definicija ravni iz ma-
tematike i ¢injenicu da je sektorska brzina kon-
stantna pokazite da se u tom slucaju telo kreée u
ravni.

Ako su periodi obrtanja tela po svim putanjama
sa slike 8.16 jednaki, da li to znadi da su im i
srednje brzine jednake?

Sta bi se desilo sa putanjama planeta ako bi
Sunce trenutno kolabiralo u crnu rupu? Da li
bi promena trajektorije zavisila od rastojanja od
Sunca?

8 Kada bi Sunce kolabiralo u crnu rupu, poluprec-

nika koji je jednak Rg, kolika bi mu bila gustina?

Prili¢no je izvesno da u centru Mle¢nog puta po-
stoji masivni objekat (crna rupa). Prsten sa de-
licima razli¢itog materijala pre¢nika oko 11 sve-
tlosnih godina rotira brzinom od oko 200 kTm (@)
Odredite masu objekta u centru nase galaksije.
(b) Po vaZeéim teorijama i eksperimentalnim re-
zultatima zvezda ne moZe da ima masu koja je
veca od 50 masa Sunca. Da li je objekat u centru
galaksije jedna zvezda? (c) Ako je u pitanju crna
rupa koliki joj je Svarcsildov radijus? Uporedite
rezultat sa srednjim polupre¢nikom Zemljine or-
bite.

Astronomi su 2005. godine otkrili veliku crnu
rupu u galaksiji Markarian 766. Oko ove crne
rupe gomile materije se okre¢u sa periodom od
27 sati brzinom od 30000 km/s. (a) Koliko su
daleko ove gomile materije od centra crne rupe?
(b) Kolika je masa ove crne rupe? (c) Koliki je
Svarcsildov radijus?

Kosmonauti u orbitalnoj stanici moraju stalno da
kontrolisu masu tela. Kako kosmonauti mogu
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da izmere masu u besteZinskom stanju? Smislite
neki nacin i objasnite ga.

Za planete Suncevog sistema su u tabeli date ve-
like poluose putanje i periodi rotacije oko Sunca.

Planeta  Velika poluosa Period T (dani) @
a (10° km)
Merkur 57.9 88.0
Venera  108.2 224.7
Zemlja  149.6 365.2
Mars 227.9 687.0
Jupiter 7783 4331
Saturn  1426.7 10747
Uran 2870.7 30589
Neptun  4498.4 59800

Ako biste nacrtali grafik zavisnosti T? od a°
dobili biste skoro pravu liniju. Zasto? Ipak ovaj
grafik je prili¢no neprakti¢an za upotrebu. (b)
Nacrtajte grafik zavisnosti In T (T u sekundama)
od Ina (a u metrima). Da li ée tacke opet biti
skoro na pravoj liniji? Objasnite zasto. (c) Koliki
¢e biti koeficijent pravca ove prave, na osnovu
treceg Keplerovog zakona? Koliki koeficijent ste
vi dobili? (d) Koriste¢i odsec¢ak na y-osi izracu-
najte masu Sunca. Da li vam se rezultat slaze
sa poznatom vrednos$¢u? (e) Asteroid Vesta je
jedini asteroid vidljiv golim okom sa Zemlje (u
idealnim uslovima). Period Veste je 1325.4 dana.
Kolika je velika poluosa orbite? Na osnovu do-
bijenog rezultata nadite gde se Vesta nalazi u
odnosu na ostale planete.

Za planete sfernog oblika mase M, zapremine
V i polupre¢nika R izvedite izraz kako gra-
vitaciono ubrzanje na povrsini planete zavisi
2R). U
tabeli su date vrednosti gravitacionog ubrza-

od srednje gustine i pre¢nika (D

nja i pre¢nika planeta u Sunéevom sistemu.
(a) Pretpostavite

Planeta D (km) g (m/ %)
Merkur 4879 3.7
Venera 12104 8.9
Zemlja 12756 9.8
Mars 6792 3.7
Jupiter 142984 23.1
Saturn 120536 9.0
Uran 51118 8.7
Neptun 49528 11.0

da su sve planete sfernog obllika. Izvedena jed-
nacina za g vam pokazuje da je za konstantnu
gustinu ubrzanje linerna funkcija pre¢nika. Na-
crtajte grafik sa podacima iz tabele. Sta na

osnovu njega mozZete da kaZete o (srednjim) gu-
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stinama planeta? (b) Izracunajte srednje gustine
za sve planete iz tabele. Poredajte planete po gu-
stinama, od najmanje do najvece. (c) Znamo da
Zemlja nije homogena, da je jezgro najgusce a
ostali slojevi manje gusti. Pretpostavimo da je to
slucaj i sa ostalim planetama. Kako ovaj podatak
uti¢e na dosadasnju analizu? (d) Saturn ima istu
srednju gustinu kao i Zemlja. Koliko je gravita-
ciono ubrzanje na povrsini Saturna, ako koristite
izvedenu vezu gi D?

Pretpostavite da je putanja svih planeta u Sun-
¢evom sistemu kruznica, i da su sve kruznice u
istoj ravni. (a) Izrazite moment impulsa preko
mase planete (M), polupre¢nika putanje (R) i
perioda obilaska oko Sunca (T). (b) Izracu-
najte momente impulsa svih planeta u Sunce-
vom sistemu, i saberite sve momente. Sabiranje
ima smisla zbog pretpostavke da su sve puta-
nje u istoj ravni. (c) Sunce se okrene oko svoje
ose za 24.6 dana. Izracunajte moment impulsa
Sunca. Uporedite rezultat sa ukupunim mo-
mentom svih planeta. Uporedite masu Sunca sa
ukupnom masom svih planeta. Da li je slican
odnos masa i momenata impulsa? (d) Gustina
Sunca nije konstantna, Sunce je najgusce u cen-
tru i gustina opada ka obodu. Da li smo zbog
pretpostavke da je Sunce homogeno dobili ve¢i
ili manji moment impulsa nego sto bi trebalo?

Prilikom ekspedicije u blizini crne rupe, sa broda
je ispao deli¢ koji podseta na teg. Dve ku-
glice spojene Sipkicom od super¢vrstog materi-
jala. Masa kuglica je po 100 g. Centri kuglica su
na rastojanju od 10 cm. Tegic¢ je zavr$io u blizini
crne rupe, na 120 km od njenog centra. Crna
rupa ima 5 puta ve¢u masu od Sunca i Svracsil-
dov radijus od 15 km. Osa (Sipkica) tegica je duz
radijalnog pravca ka centru crne rupe. (a) Kolika
je razlika u silama koje deluju na dve kuglice?
(A to je zapravo sila naprezanja Sipke) (b) Da li
je centar mase (ako ra¢unamo samo kuglice) na
sredini rastojanja izmedu njih? A teZiSte?

EGczorLANETE Mnogo planeta je pronadeno van
Suncevog sistema. Jedna od njih se okrece
oko svoje zvezde ¢ija je masa 0.7 M, (mase
Sunca). Masa planete je 7.9 m, (masa Ze-
mlje) a polupre¢nik joj je 2.3 puta veci od po-

lupreénika Zemlje. Za planete ove veliCine
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teorija daje vezu izmedu gustine i sastava.

Gustina u jedi- Sastav

nicama gustine

Zemlje

2-3 Uglavnom gvozde

0.9-2 Gvozdeno jezgro i stenoviti
omotac

0.4-0.9 Gvozdeno jezgro, sa stenovi-
tim omotalem i nesto laksih
elemenata (voda ili led)

<0.4 Vodonik i/ili helijum

(a) Na osnovu podataka datih u tabeli odredite
najverovatniji sastav ove planete. (b) Odredite
gravitaciono ubrzanje na povrsini planete. Upo-

8.47

8.48

redite ga sa g. (c) Posmatranja pokazuju da je
orbita ove planete skoro kruzna, i period obila-
ska oko zvezde je 9.5 dana, koliki je polupre¢nik
putanje planete? Uporedite ga sa poluprecni-
kom Zemljine putanje.

Saturn ima 100 puta ve¢u masu od Zemlje, i 10
puta vece rastojanje od Sunca. Koliki je priblizno
intenzitet gravitacione sile kojom Sunce privlaci
Saturn u poredenju sa silom kojom Sunce deluje
na Zemlju?

Koliki je priblizno intenzitet ubrzanja Saturna u
poredenju sa ubrzanjem Zemlje, pri rotaciji oko
Sunca?
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Periodi¢no kretanje - Oscilacije

Vrlo vazna vrsta kretanja je kretanje koje se posle odredenog vre-
mena ponavlja na isti na¢in. Ovakvo kretanje se naziva periodicno
kretanje. Vreme potrebno telu da prvi slede¢i put prode kroz istu
tatku, naziva se period kretanja. Primeri periodi¢nog kretanja su:
kretanje planeta oko Sunca, kretanje tela okac¢enog o oprugu, kreta-
nje klatna, kretanje elektrona u atomu, atoma u kristalu, deteta (i ne
samo deteta) koje se ljulja na ljuljasci.

Da bi se telo kretalo periodi¢no, na njega mora da deluje neka sila.
Ako sila deluje tako da je uvek usmerena ka ravnoteznom poloZaju,
odnosno ako se telo uvek kre¢e oko ravnoteznog polozaja, po istoj
putanji, onda se takvo periodi¢no kretanje naziva oscilatornim.

Harmonijski oscilator

Najjednostavniji model koji opisuje oscilatorno kretanje je model
harmonijskog oscilatora (HO).

F=0

Neka se telo mase m nalazi na glatkoj horizontalnoj podlozi. Neka
je za telo zakacena laka opruga, ¢iji je drugi kraj ucvrscen za verti-
kalni oslonac (slika 9.1). Kada je opruga neistegnuta, na telo ne de-
luje nikakva horizontalna sila, (F = 0). Ako se opruga istegne, ili
sabije, na telo ¢e delovati sila koja ¢e teZiti da telo vrati u raznotezni
polozaj, odnosno u polozaj u kome je opruga neistegnuta. Takva sila
se naziva elasticna sila. MoZe se pokazati da ako je elasti¢na sila je-
dina sila koja deluje na telo u pravcu kretanja, onda telo osciluje oko
ravnoteZnog polozaja. Ovakvo kretanje, kao Sto ¢e biti pokazano, se
dobro opisuje modelom harmonisjkog oscilatora.

Opruga je lagana, tako se njena masa moZe zanemariti u porede-
nju sa masom tela. Tokom kretanja opruga se isteze toliko da je sila
u okviru Hukovog zakona, pa se moZe uzeti da je elasti¢na sila sve
vreme kretanja proporcionalna istezanju opruge. Podloga je glatka

Slika 9.1: Telo na opruzi.
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pa se sila trenja klizanja moZe zanemariti, kao i otpor vazduha. Ako
je elasti¢na sila jedina horizontalna sila, onda se duz pravca delova-
nja sile moze postaviti koordinatna osa, x-osa na primer. Koordinatni
pocetak moZe da bude u ravnoteZznom polozaju. Tada je projekcija
sile na x-osu:

F, = —kx, (9.1)

gde je k koeficijent elasti¢nosti opruge, a x rastojanje tela do rav-
noteznog polozaja (elongacija). Koeficijent elasti¢nosti je prakti¢no
konstantan u domenu istezanja koje je u okviru Hukovog zakona.
On zavisi od materijala od koga je opruga napravljena, kao i od geo-
metrijskih karakteristika opruge.
Osnovna jednacina dinamike ima komponentu samo duZ x-ose:
d?x

ma, = —kx, mﬁ = —kx, (9.2)

odnosno, kada se cela jednacina podeli masom tela:
.k )
x—i—ax:O, ¥4+ wx =0. (9.3)

Koeficijent w? je uvek pozitivan, a fizitka veli¢ina w se naziva kru-
Zna frekvencija oscilovanja. Dobijena diferencijalna jednacina je jed-
nacina kretanja harmonijskog oscilatora. To je homogena, linearna
jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

Red jednacine odreduje najve¢i red izvoda u njoj, to je ovde drugi
izvod. Jednacina je linearna zato Sto je linearna po svim izvodima
i funkciji (nema ¢lanova na primer koji su proporcionalni kvadratu
prvog izvoda). Svi koeficijenti uz izvode i funkciju su konstantni i
kona¢no homogena je posto ne postoji ¢lan koji eksplicitno zavisi od
promenljive (u ovom slucaju vremena).

Ovakve jednacine se reSavaju tako Sto se pretpostavi reSenje. Po-
trebno je uzeti funkciju koja je proporcionalna svojim izvodima. Naj-
opstija takva funkcija je eksponencijalna. Dakle, uzima se da je
x(t) = eM, i zameni se u diferencijalnu jedna¢inu 9.3. Posle izra-
¢unavanja izvoda, dobija se algebarska jednacina:

A2eM 4 w2t =0, M(A?+w?) =0.

Posto eksponecijalna funkcija nije nikada jednaka nuli, onda je reSe-
nje:
A2 = —?

odnosno
A = tiw. (9-4)

Dobijena su dva ¢isto kompleksna resenja, sto je posledica ¢injenice
da je koeficijent % pozitivan. Opste reSenje jednacine 9.3 je linearna
akombinacija pojedina¢nih reSenja 9.4:

iwt

+cpe” ', (9.5)

x(t) = 16t

gde su cj i cp kompleksne konstante®.

Svaka sila koja je funkcija jedino rastoja-
nja tela do ravnoteZnog poloZaja se na-
ziva restituciona sila. Sa druge strane
nece svaka restituciona sila izazvati har-
monijsko oscilovanje, ve¢ samo ona sila
koja je linearna po rastojanju tela od
ravnoteznog poloZaja. Elasti¢na sila je
restituciona.

" MoZe se pokazati da su konstante me-
dusobno kompleksno konjugaovane,
o =cj
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Ako se iskoristi Ojlerova fromula za kompleksne brojeve:
eFiWt = cos(wt) + isin(wt),

i to uvrsti u opste reSenje, dobija se:

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), (9.6)
gde su A i B, ovog puta, realne konstante. Dobijeno reSenje je oci-
gledno periodi¢na funkcija vremena, period je T = 2Z. MoZe se

pokazati da se iz oblika 9.6 dobija ekvivalentan oblik:

x(t) = xgcos (wt+ ¢p), 9-7)

gde su nove konstante amplituda oscilovanja, xg, i pocetna faza, ¢y.
Amplituda oscilovanja je najvece rastojanje tela od ravnoteznog po-
loZaja tokom kretanja, dok je pocetna faza odredena polozajem tela i
njegovom brzinom u pocetnom trenutku.

x(0) v(?)

CAAL

Awiy

a(t)

A A A

ARV VA VRV

Diferenciranjem po vremenu jednacine 9.7 dobijaju se izrazi za
brzinu i ubrzanje tela:

v(t) = —wxpsin (wt + @), (9.8)

a(t) = —w?xq cos (wt + @p) . (9.9)
Iz jednacina 9.8 i 9.9 se lako vidi da je maksimalna brzina vy =
wxg, dok je maksimalno ubrzanje ag = w?x,. Obratiti paZnju da xo,
vp i ag nisu pocetna elongacija, pocetna brzina i poc¢etno ubrzanje.
Amplituda i pocetna faza se mogu izracunati iz pocetnih uslova.
Pocetni polozaj tela i pocetna brzina su:

x(0) = xq cos @y,

LAVRVAY]

Slika g9.2: Elongacija, brzina i ubrzanje
tela koje osciluje.
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v(0) = —wxp sin @p.

Ako se podele ove dve jednacine, dobija se:

0(0)
x(o) ~ VB
odnosno: 0
@o = arctg <—ji(()))> . (9.10)

1z jednacina za pocetni poloZaj i brzinu mogu da se izraze sinus
i kosinus pocetne faze, kvadriraju i saberu, pa se dobija izraz za
amplitudu:

2
x(0)% + Z)EULZ) = x3. (9.11)

Dva specijalna slucaja za pocetne uslove su prikazana u tabeli:

(a) (b)
N 0 +7

x(t) xpcos(wt) Fxgsin(wt)
x(0) X0 0
v(0) 0 Fwxg

Slucaj pod (a) odgovara kretanju pri kome telo krece iz amplitud-

nog polozaja bez pocetne brzine, dok u slucaju pod (b) telo krece
iz ravnoteZnog poloZaja, pocetnom brzinom vj, na jednu ili drugu
stranu od ravnoteznog poloZaja (otud F).

Postoji analogija izmedu rotacionog kretanja oko nepokretne ose
i oscilatornog kretanja duz jednog pravca. Neka je telo nepokretno
u odnosu na disk koji rotira oko vertikalne ose (slika 9.3), konstant-
nom ugaonom brzinom. Neka je rastojanje tela do ose rotacije xo, i
neka je x-osa horizontalna, i nepokretna (ne rotira sa diskom). Koor-
dinata x(t) tela je projekcija vektora poloZaja tela na x-osu. Tada je
x(t) = xg cos(wt). Ova analogija moze da razjasni kori$éenje termina
kruzna frekvencija kod oscilatornog kretanja.

Energija harmonijskog oscilatora

Ranije je pokazano da je elasti¢na sila konzervativna, i da je od-
govarajuca potencijalna energija E, = k%z. Ako se zanemari trenje
izmedu tela i podloge, onda je mehanic¢ka energija oscilatora kon-
stantna. Kada se izrazi za x(t) (jednacina 9.7) i v(t) (9.8) uvrste u
izraze za kineti¢ku i potencijalnu energiju, dobija se:

k

E, = Ex%cosz(wH-QOO) (9-12)
m o 2.2 koo o

E, = Ew xj sin®(wt + @) = Exo sin”(wt + @o).  (9.13)

Otigledno je da je ukupna mehanicka energija konstantna:

kx? kx2
E=E,+E = 70 (cosz(wt+ @o) + sin?(wt + (Po)) = 70. (9.14)

Tabela 9.1: Specijalni slu¢ajevi pocetnih
uslova za harmonijski oscilator

Slika 9.3: Analogija sa rotacionim kre-
tanjem.
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Na prvoj slici 9.4 je prikazana potencijalna energija harmonijskog
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oscilatora u nekoliko poloZaja tela, pod pretpostavkom da telo krece
iz amplitudnog poloZaja bez pocetne brzine. S obzirom da je me-
hanic¢ka energija konstantna, kineticka energija se dobija dopunja-
vanjem do mehanicke, $to je predstavljeno plavim stupcima na slici
9.4. Plavi stupci predstavljaju vrednosti kineticke energije u izabra-
nim poloZajima tela, pa kineti¢cka energija izgleda kao na trecoj slici
9.4. Dakle, iz Cinjenice da je mehani¢ka energija konstantna i da je
poznata zavisnost potencijalne energije od elongacije, lako se dobija
oblik kineticke energije, ¢etvrta slika 9.4.

Primeri: Vertikalni oscilator

Ako se lagana opruga sa telom na jednom kraju, okaci tako da
vertikalno visi, dobija se vertikalni oscilator. Za razliku od hori-
zontalnog slucaja, gde je ravnoteZni poloZaj bio poloZaj u kome je
opruga neistegnuta, u vertikalnom slucaju pod dejstvom gravitaci-
one sile na telo, opruga se istegne. RavnoteZni poloZaj je poloZaj u
kome je rezultujuca sila jednaka nuli, a to je polozaj u kome je in-
tenzitet gravitacione sile jednak intenzitetu elasti¢ne sile. Neka je Al
istezanje usled delovanja gravitacione sile, onda je kAl = mg.

l() +Al

Jednacina kretanja za oscilator je:

mz = —k(Al +z) + mg = —kz, (9-15)

Slika 9.4: Energija harmonijskog osci-
latora.

Slika 9.5: Vertikalni harmonijski oscila-
tor.
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gde je z rastojanje do razvnoteznog polozaja. Vidi se da je jedan-
¢ina ista kao u horizontalnom slucaju, samo Zto z = 0 ne odgovara
neistegnutoj opruzi.

Na isti nacin se dobija jednacina kretanja i za telo koje je na vrhu
opruge, kao $to je prikazano na slici 9.6.

Primeri: Torziono klatno

Homogeni masivni disk, mase M, je fiksiran za elasti¢ni stap, koji
je drugim krajem fiksiran za nosag, kao sto je prikazano na slici 9.7.
Neka se disk zarotira za neki ugao, 6y na primer, oko vertikalne ose
koja je duZz Stapa, tako da se pri tome Stap malo uvrne. MozZe se
pokazati da na sistem deluje sila ¢iji je moment jednak M = —x6,
gde je 0 ugao uvrtanja, a x torziona konstanta. Jednacina kretanja

sistema je tada:

odnosno:
. K
0+ TG‘

Dobijena jednacina je istog tipa kao i jednacina za harmonijski osci-
lator, pa je i reSenje istog oblika:

0(t) = 6y cos(wt + ¢p),
gde je w = \/g

Male oscilacije

Neka na telo deluje sila koja teZi da ga vrati u ravnotezni polo-
Zaj, odnsono u polozaj u kome je sila jednaka nuli. Ako se za mala
pomeranja tela od ravnotezZnog poloZaja jednacina kretanja svodi na
jednac¢inu harmonijskog oscilatora, onda se u tom slu¢aju govori o
malim oscilacijama tela. Ta¢na jednacina kretanja tela, za proizvoljna
pomeranja ne mora da bude jednacina harmonisjkog oscilatora.

Jednostavno (matematicko) klatno

Jednostavno (matemati¢ko) klatno je sistem koji se sastoji od ma-
sivnog tela koje je okaceno o neistegljivu dugacku nit. DuZina niti je
znacajno veca od dimenzija tela, pa se moZe uzeti da je telo materi-
jalna tacka. Masa tela je znacajno veca od mase niti, pa se moze uzeti
da je masa niti zanemarljivo mala.

Na telo deluju gravitaciona sila i sila zatezanja. Ako se momenti
sila racunaju u odnosu na tacku veSanja niti, onda je moment sile
zatezanja jednak nuli, posto je ona kolinearna sa vektorom poloZaja
tela (slika 9.8).

Moment inercije tela u odnosu na osu koja prolazi kroz tacku ve-
Sanja je I = mL?, a moment gravitacione sile, u odnosu na istu tacku

Slika 9.6: Vertikalni harmonijski oscila-
tor sa telom na vrhu.

Slika 9.7: Torziono klatno.

Slika 9.8: Jednostavno klatno.
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je Mg = r X F;. Intenzitet momenta je M¢ = mgLsin6, gde je 6 ugao
otklona klatna. Jednacina kretanja klatna je:

10 = —mgLsin0,

odnosno:

mgL
mL2

9+m‘?Lsin9:9'+ sin9:(§+%sin9:0.

Znak - u prvoj jednacini potice od toga $to moment gravitacione sile
uvek teZi da smanji ugao otklona. Na slici 9.9 su prikazani moment
gravitacione sile i ugaona brzina klatna. Vidi se da je moment gra-
vitacione sile uvek tako usmeren da tezi da vrati telo u ravnotezni
polozaj. Dobijena jednacina ocigledno nije jednacina harmonijskog
oscilatora. Ipak, ako se uzme da su uglovi otklona tokom kretanja
mali, onda je:

sinf ~ 0,

i tada se dobija jednacina za harmonijski oscilator:

b+ %9 —0. (9.16)

Kruzna frekvencija klatna je w = \/g, a period oscilovanja je T =

27T \/g . Period ne zavisi od mase tela. Izrazi za period i kruznu fre-

kvenciju su ta¢ni samo za male uglove otklona. Sta smatramo malim
uglovima zavisi i od toga koliku ta¢nost Zelimo da postignemo. Iz
uslova aproksimacije se vidi da su mali uglovi oni za koje je sinus
ugla priblizno jednak uglu (u radijanima). To je vrlo dobra aproksi-
macija za uglove manje od 10 stepeni. Na slici 9.10 je prikazan ugao
u radijanima i njegov sinus. Vidi se da za potrebe procene, aproksi-
macija malih uglova moZe da bude korektna i za mnogo vece uglove
od 10 stepeni.

Slika 9.9: Jednostavno klatno, moment
gravitacione sile i ugaona brzina.

Primer 9.1

Vedi uglovi MoZe se pokazati da se iz ta¢ne jednaline kretanja dobija slededi izraz za period oscilovanja

klatna:

L 1. /6\> 9 . (6
T=2m /= 1+ =sin( =) + —sin | =
7T g( 4511’1(2) 64811’1<2

)4 ¥ > , (9.17)
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gde je 6y amplitudni otklon od ravnoteznog polozaja. Rezultat za period matematickog klatna se od

ovog rezultata za amplitudni ugao od 15°, razlikuje za manje od 0.5%. Poredenje ovog perioda i perioda

matematickog klatna je prikazano na slici 9.10, desno.

0(°)

Fizicko klatno

Ako telo koje osciluje ne moZe da se aproksimira materijalnom
tatkom, onda model jednostavnog klatna nije dobar. Nesto opstiji
model tela koje osciluje je model fizickog klatna.

Neka telo proizvoljnog oblika moZe da osciluje oko ose koja pro-
lazi kroz jednu tacku na telu. Masa tela je m, i neka je poznat moment
inercije tela u odnosu na osu koja prolazi kroz tacku vesanja, kao na
slici 9.11. Pokazano je da je za gravitacionu silu moguce uzeti da de-
luje na centar mase tela. Neka je rastojanje od tatke veSanja do centra
mase jednako d. Ako se sila trenja u tacki veSanja moZe zanemariti,
onda gravitaciona sila jedina deluje na telo. Moment gravitacione
sile je My = r X F;, gde je r vektor poloZaja centra mase tela u od-
nosu na tacku veSanja. Odgovaraju¢a komponenta momenta sile je
jednaka: Mg = —mgd sin 6. Jednacina kretanja fizickog klatna je:

160 = —mgdsin6,
odnosno:
_mgd
I

Ako su uglovi otklona tokom kretanja mali onda se moze uzeti da je

6= sin 6.

sinf ~ 6 i dobija se:

b+ ngde ~0. (9.18)
KruZna frekvencija i period klatna su:
mgd I
=4/—=— T=2 —_— .
w= "5 T=2m [ 919)

Izraz za period klatna ukazuje na moguénost da se merenjem peri-
oda moZe odrediti moment inercije tela u odnosu na osu koja prolazi
kroz tacku vesanja.

U primerima sa klatnima se vidi i osnovna ideja aproksimacije
malih oscilacija. Prvo je potrebno nadéi jednacinu kretanja tela. Onda
se napravi aproksimacija za male pomeraje oko ravnoteznog polo-
Zaja. Ako se dobije jednacina harmonijskog oscilatora u njoj se lako

0(°)
20 30 40 50 60

Slika g.10: Ugao u radijanima i njegov
sinus (levo). Razlika u procentima (sre-
dina). Koli¢nik ta¢nog perioda i peri-
oda matematickog klatna, u zavisnosti
od amplitudnog ugla.

Slika g.11: Fizi¢ko klatno.

Svako telo nezanemarljivih dimenzija
moZe da bude fizicko klatno. Potrebno
je samo da moZe da osciluje pod dej-
stvom sile Zemljine teZe, oko ose koja
je horizontalna. Osa ne mora da prolazi
kroz telo. Telo moZe da bude okaceno
o konac, zicu... Cak konac ne mora da
bude zanemarljive mase, onda telo i ko-
nac zajedno ¢ine fizi¢cko klatno. Jedino
je vazno da centar mase klatna ne bude
previse udaljen od tacke veSanja, jer ako
jeste onda oblik i dimenzije tela prestaju
da budu vazne.
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prepoznaje kruzna frekvencija, i dalje se lako nalazi period oscilova-
nja.

Vredi napomenuti da se u primerima klatana ne vidi vrlo vazan
korak u problemu malih oscilacija. U sloZenijim problemima nije
uvek jednostavno na¢i ravnotezni poloZaj. Tek kada se zna ravnote-
Zni poloZaj moZe se analizirati kretanje tela (sistema) oko njega.

Vibracije molekula

Vrlo zanimljiv i ilustrativan primer oscilacija je kretanje atoma u
molekulu. Razmotrimo slu¢aj dvoatomskog molekula. Atomi u mo-
lekulu interaguju silom koja je posledica nalektrisanja atoma, ali je
sloZenija i slabija od standardne Kulonove interakcije (atomi su elek-
troneutralni, ali nalektrisanje ne mora da bude homogeno raspore-
deno, tako da u tom slucaju postoji interakcija elektrostatickog po-
rekla). Dobar model za ovu interakciju je takozvana Van der Val-
sova interakcija. Eksperimentalno je utvrdeno da je Van der Valsova
interakcija centralna, pa je samim tim i kozervativna. Potencijalna

() < ()

gde je r relativno rastojanje izmedu atoma u molekulu, Rp je kon-

energija atoma je:

u= U , (9.20)

stanta koja predstavlja ravnoteZno rastojanje izmedu atoma, dok je
Up konstanta koja zavisi od vrste atoma, i ima dimenzije energije.

Radjijalna komponenta sile (u ovom slucaju to je jedina kompo-
nenta sile), u sfernim koordinatama se ra¢una kao izvod potencijalne
energije po medusobnom rastojanju izmedu atoma:

CECI

o _ ppth

=3 =%,

7

Na slici 9.12 je prikazana potencijalna energija i radijalna kompo-
nenta sile. Vidi se da za r = R( potencijalna energija ima minimum,
a radijalna komponenta sile je jednaka nuli, $to potvrduje pretpo-
stavku da se radi o ravnoteznom polozaju.

Kada je r < Rp onda je koli¢nik @ > 1. Trinaesti stepen broja
veceg od jedan je sigurno veci od njegovog Sestog stepena, pa je ra-
dijalna komponenta sile pozitivna, i samim tim sila je odbojna. U

Slika g9.12:  Potencijalna energija in-
terakcije atoma u molekulu i radijalna
komponenta sile.
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slu¢aju kada je @ < 1, prvi ¢lan u izrazu za silu je manji od drugog,
pa je samim tim radijalna kompoenta sile negativna, odnosno sila je
privla¢na. Dakle, kada su atomi na manjem rastojanju od ravnote-
znog odbijaju se, a kada su na veéem od ravnoteznog privlace se.
Ovo je tipi¢na osobina restitucione sile, mada je njen oblik znacajno
drugaciji od oblika elasti¢ne sile.

Ipak, za mala odstupanja od ravnoteZnog poloZaja izraz za silu se
moZe pojednostaviti. Neka je x = 7 — Rg, odnosno r = x + Rg. Kada
se nova promenljiva uvrsti u izraz za silu, dobija se:

E 1P Ro \" (R Y
" Ry Ro+x Ro+x
odnosno:
U, 1 1
F =120 -
' Ro |(T+ )8 (1+5)7

Ako telo osciluje oko ravnoteznog poloZzaja, za mala odstupanja R%J <
1, pa se ¢lanovi tipa (1 +y)", za y < 1, mogu razviti u red:

-1
(1+y)”%1+ny+7n(n2! )yz—i—....

Tada je:
1 X
1 -13—,
A+ )0 Ro
b
I+£)7 " Ro’

Kada se ovi izrazi uvrste u izraz za silu, dobija se:

U
F = —72R—(2)x = —kx.

0

U ovoj aproksimaciji potencijalna energija je jednaka:

u, =—-Uy+ 72%)(2.
Ro

Slika 9.13:  Poredenje Van der Val-
) sove potencijalne energije sa aproksi-
/ Sl mativnom za male oscilacije (levo). Re-

3 lativno odstupanje aproksimativne po-

Ro tencijalne energije, 6 = 100%.

Dobijen je oblik elasti¢ne sile. Dakle za mala odstupanja od rav-
noteznog polozaja atomi u molekulu osciluju kao harmonijski osci-
latori, odnosno kao dva tela povezana elesticnom oprugom. Ako se
ovaj primer uporedi sa klathom moZe se uociti jo$ jedna vazna stvar.
Aproksimacija malih oscilacija za sistem od dva atoma je dovoljno
dobra za vrlo mala odstupanja oko ravnoteznog polozaja. Ona daje
dobre rezultate za frekvenciju oscilovanja ali mnogi drugi efekti se



PERIODICNO KRETANJE - OSCILACIJE 157

ne mogu objasniti, na primer zasto se tela Sire kada se zagrevaju. Na
slici 9.13 je dato poredenje aproksimativne potencijalne energije i Van
der Valsove potencijalne energije. Uzeto je da je Ry = 2 a. j. (pro-
izvoljne jedinice), i dato je poredenje za odstupanja koja su najvise
% (amplituda oscilovanja). Vidi se da je u amplitudnim poloZajima
odstupanje oko 4 %.

B
/\ )

> 5

~F

1.98 2.00 2.02 2.04

Jo$ veca razlika je u radijalnoj komponenti sile, kao $to se vidi na
slici 9.14.

Prigusene oscilacije

Do sada su harmonijske oscilacije razmatrane u idealnom slucaju.
Zanemareno je trenje sa podlogom, sila otpora sredine, neidealnost
opruge. U realnom slucaju uvek postoji neka disipativna sila. De-
lovanje disipativne sile se naziva prigusenje. Najjednostavniji slucaj
prigusenja je sluc¢aj u kome sila zavisi od brzine tela. Ako se telo
kre¢e duZ jednog pravca, sila je:

F=—bo, (9.22)

gde je b koeficijent prigusenja. Ovakava sila je sila otpora sredine pri
kretanju tela kroz fluid, malom brzinom.
Jednacina kretanja prigusenog oscilatora je:

ma = —kx — bo,

odnosno, kada se podeli masom tela i sve prebaci na jednu stranu:
., bk
¥+ —x+—x=0.
m m
Neka je % =2pi % = w3, onda je jednatina kretanja:
X4 2Bx + w%x =0. (9.23)

Konstante i w3 su pozitivne. Diferencijalna jednatina kretanja je is-
tog tipa kao idealnom slucaju, i reava se na isti nacin. Pretpostavi se
— pAt
=e

da je resenje oblika x(t) , 1 ovo resenje ze uvrsti u diferencijalnu

jednacinu 9.23 i dobije se sledeca algebarska jednacina:
A2+ 2B + wd = 0.
Resenje se lakse dobija ako se jadnac¢ina dopuni do punog kvadrata:

A4 2BA+ B2 — B2+ Wi =0,

Slika 9.14:  Poredenje Van der Val-
sove sile sa aproksimativnhom elasti¢-
nom (levo). Relativno odstupanje je pri-

kazano na desnoj slici, § = 100%.

Slika 9.15: PriguSeni harmonijski osci-
lator. Telo se kre¢e kroz fluid, tako
da na njega deluje sila otpora sredine
F = —bo.
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odnosno:
(A+B)? = —(wh — B

Neka je wj — B> = w?. Od znaka w? zavisi smisao regenja. Ako je
w? pozitivno, onda je v/ —w? &isto kompleksan broj (v —w? = Fiw).
Ovo kompleksno reSenje odgovara oscilatornom kretanju, kao i u
idealnom slu¢aju. Ako je w? negativno, (w} < pB?) kretanje uopste
nece da bude oscilatorno. Dakle, zanima nas samo sluaj kada je w?

pozitivno. ReSenje algebarske jednacine je:
A=—-Btww, (9.24)

odnosno:
xi(t) — elet:tzwt.

Opste resenje jednacine je linearna kombinacija partikularnih resenja:
X(t) = Ax+ + Bx_ = Aef.Bt+l‘Ut + Be*ﬁt*lwtl

odnosno:
x(t) = e P (Ae! 4 Be™'t) .

Clan u zagradi je identi¢an re$enju u idealnom slu¢aju 9.5, pa se na
isti na¢in mozZe napisati preko trigonometrisjkih funkcija:

x(t) = xoe Pt cos (wt+ @o), (9.25)

gde su xp i ¢g konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova. Kon-
stanta xp je pocetno rastojanje tela od ravnoteZnog poloZaja, ali to nije
amplituda, posto se najvece rastojanje tela do ravnoteZnog poloZaja
menja sa vremenom. Citav ¢lan xpe ! je ,trenutna” amplituda. Kao
$to se vidi na slici 9.16 u svakom trenutku maksimalno rastojanje tela
od ravnoteznog polozaja je upravo xge P,

x(1)

Iz kona¢ne jednacine kretanja se vidi jos nekoliko vaznih stvari.
Posto je:
w? = wi — B, (9.26)

vidi se da je kruZzna frekvencija prigusenih oscilacija manja od kruzne
frekvencije idealnog oscilatora. To dalje zna¢i da je period priguse-
nog oscilatora veci od idealnog, i zavisi od koeficijenta prigusenja.

I pored ocigledne razlike u kruznim frekvencijama prigusenog i
neprigusenog oscilatora, razlika je mala, kao $to se vidi na slici 9.17.

Slika 9.16: Elongacija prigusenog osci-
latora u zavisnosti od vremena.
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Razlika se primecuje u situaciji kada je veliko priguSenje i mali pe-
riod, ili malo priguSenje i veliki period.

Izraz za kruznu frekvenciju prigu$enog oscilatora daje jo$ jedan
vazan slucaj. Oscilatorno kretanje postoji kada je wy > B. To znadi
da postoji grani¢na vrednost koeficijenta prigusenja za koju prestaje
oscilatorno kretanje, 8 = wy, odnsono b = 2v/km. Grani¢na vrednost
koeficijenta prigusenja se naziva kriticno prigusenje. Pri kriti¢tnom pri-
guSenju telo se vra¢a u ravnotezni poloZaj i tu ostaje. Ako je koefi-
cijent priguSenja veci od kriti¢nog, telo se takode vraca u ravnoteZni
polozaj, ali mu za to treba viSe vremena nego u kriticnom slucaju,
kao sto je prikazano na slici 9.18.

x(1)

20

15/ wy=xl8 L=x/8
% £=0.3

0.5

20

Gubitak energije

Ukupna mehanicka energija prigusenog oscilatora je:

1 1
E = —mv® + Zkx*.
MY + X
Diferenciranjem po vremenu ovog izraza dobija se:

dE do dx

== it 2 py2
T mvdt +kxdt bo
Dakle:
dE 2
@ —bo~. (9.27)

Promena energije je uvek negativna pa se zato i zove gubitak energije
oscilatora ili snaga prigusenja.

Ukupna mehanicka energija prigusenog oscilatora se smanjuje to-
kom vremena, i u opstem slucaju zavisnost od vremena je sloZena.
U problemima u kojima je koeficijent priguSenja znatno manji od
sopstvene kruzne frekvencije oscilatora (8 < wp) ukupna mehanicka
energija opada skoro eksponencijalno, kao sto je prikazano na slici

Slika 9.17: Poredenje prigusenih osci-
lacija za razli¢ite koeficijente priguse-
nja (levo). Poredenje kruZne frekven-
cije prigusenog i neprigusenog oscila-
tora (sredina i desno).

Slika 9.18: Kriti¢no prigusenje.
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9.19. U tom slucaju je ukupna mehanic¢ka energija priblizno propor-
cionalna kvadratu trenutne amplitude:

1
E~E; = Ekx%efzﬁt.

Ako je odnos £ ved, odstupanje od aproskimativnog izraza je vece,
wo

kao sto se vidi na slici 9.19 (desno).

Prinudne oscilacije

Na oscilator, osim gravitacione, elasti¢ne i sile otpora sredine moze
da deluje jo$ neka sila. Ako je ta dodatna sila periodi¢na, onda ¢e
ona izazvati prinudne oscilacije, a sila se naziva prinudnom silom.

Neka je periodi¢na sila oblika:

F = Fycos Q) (9.28)

gde je 2 kruzna frekvencija prinudne sile.
Jednacina kretanja prinudnog oscilatora je:

F
X+ 2% + wix = %O cos (). (9.29)

Diferencijalna jednacina je nehomogena linearna jednacina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima. ReSava se u dva koraka. Resenje
je zbir reSenja homogenog dela i partikularnog reSenja,

x(t) = x5 (t) + xp(t).

Resenje homogenog dela je resenje za prigusSene oscilacije. Parti-
kularno re$enje nehomogene jednacine je uvek istog funkcionalnog
oblika kao nehomogeni deo jednacine,

xp(t) = Acos(Qt) + Bsin(Qt).

Koeficijenti A i B se odreduju tako $to se partikularno reSenje uvrsti
u diferencijalnu jednacinu, i tako se dobije sistem algebarskih jedna-
¢ina u kojima su nepoznate traZeni koeficijenti. MozZe da se pokaZe
da je partikularno reSenje obika:

xp(t) = Agcos(Qt — ¢),

gde je:
F

m\/(w% —-02)2 + 4,8202’

Ag = (930)

Slika 9.19: Mehanicka energija prigu-
Senog oscilatora.
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2B80)
¢ = arctg (W) ’

amplituda Ag i faza ¢ prinudnih oscilacija.

Konactno resenje jednacine prinudnih oscilacija je zbir reSenja ho-
mogenog dela i partikularnog reSenja:

x(t) = xpe Pt cos wt + Agcos(Qt — ¢).

S obzirom da prvi ¢lan opada sa vremenom, posle dovoljno dugog
vremena telo ée oscilovati frekvencijom prinudne sile. Vreme za koje
¢e prinudna sila , preuzeti” oscilovanje tela zavisi od odnosa nekoliko
parametara, ali presudno zavisi od koeficijenta prigusenja.

U izrazu za amplitudu prinudnih oscilacija se vidi da amplituda
zavisi od odnosa kruZne frekvencije prinudne sile i sopstvene fre-
kvencije oscilatora. Kada kruzna frekvencija prinudne sile dostigne
tatno odredenu vrednost frekvencije koja je vrlo bliska sopstvenoj
frekvenciji oscilatora, amplituda ima maksimum. Ova pojava se na-
ziva rezonanca, a kruzna frekvencija prinudne sile rezonantna fre-
kvencija. Povecanje amplitude zavisi od koeficijenta prigusenja, kao
$to se moze videti na slici 9.20.

Kako ¢e se prinudni oscilator kretati zavisi od mnogo faktora. Ne-
koliko fizickih veli¢ina utie na nacin kretanja. Na slici 9.21 je prika-
zano nekoliko zanimljivih slucajeva. Na slikama (a)-(d) je prikazano
kako oscilovanje zavisi od odnosa sopstvene amplitude i amplitude
prinudnog dela (Ap). Za fiksirani odnos kruZnih frekvencija Ay je
proporcionalno amplitudi prinudne sile. Vidi se da $to je prinudna
sila jaca, to je uticaj sopstvenih priguSenih oscilacija na prinudne
oscilacije manji. Na slikama (e) i (f) su prikazane situacije koje su
vrlo bliske rezonanci. Vidi se da vreme posle koga telo potne da
oscluje frekvencijom prinudne sile zavisi od koeficijenta prigusenja,
$to je prigusenje manje, to je vreme duze. Posebno je zanimljiva slika
(e) koja odgovara veoma malom koeficijentu prigusenja. Slika je go-
tovo identi¢na slici koja se dobija za modulisane oscilacije (u slucaju
kada nema prigusenja). Kada se uporede slike (f) i (g), vidi se da
se blizu rezonance amplituda znacajno povecava, i ako je koeficijent
prigusenja isti na obe slike, i odnos amplitude prinudne sile i sop-
stvene amplitude priblizno isti u oba slucaja. Ako je prigusenje vrlo
veliko, na slici (h) se vidi da priguSeni oscilator vrlo kratko i vrlo
malo uti¢e na prinudne oscilacije. Kona¢no, na poslednjoj slici (i) je
prikazana situacija vrlo bliska rezonanci, ali u slucaju kada je ampli-
tuda sile i njoj odgovarajuc¢a amplituda prinudnog dela oscilovanja

Slika 9.20:  Zavisnost amplitude pri-
nudnih oscilacija od kruZne frekvencije
prinudne sile (levo). Polozaj maksi-
muma amplitude u zavisnosti od koe-
ficijenta prigusenja (desno).
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mnogo manja od amplitude prigusenog oscilatora sa malim koefici-
jentom prigusenja. Potrebno je mnogo vremena da sopstvene osci-
lacije utihnu i da preostanu samo one ¢isto prinudne, ali bez obzira
koliko je slaba prinudna sila, oscilator se ne zaustavlja, nego kona¢no
osciluje frekvencijom prinudne sile.

RezoNANCA je vrlo vaZzna pojava i ima vrlo korisnu primenu ali
ponekad i destruktivnu prirodu.
Primeri:

¢ Ljuljaska: Svi se verovatno secaju kako da se dugo ljuljaju na ljulja-
Sci, a da ih niko ne gura. Potrebno je samo imati dobar ritam po-
kreta nogama. Ovim periodi¢nim pokretima zapravo postiZemo
rezonancu sa sopstvenom frekvecijom ljuljagke (klatna). Cim pre-
stanemo sa pokretima, ljuljaska se vrlo brzo zaustavi.

¢ Orbitalna rezonanca: Zanimljiv primer rezonance je primecen kod
planeta koje imaju viSe satelita, u slu¢aju kada su odnosi perioda
satelita mali celi brojevi. Sateliti se periodi¢no nadu na pravcu
koji prolazi kroz centar planete. U tom poloZaju gravitaciona sila
izmedu satelita je najveca, i ta sila koja periodi¢no postize svoj
maksimum i deluje na satelite kao $to pokreti nogama deluju na
dete koje se ljulja na ljuljasci, odnosno sateliti se medusobno ,gu-
raju”.

¢ Elektri¢na rezonanca: U radio i televizijskim prijemnicima rezo-
naca omogucava biranje stanica. Kada se podesava frekvencija na
radiju, na primer, menja se frekvencija sopstvenih elektri¢nih osci-
lacija. Kada se dostigne frekvencija Zeljene radio stanice, usled

£=0.2 £2_ 1 4y
@ Xo

ANND L
VAVAVAY.

(©)

£=0.1 0 4y

7
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A
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Slika 9.21:  Elongacija prinudnih osci-
lacija za razli¢ite vrednosti sopstvene
frekvencije oscilatora, frekvencije pri-
nudne sile, koeficijenta prigusenja, sop-
stvene amplitude i amplitude prinudne
sile.
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rezonance signal se znacajno pojaca i Zeljena stanica moze da se
slusa.

Akustic¢ka rezonanca: Rezonantne kutije su tako konstruisane da
vazduh u njima mozZe da osciluje tatno odredenim frekvencijama.
Kada zvucni talas pogodi neku od tih sopstvenih frekvencija ku-
tije dolazi do znacajnog pojacavanja intenziteta zvuka. Mnogi mu-
zi¢ki instrumenti imaju rezonantne kutije. Takode, akusticka re-
zonanca se lepo vidi i u slu¢ajevima kada intenzivan zvuk moze
da razbije staklenu ¢asu. Interesantan primer je i stvaranje zvuka
u ¢asi delimi¢no napunjenoj vodom, trljanjem ivica ¢ase.

Plimska rezonanca: Kada plimski talas ima frekvenciju koja je vrlo
bliska sopstvenoj frekvenciji okeanskih talasa odbijenh od obale,
dolazi do rezonance, i efekat plime je primetno vedi nego kad
rezonance nema.

Sistem ogledala u laseru predstavlja rezonantnu kutiju za elektro-
magnetne talase, odnsono svetlost.

Nuklearna magnetna rezonanca: Ako se na atomsko jezgro koje se
nalazi u jakom statickom magnetnom polju, primeni i slabo osci-
latorno magnetno polje, na odredenim frekvencijama magnetnog
polja se dobija elektromagnetni signal koji odgovara magnetnom
polju jezgra. Magnetno polje jezgra zavisi i od hemisjkog okru-
Zenja i od sastava jezgra, pa se ovaj rezonantni signal koristi za
karakterizaciju uzoraka, naj¢es¢e organskih molekula.
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Zadaci

9.1

9-3

94

Koje su sve aproksimacije napravljene da bi se
kretanje tela zakacenog za oprugu moglo opisati
modelom harmonijskog oscilatora?

Pokazati da je xp = VA2 +BZi ¢o = arctg (_%)
(jednacina 9.7).

Kada osoba mase m = 100 kg sedne u automo-
bil mase M = 1 t, blizu centra mase automobila,
automobil se spusti za Az = 2.5 cm. Kada au-
tomobil tokom voZnje naleti na neravninu poc¢ne
da osciluje. Nadi period ovih oscilacija, ako se
zanemari trenje.

Telo je zakaceno za kraj lake opruge i osciluje
kao harmonijski oscilator. Telo se nalazi na glat-
koj podlozi, i osciluje sa amplitudom A. (a) Ako
se amplituda udvostruci kako se promeni put
koji prelazi telo tokom jednog perioda? (b) Sta
se deSava sa periodom? (c) Kako se menja mak-

9-5

9.6

simalna brzina tokom oscilovanja?

Telo zakaceno za kraj idealne lake opruge se na-
lazi na glatkom stolu i osciluje horizontalno kao
harmonijski oscilator. Na telu se nalazi kamen
koji sve vreme oscilovanja miruje u odnosu na
telo. U trenutku kada oscilator dostigne am-
plitudni polozaj sklonite kamen, bez pomeranja
tela, koje nastavlja da oscijuje. Kako ¢ée se prome-
niti: (a) frekvencija oscilovanja; (b) period osci-
lovanja; (c) amplituda; (d) maksimalna kneti¢ka
energija; (e) maksimalna brzina tela?

Telo zakaceno za kraj idealne lake opruge se na-
lazi na glatkom stolu i osciluje horizontalno kao
harmonijski oscilator. Na telu se nalazi kamen
koji sve vreme oscilovanja miruje u odnosu na
telo. U kojim tackama putanje oscilatora je sila
trenja koja deluje na kamen najveca, a u kojim
najmanja’?
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9.7 ldealnu, laku, elasti¢nu oprugu presecete na dva

9.8

99

9.10

9.11

9.12

jednaka dela. Koliki ¢e biti koeficijent elasti¢no-
sti polovine opruge? Ako isto telo oscijuje zaka-
¢eno za celu, a zatim i za pola opruge kako ¢e se
promeniti period oscilovanja?

Dva identi¢na tela su spojena idealnom lakom
oprugom, i leZe na glatkom stolu. Ako pribli-
Zite tela, sabijaju¢i oprugu i pustite ih, da li ¢e 9-13
kretanje tela biti moguce opisati harmonijskim
oscilovanjem? Objasnite. Koliki ¢e biti period
oscilovanja u poredenju sa periodom oscilovanja
jednog tela zakacenom na istu ovu oprugu, Ciji

je drugi kraj fiksiran?

Kosmonauti na orbitalnim stanicama masu 9-14
mogu da mere na slededi nacin: stolica mase 50

kg je pri¢vrséena na oprugu, a drugi kraj opruge

je fiksiran za zid stanice. Kada je stolica prazna
napravi jednu oscilaciju za 1.50 s. Kada kosmo-
natutkinja sedi na stolici, ne dodirujuéi nogama 9-15
podlogu onda stolica napravi jednu oscilaciju za

2.4 s. Kolika je masa kosmonautkninje?

Na horizontalnom glatkom stolu osciluje harmo-
nijski oscilator. Koeficijent elasti¢nosti opruge je

5.4 N/m. Na grafiku je prikazano ubrzanje tela u
zavisnosti od vremena. (a) Kolika je masa tela? 9-16
(b) Kolika je amplituda oscilovanja? (c) Kolika

je maksimalna sila kojom opruga deluje na telo?

a (m/sz)

9.17

Ll )

Marsovci su vas oteli, uspavali i smestili u sobu

bez prozora. Kada se probudite ne osecate nika- 9.19
kvo kretanje. Pored odece, ostavili su vam lanci¢

sa identifikacionom plo¢icom i ru¢ni sat. Kako

uz pomo¢ ova tri predmeta mozete da utvrdite g.20
da li ste i dalje na Zemlji, ili ste stigli na Mars?

Pre nekoliko godina naucnicima je poslo za ru-
kom da naprave vrlo osetljivu tehniku za me-
renje mase virusa. Laserom se meri frekven-
cija oscilovanja tankog silicijumskog vlakna (oko 9.21
30 nm dugackog) bez virusa, a potom sa viru-
som zakaCenim za vlakno. Razlika u masama

se vidi u razlici u frekvencijama. Silicijumsko

vlakno se dosta dobro moze opisati modelom
tela zakatenog o idealnu oprugu. (a) Naci ko-
linik frekvencija oscilovanja vlakna sa virusom
i bez njega. (b) Merenjem je dobijeno da je
masa vlakna 2.10x107! g, frekvencija sa viru-
som 2.87 x 10'* Hz, a bez virusa 2.00 x 10" Hz.

Kolika je masa virusa?

Trzaj (poteg) je brzina promene ubrzanja.

(a) Brzina harmonijskog oscilatora je v
—wAsin(wt).
mena. (b) U kojoj tacki trzaj ima najveéu pozi-

Naéi kako trzaj zavisi od vre-

tivhu vrednost? A u kojoj najve¢u negativnu?
(c) U kojoj tacki je trzaj jednak nuli?

Na putovanju ulazite u vrlo visok toranj. Unu-
tra je prilicno mracno. Vidite jedan konopac, na
sred prostorije, koji izgleda kao da visi sa vrha
tornja. Kako biste odredili duzinu konopca bez
penjanja do vrha?

Klatno je okageno o plafon u liftu i osciluje. Sta
se deSava sa periodom oscilovanja kada: (a) lift
ubrzava naviSe; (b) se lift kre¢e navise konstant-
nom brzinom; (c) se lift kre¢e naniZe konstant-
nom brzinom; (d) lift ubrzava naniZze; (e) lift
usporava naniZe; (f) lift usporava navise?

Ako je period klatna koje osciluje na povrsini Ze-
mlje T, koliki je period istog klatna u meduna-
rodnoj svemirskoj stanici koja orbitira oko Ze-
mlje?

Sat sa klatnom ste poneli na vrh planine, zbog
izvodenja ogleda, da li ¢e on na vrhu da Zurij,
kasni ili ¢e pokazivati isto vreme kao i na povr-
Sini Zemlje?

Kako ¢e se promeniti period matematickog
klatna ako mu se amplituda poveca dva puta?
Da li ¢e ista promena biti i za period fizickog
klatna?

U kojoj tacki putanje tela koje predstavlja klatno
je sila zatezanja konca najveca? A u kojoj najma-
nja?

Zamislite da moZete da vrlo precizno napravite
klatno tako da moZe da posluzi kao etalon za
Da li bi takvo
klatno bilo bolje od trenutno vazeceg etalona za

jedinicu za merenje vremena.

sekundu? Objasnite.

Oscilovanje klatna mozZe da se vidi i kao rotacija
oko tacke veSanja. Da li su u tom slucaju kru-
Zna frekvencija i ugaona brzina klatna ista stvar?
Objasnite.
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Homogeni stap, duzine L, okacen je tako da stoji
vertikalno, a tatka ve$anja je u njegovom centru.
Koliki ¢e biti period oscilovanja ako se $tap malo
izvede iz ravnoteZnog poloZaja?

Homogeni Stap, duzine L, okacen je tako da stoji
vertikalno, a ta¢ka veSanja je u jednom njegovom
kraju. Koliki ¢ée biti period oscilovanja ako se
Stap malo izvede iz ravnoteznog poloZzaja?

Paleontolozi su pronasli skamenjene otiske sto-
pala T-rexa, a nesto dalje i njegov skelet. Izmerili
su rastojanje izmedu dva otiska iste noge, i ono
je bilo s = 4 m. Duzina zadnje noge dinosau-
rusa je bila L = 3 m. Na osnovu ovih podataka
proceniti brzinu T-rexa kada je ostavio otiske.

Molekul Ar; je molekul koji ¢ine dva vrlo slabo
Ako je Uy = 1.68 x 10721],
Ry = 3.82 x 10~ 1%m, kolika je frekvenca oscilova-

vezana atoma.

nja atoma argona? Ako je amplituda oscilovanja
xo = 1 x 107 ' m izradunati maksimalno ubrza-
nje atoma.

U kojim tackama, u jedinicama amplitude, je
elasti¢na potencijalna energija jednaka kinetickoj
energiji harmonijskog oscilatora?

Homogeni puni disk mase 7.0 kg, polupre¢nika
25.0 cm Visi na metalnoj Zici tako da je disk u ho-
rizontalnoj ravni a Zica je zakacena je za centar
diska. Tangencijalna sila od 5 N koja deluje na
tacku na obodu diska zarotira disk za ugao 3.5°,
uvréudi Zicu. Zatim se disk prepusti sam sebi
(torziono klatno) i po¢ne da osciluje. (a) Kolika
je torziona konstanta zice? (b) Koliki je period
oscilovanja ovog klatna?

Na moru ste. Treba da se ukrcate na brod koji
je vezan za dok. Vreme nije idealno, i zbog ta-
lasa brod mase 2000 kg, osciluje gore-dole, tako
da mu je amplituda 30 cm. Vreme potrebno da
brod napravi jednu punu oscilaciju je 4 s. Kada
je brod u najvisoj tacki deo palube na koji treba
da stanete je ta¢no u nivou doka. Osecate blagu

muéninu, jer prethodno vede niste mogli da odo- 9-32

lite morskim plodovima, pa biste da predete na
brod samo dok je razlika u visinama doka i pa-
lube manja od 10 cm. Ako je vaSa masa 60 kg,
koliko imate vremena dok je brod u Zeljenom in-
tervalu razlike u visinama?

U visokoj prostoriji ste postavili klatno, tesku 9.33

kuglu okaCenu o laganu celicnu Zicu. Du-
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zinu Zice mozete precizno da podesSavate. Me-
rite duzinu klatna i period oscilovanja klatna.
Klatno je pri svakom merenju izvedeno iz rav-
noteznog poloZaja tako da je kugla na rasto-
janju 2 m od vertikalnog poloZaja Zice. Lopta
je mnogo manja od duZine Zice u svim me-

renjima. Rezultati merenja su dati u tabeli:

L (m) 2.30 2.50 3.00 4.00 5.00 6.00 8.00 10.00 12.00

T (s) 327 3.35 3.36 4.08 4.54 4.95 5.70 6.36 6.96
(a) Nacrtajte grafik zavisnosti kvadrata perioda

od duzine klatna. Da li su sve tacke blizu prave
linije? (b) Nacrtajte samo pet poslednjih tacaka i
odredite nagib prave. Da li ste dobili ono Sto bi
trebalo za matemati¢ko klatno? (c) Nacrtajte po-
novo sve tacke, ali sada kako T /Ty zavisi od L,
gde je Tj period matemati¢kog klatna za istu du-
Zinu. Sa tog grafika odredite amplitudni ugao
za koji je razlika izmerenog perioda i perioda
matematickog klatna 5 %. (d) Uporedite izme-
rene rezultate sa aproksimativnom formulom iz
primera 9.17. Nacrtajte grafik T /T, u zavisnosti
od L, gde je T, period dobijen iz aprosimativne
formule. Odredite amplitudni ugao za koji se
rezultati razlikuju za 5 %.

PriguSene i prinudne oscilacije

9.30 Amortizeri na motornim vozilima su opruge

koje su vrlo blizu kriti¢nog rigusenja. Ako bi vo-
zilo oscilovalo duZe vreme posle nailaska na ne-
ravninu onda bi voZnja postala nestabilna, pogo-
tovo ako bi se naletelo na novu neravninu. Ako
bi prigusenje bilo veée od kriticnog, povratak u
ravnotezu bi duZze trajao, pa bi voznja opet mo-
gla da bude nastabilna.

Pokazati da je u slucaju kriti¢nog prigusenja za-
visnost elongacije od vremena:

x(t) = xpe PH(1 4 Bt).
U pocetnom trenutku telo je u amplitudnom po-
loZaju, i pocetna brzina je jednaka nuli.

Pokazati da je u slucaju nadkriticnog prigusenja
zavisnost elongacije od vremena:

x(t) = z%e_ﬁt ((w+B)e“ + (w — Be™").

U pocetnom trenutku telo je u amplitudnom po-
loZaju, i pocetna brzina je jednaka nuli.

Sta je elektri¢nom oscilatornom kolu uzrok pri-
gusenja?
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9.34 Izrac¢unati brzinu prigu$enog oscilatora, ako se u

9-35

pocetnom trenutku nalazio u amplitudnom po- 9.36
loZaju.
Pokazati da je ukupna mehani¢ka energija pri-

9-37
gusenog oscilatora:

2

1 2
E=Zkxde 2P [ 1+ ﬁ—z cos(2wt) + pw sin(2wt) | .
2 w; wy

Pokazati da se u slu¢aju slabog prigusenja dobija
gore navedeni aproksimativni izraz. U pocet-

nom trenutku telo je u amplitudnom polozaju.

Izratunajte ukupnu mehanic¢ku energiju prinud-
nog oscilatora sa prigusenjem.

Zamislite da ste inZenjer koji konstruiSe grade-
vine koje su u najvecoj mogucoj meri sigurne
prilikom zemljotresa. Kakva bi trebalo da bude
sopstvena frekvencija gradevina u odnosu na
o¢ekivanu frekvenciju zemljotresa? Da li gra-
devine treba da imaju veliki ili mali koeficijent
prigusenja?
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